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Для изучения влияния массообмена и электропроводности на движение неньютоновской
жидкости второго класса проведен анализ течения в полупористом канале с верхней по-
ристой стенкой и нижней непроницаемой стенкой при наличии химической реакции.
Преобразованием подобия основные управляющие уравнения течения преобразованы в
систему нелинейных обыкновенных дифференциальных уравнений. С использованием
метода гомотопического анализа построено приближенное аналитическое решение нели-
нейных дифференциальных уравнений. Анализируются поля течения и концентрации
при различных значениях параметров задачи. Получены значения коэффициента по-
верхностного трения и скорости массообмена на стенке.
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Введение. В настоящее время большое внимание уделяется исследованию течений

в пористых каналах или трубах, имеющих различные приложения в машиностроении и
биоинженерии. Течения такого типа встречаются при диализе крови в искусственной поч-
ке, кровотоке в капиллярах, при эксплуатации фильтров, пористых и полупористых труб,
а также при управлении охлаждением в пограничном слое. В то же время существует

большое количество жидкостей, не удовлетворяющих линейному соотношению между на-
пряжениями сдвига и скоростью деформации (неньютоновские жидкости). Поэтому одно-
временный учет вязкости и упругости усложняет дифференциальные уравнения, описыва-
ющие течения неньютоновских жидкостей [1–4]. В работе [5] изучено ламинарное течение
в пограничном слое электрически проводящей вязкой жидкости в полупористом канале

с подвижной границей и с использованием метода возмущений и численного метода по-
лучено решение задачи. В [6] рассмотрено аналитическое решение для гидромагнитного
течения вязкоупругой жидкости в пористом канале с пористыми стенками, полученное
методом гомотопического анализа (МГА). В [7] проведен анализ процесса теплообмена в
магнитогидродинамическом (МГД) течении жидкости второго класса в пористом канале,
а в [8] — анализ теплообмена с учетом теплового излучения в МГД-течении конвектив-
ной жидкости Максвелла в канале с пористыми стенками. В работе [9] с использованием
МГА получено решение задачи о ламинарном вязком течении в полупористом канале при
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наличии однородного магнитного поля. В [10] выполнен анализ процесса теплообмена в
МГД-течении жидкости второго класса в канале с пористой стенкой и с помощью метода
Рунге — Кутты четвертого порядка и квазилинейного метода стрельбы получены чис-
ленные решения нелинейных уравнений. Точные решения уравнений Навье — Стокса в

слое жидкости между движущимися параллельными пластинами исследованы в [11]. В [12]
проведено моделирование поперечных автоколебаний круглого цилиндра в несжимаемом

течении в плоском канале при наличии циркуляции. Точные решения уравнений Навье —
Стокса для слоя жидкости, расположенного между параллельными пластинами, рассто-
яние между которыми изменяется по произвольному степенному закону, при выполнении
условия прилипания на границе изучены в [13]. В [14] рассмотрено течение вязкой несжи-
маемой жидкости в деформируемой трубке и получено решение при малых и умеренных

числах Рейнольдса.
В данной работе с использованием МГА [15–24] изучается влияние массообмена и элек-

тропроводности на течение жидкости второго класса в полупористом канале при наличии

химической реакции. Исследуется влияние различных параметров задачи на характер те-
чения и концентрацию.

1. Постановка задачи. Рассмотрим двумерное ламинарное стационарное течение
электрически проводящей несжимаемой вязкоупругой жидкости второго класса в полупо-
ристом канале шириной H (рис. 1). Предполагается, что верхняя стенка канала пористая,
а нижняя непроницаема. Ось x направлена параллельно стенке канала, ось y — перпенди-
кулярно ей. Постоянное магнитное поле с напряженностью B0 ориентировано вдоль оси y,
а напряженность электрического поля полагается равной нулю в силу предположения о

малости магнитного числа Рейнольдса. Массообмен вызван течением жидкости, содержа-
щей примесь, вдоль стенки канала и наличием поля с напряженностью B. Пусть c1 —
концентрация примеси на нижней стенке, c0 — концентрация примеси на верхней стенке

при y = H. При этих предположениях в приближении пограничного слоя управляющие
уравнения для жидкости второго класса и поля концентрации имеют вид
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Рис. 1. Схема течения
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u
∂c

∂x
+ v

∂c

∂y
= D

∂2c

∂y2
− k1c, (3)

где u, v — компоненты скорости в направлениях x, y соответственно; ρ — плотность

жидкости; p — давление; α1 — параметр вязкоупругости, определяющий тип неньютонов-
ской жидкости; σ — электропроводность жидкости; ν — кинематическая вязкость; D —
коэффициент диффузии примеси в жидкости; k1 — постоянная скорости гомогенной необ-
ратимой реакции первого порядка; c — концентрация примеси в жидкости.

Исключая градиент давления ∂p/∂x и ∂p/∂y из уравнений (2) путем перекрестного
дифференцирования, получаем дифференциальное уравнение в виде
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Граничные условия для полей скорости и концентрации имеют вид

y = 0: u = 0, v = 0, c = c1,

y = H: u = 0, v = −U, c = c0.

Чтобы получить решение рассматриваемой задачи, вычислим поле скорости, а за-
тем найдем решение уравнения для концентрации. Уравнения пограничного слоя (3), (4)
являются нелинейными дифференциальными уравнениями в частных производных, и их
решение можно получить только численно. Однако в частном случае уравнения этого

типа допускают автомодельное решение. Поэтому путем преобразований данные уравне-
ния можно свести к системе нелинейных обыкновенных дифференциальных уравнений,
которая решается аналитически и численно. Следуя [10, 25], будем искать автомодельное
решение, удовлетворяющее (1), в виде

u =
U

H
xf ′(η), v = −Uf(η), η =

y

H
, (5)

где штрих обозначает дифференцирование по η. Для уравнения концентрации (3) исполь-
зуем следующее преобразование:

c = c0 + (c1 − c0)ϕ(η). (6)

С помощью уравнений (5), (6) уравнение закона сохранения массы удовлетворяется
тождественно, уравнения (3), (4) принимают вид

Re (f ′f ′′ − ff ′′′) = f IV + K Re (f ′f IV − ffV)−M2f ′′; (7)

ϕ′′ + Re Sc fϕ′ = Sc γϕ (8)

и удовлетворяют граничным условиям

η = 0: f = 0, f ′ = 0, ϕ = 1,

η = 1: f = 1, f ′ = 0, ϕ = 0.
(9)

Здесь Re = ρUH/µ — число Рейнольдса; K = α1/(ρH2) — безразмерный параметр вяз-

коупругости; M = HB0(σ/µ)1/2 — число Гартмана (магнитный параметр); Sc = ν/D —
число Шмидта; γ = k1H

2/ν — параметр скорости химической реакции жидкости.
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Выражения для параметра поверхностного трения f ′′(0) и скорости массообмена ϕ′(0)
на непроницаемой стенке имеют вид

τyx = µ
∂u

∂y

∣∣∣
y=0

, Sh =
1

c0 − c1

∂c

∂y

∣∣∣
y=0

(10)

(Sh — число Шервуда). В безразмерной форме уравнения (10) записываются следующим
образом:

τw =
µνn

H2
f ′′(0), Sh = −ϕ′(0).

Следует отметить, что при наличии в уравнениях члена упругости K они являются

дифференциальными уравнениями четвертого-пятого порядка [10]. Поэтому для получе-
ния решения требуется использовать дополнительные граничные условия. При решении
нелинейного уравнения (8) целесообразно применить метод возмущений. Впервые этот ме-
тод был использован в [10] при K � 1, причем полученная система уравнений решалась
численно. В данной работе с использованием МГА построено аналитическое решение в

виде ряда при различных значениях K и других параметров в области 0 6 η 6 1.
2. Решение методом гомотопического анализа и его сходимость. Для полу-

чения решения методом гомотопического анализа можно выразить поля скорости f(η) и
концентрации ϕ(η) через ряды основных функций ηm (m = 0, 1, 2, . . .) в следующем виде:

f(η) =
∞∑

m=0

amηm, ϕ(η) =
∞∑

n=0

bmηm

(am, bm — константы, которые необходимо определить). С помощью граничных усло-
вий (9) задаются функции

f0(η) = 2η2 − η4, ϕ0(η) = 1− η (11)

в качестве начального приближения для функций f(η) и ϕ(η). Введем вспомогательные
линейные операторы

Lf (f) =
∂4f

∂η4
, Lϕ(f) =

∂2f

∂η2
,

удовлетворяющие соотношениям

Lf [C1η
3 + C2η

2 + C3η + C4] = 0, Lϕ[C5η + C6] = 0,

где Ci (i = 1, . . . , 6) — произвольные постоянные, которые могут быть определены при
использовании граничных условий. Вводя ненулевые вспомогательные параметры hf , hϕ,
задачу о деформации нулевого порядка можно сформулировать следующим образом:

(1− q)Lf [f̂(η; q)− f0(η)] = qhfNf [f̂(η; q)],

(1− q)Lϕ[ϕ̂(η; q)− ϕ0(η)] = qhϕNϕ[ϕ̂(η; q), f̂(η; q)];

(12)

f̂(0, q) = 0,
∂f̂(0; q)

∂η
= 0, ϕ̂(0, q) = 1,

f̂(1, q) = 1,
∂f̂(1; q)

∂η
= 0, ϕ̂(1, q) = 0.

Здесь q ∈ [0, 1] — параметр вложения; Nf , Nϕ — нелинейные операторы:
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Nf [f̂(η, q)] =
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Nϕ[ϕ̂(η, q), f̂(η, q)] =
∂2ϕ̂(η, q)

∂η2
+ Re Sc f̂(η, q)

∂ϕ̂(η, q)

∂η
− Sc γϕ̂(η, q).

Разлагая f̂(η; q) и ϕ̂(η, q) в ряд Тейлора относительно q, имеем

f̂(η, q) = f0(η) +
∞∑

m=1

fm(η)qm, ϕ̂(η, q) = ϕ0(η) +
∞∑

m=1

ϕm(η)qm, (13)

где

fm(η) =
1
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∂qm

∣∣∣
q=0

, ϕm(η) =
1

m!
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∣∣∣
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.

Уравнения деформации нулевого порядка (12) содержат два вспомогательных пара-
метра hf и hϕ. Сходимость рядов, заданных соотношениями (13), зависит от этих пара-
метров. Полагая параметры hf и hϕ выбранными таким образом, что указанные ряды
сходятся при q = 1, решение можно представить в следующем виде:

f(η) = f0(η) +
∞∑

m=1

fm(η), ϕ(η) = ϕ0(η) +
∞∑

m=1

ϕm(η). (14)

Дифференцируя m раз уравнения деформаций нулевого порядка (12) относительно
параметра вложения q, а затем полагая q = 0, получаем уравнения деформации m-го
порядка

Lf [fm(η)− χmfm−1(η)] = hfRf
m(η), Lϕ[ϕm(η)− χmϕm−1(η)] = hϕRϕ

m(η), (15)

удовлетворяющие граничным условиям

fm(0) = f ′m(0) = fm(1) = f ′m(1) = 0, ϕm(0) = ϕm(1) = 0, (16)

где

Rf
m(η) = f IV

m−1(η)−M2f ′′m−1(η) +

+
m−1∑
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[K Re (f ′m−1−kf
IV
k − fm−1−kf

V
k )− Re (f ′m−1−kf

′′
k − fm−1−kf

′′′
k )],

Rϕ
m(η) = ϕ′′m−1(η) + Sc γϕm−1(η) +

m−1∑
k=0

Re Sc (fm−1−kϕ
′
k),

χm =

{
0, m 6 1,
1, m > 1.

Общее решение уравнений (15) имеет вид

fm(η) = f ′m(η) + C1η
3 + C2η

2 + C3η + C4, ϕm(η) = ϕ′m(η) + C5η + C6,

где постоянные интегрирования Ci (i = 1, . . . , 6) определены из граничных условий (16):

C4 = −f ′m(0), C3 = −∂f ′m(η)

∂η

∣∣∣
η=0

, C1 = −∂f ′m(η)

∂η
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+ 2f ′m(1) + 2C4 + C3,



170 ПРИКЛАДНАЯ МЕХАНИКА И ТЕХНИЧЕСКАЯ ФИЗИКА. 2015. Т. 56, N-◦ 5

C2 = −1

2

(∂f ′m(η)

∂η

∣∣∣
η=1

+ 3C1 + C3

)
, C6 = −ϕ′m(0), C5 = −ϕ′m(1)− C6.

Далее линейные неоднородные уравнения (15) решаются с использованием пакета про-
грамм символического вычисления Mathematica.

Аналитическое решение системы уравнений (15), (16) может быть представлено

в виде

fm(η) =
5m+4∑
k=2

am,k(η)ηk, ϕm(η) =
5m+1∑
k=1

bm,k(η)ηk, m > 1,

при m = 1, 2, 3, . . . коэффициенты am,k и bm,k могут быть определены рекуррентно с ис-
пользованием соотношений

a0,1 = 0, a0,2 = 2, a0,3 = 0, a0,4 = −1, b0,0 = 1, b0,1 = −1,

и соотношений (11). При m = 1 имеем

f1(η) =
9∑

k=2

a1,k(η)ηk, ϕ1(η) =
6∑

k=1

b1,k(η)ηk,

где

a1,2 = 2− hf −
hfM2

15
−

5hf Re

21
−

8hfK Re

7
,

a1,3 = 2hf +
hfM2

5
+

227hf Re

630
+

64hfK Re

35
, a1,4 = −1− hf −

hfM2

6
,

a1,5 = −
2hf Re

15
−

4hfK Re

5
, a1,6 =

hfM2

30
, a1,7 =

2hf Re

105
+

4hfK Re

35
, a1,9 =

hf Re

126
,

b1,0 = 1, b1,1 = −1 +
2hϕ Re Sc

15
+

hϕγ Sc

3
, b1,2 = −

hϕγ Sc

2
, b1,3 =

hϕγ Sc

6
,

b1,4 = −
hϕ Re Sc

6
, b1,5 = 0, b1,6 =

hϕ Re Sc

30
, . . . .

В [15] показано, что решения для рядов, полученные с помощью МГА, не расходятся и
должны сходиться к точному решению исходных исследуемых нелинейных задач. Интер-
валы значений hf и hϕ, при которых ряды сходятся, показаны на рис. 2. Видно, что
на h-кривых имеются участки постоянных значений f ′′(0), ϕ′(0) при −1,8 6 hf 6 0,3,
−1,7 6 hϕ 6 −0,1. Данные о сходимости решений приведены в табл. 1. Из табл. 1 следует,
что начиная с приближения 10-го порядка ряды решения сходятся.

3. Результаты исследования и их обсуждение. Решая аналитически уравне-
ния (7), (8) с граничными условиями (9) и используя МГА, вычислим компоненты ско-
рости f ′(η), f(η) и концентрацию ϕ(η). Для оценки влияния различных параметров зада-
чи (параметра вязкоупругости K, числа Рейнольдса Re, магнитного параметра M , числа
Шмидта Sc и параметра химической реакции γ) на рис. 3–8 приведены распределения ком-
понент скорости жидкости f ′(η), f(η), концентрации ϕ(η), коэффициента поверхностного
трения f ′′(0) и числа Шервуда ϕ′(0). Значения f ′′(0) и −ϕ′(0) при различных значениях
параметров задачи приведены в табл. 2–4. Результаты расчетов f ′′(0) хорошо согласуются
с данными [10].

На рис. 3 показано изменение скорости жидкости f ′(η) и f(η) при M = 2, Re = 3 и
различных значениях параметра вязкоупругости K. Из рис. 3,б следует, что с увеличени-
ем параметра вязкоупругости K скорость уменьшается во всей области течения. Кроме
того, при наличии магнитной силы при малых значениях параметра вязкоупругости воз-
никает течение Пуазейля [10], а при больших значениях параметра K максимум скорости

смещается к пористой стенке (см. рис. 3,a).
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Рис. 2. h-кривые f ′′(0) (1) и ϕ′(0) (2) в случае приближения 15-го порядка при
K = 1/5, Re = 1/2, M = 0

Таб ли ц а 1

Сходимость решения для приближений различного порядка при K = 1/5, Re = 1/2, M = 0

Порядок

приближения
f ′′(0) −ϕ′(0) Порядок

приближения
f ′′(0) −ϕ′(0)

1 5,388 00 1,224 00 15 6,148 16 1,351 52
5 6,137 81 1,349 20 20 6,148 16 1,351 52
10 6,148 13 1,351 50 25 6,148 16 1,351 52
12 6,148 16 1,351 51 30 6,148 16 1,351 52
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Рис. 3. Влияние параметра вязкоупругости K на компоненты скорости f ′(η) (а)
и f ′(η) (б) при M = 2, Re = 3:
1 — K = 0,01, 2 — K = 0,05, 3 — K = 0,15
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Рис. 4. Влияние магнитного параметра M на компоненты скорости f ′(η) (а)
и f(η) (б) при Re = 3, K = 1:
1 — M = 0, 2 — M = 3, 3 — M = 6
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Рис. 5. Влияние числа Рейнольдса Re на компоненты скорости f ′(η) (а)
и f(η) (б) при M = 0, K = 0,4:
1 — Re = 1, 2 — Re = 10, 3 — Re = 20

На рис. 4 показано влияние магнитного параметра M на движение жидкости при

Re = 3, K = 1. Видно, что при небольших значениях M влияние вязкости является более

существенным по сравнению с влиянием магнитного поля, поэтому профиль скорости яв-
ляется почти параболическим, а при M = 0 (немагнитная жидкость) — параболическим.
Кроме того, вблизи стенки толщина пограничного слоя уменьшается. На рис. 5 показа-
но влияние вязкости на касательные f ′(η) и нормальные f(η) компоненты скорости при
K = 0,4, M = 0. На рис. 5,б видно, что с увеличением числа Рейнольдса Re скорость
увеличивается.

На рис. 6 показано влияние параметра вязкоупругости K на концентрацию ϕ(η) при
Sc = 1, γ = 2, M = 6. Видно, что с увеличением значения K концентрация увеличивается.
На рис. 7 показано изменение концентрации ϕ(η) при Sc = 1, γ = 2, M = 6, K = 0 и раз-
личных значениях Re. Видно, что при уменьшении вязкости вследствие увеличения числа
Рейнольдса концентрация уменьшается. Изменение концентрации ϕ(η) при Re = 5, γ = 2,
K = 0, M = 6 и различных значениях числа Шмидта Sc показано на рис. 8. Видно, что с
увеличением значений Sc, т. е. с уменьшением вязкости, концентрация уменьшается. На
рис. 9 показано изменение концентрации ϕ(η) в зависимости от параметра химической ре-
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Рис. 6 Рис. 7

Рис. 6. Влияние параметра K на концентрацию ϕ(η) при Sc = 1, γ = 2, M = 6:
1 — K = 0, 2 — K = 0,2, 3 — K = 0,4

Рис. 7. Влияние числа Рейнольдса Re на концентрацию ϕ(η) при Sc = 1, γ = 2, K = 0,
M = 6:
1 — Re = 1, 2 — Re = 10, 3 — Re = 20

n1,00,6 0,80,40,2

3

0

f

0,2

0,4

1,0

0,6

0,8

1

2

n1,00,6 0,80,40,2

3

0

f

0,2

0,4

1,0

0,6

0,8

1

2

Рис. 8 Рис. 9

Рис. 8. Влияние числа Шмидта Sc на концентрацию ϕ(η) при Re = 5, γ = 2, K = 0,
M = 6:
1 — Sc = 1, 2 — Sc = 2, 3 — Sc = 4

Рис. 9. Влияние параметра скорости химической реакции γ на концентрацию ϕ(η)
при Re = 5, Sc = 1, K = 0, M = 6:
1 — γ = 0, 2 — γ = 5, 3 — γ = 10
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Рис. 10. Влияние параметра вязкоупругости K на сдвиговое напряжение на поверх-
ности стенки f ′′(0) при Sc = 1, M = 3:
1 — K = 0, 2 — K = 0,03, 3 — K = 0,06

Рис. 11. Влияние числа Шмидта на скорость массообмена на стенке −ϕ′(0) при Re =
10, K = 0,5, M = 3:
1 — Sc = 1, 2 — Sc = 2, 3 — Sc = 3,5, 4 — Sc = 5

акции при Re = 5, K = 0, M = 6. Видно, что с увеличением значения γ, т. е. с увеличением
скорости химической реакции, концентрация уменьшается.

На рис. 10 представлена зависимость сдвигового напряжения на поверхности стен-
ки f ′′(0) от числа Рейнольдса Re при различных значениях параметра вязкоупругости K.
Видно, что при постоянном значении K с увеличением значения Re значения f ′′(0) увели-
чиваются, в то время как при постоянном значении Re с увеличением значения K зна-
чение f ′′(0) уменьшается. На рис. 11 представлена зависимость скорости массообмена
на стенке −ϕ′(0) от параметра химической реакции γ при различных значениях числа
Шмидта Sc. Установлено, что с увеличением числа Шмидта Sc и параметра химической
реакции γ значение −ϕ′(0) увеличивается.

В табл. 2 приведены значения сдвигового напряжения f ′′(0) и скорости массообмена
−ϕ′(0) на стенке при Sc = 1, γ = 1 и различных значениях M , Re, K. Из табл. 2 следу-
ет, что значения сдвигового напряжения f ′′(0) увеличиваются с увеличением Re и K (см.
рис. 10). Кроме того, значение ϕ′(0) увеличивается с увеличением значения Re и умень-
шается с увеличением M и K. В табл. 3, 4 приведены значения сдвигового напряжения и
числа Шервуда (скорость массообмена на стенке) при Re = 5, K = 0,1 и различных зна-
чениях M , Sc и γ. Из табл. 4 следует, что значение ϕ′(0) увеличивается с увеличением γ
(см. рис. 11).

Заключение. В работе проведено исследование массообмена ламинарного МГД-те-
чения жидкости второго класса при наличии химической реакции. С использованием мето-
да гомотопического анализа получена система нелинейных обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений и найдено ее приближенное аналитическое решение. Исследовано влияние
различных физических параметров задачи на поля скорости и концентрации. Результаты
исследования позволяют сделать следующие выводы: с увеличением числа Рейнольдса Re
увеличиваются напряжения сдвига; с увеличением параметраM скорость жидкости в цен-
тре канала уменьшается; с увеличением значений K концентрация увеличивается, в то
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Та бли ц а 2

Значения f ′′(0) и ϕ′(0) при Sc = 1, γ = 1 и различных значениях параметров Re, M и K

M = 0 M = 3

Re K = 0 K = 0,01 K = 0 K = 0,01

f ′′(0)
(см. [10])

f ′′(0) −ϕ′(0) f ′′(0) −ϕ′(0) f ′′(0) −ϕ′(0) f ′′(0) −ϕ′(0)

0 — 6,000 00 1,313 04 6,000 000 1,313 04 6,847 37 1,313 04 6,847 35 1,313 03
0,5 6,2266 6,227 92 1,377 54 6,226 740 1,377 53 7,032 89 1,377 94 7,032 70 1,377 93
1,0 6,4539 6,454 26 1,443 52 6,449 205 1,443 48 7,218 10 1,443 98 7,217 72 1,443 97
3,0 — 7,337 35 1,714 29 7,282 325 1,713 03 7,951 44 1,712 45 7,950 13 1,712 42
5,0 8,1662 8,173 87 1,980 61 8,010 667 1,975 01 8,664 49 1,974 42 8,661 83 1,974 33

10,0 10,0307 10,036 77 2,569 22 9,424 240 2,538 65 6,847 37 1,313 04 10,314 00 2,552 94
15,0 — 11,620 81 3,053 42 10,438 050 2,984 81 11,796 80 3,032 30 11,780 80 3,031 46

Таб ли ц а 3

Значения f ′′(0) при γ = 1
и различных значениях параметров Sc, M

Sc
f ′′(0)

M = 1 M = 3 M = 5

0 1,000 00 1,000 00 1,000 00
0,5 1,289 42 1,024 51 1,024 53
1,0 1,711 83 1,048 92 1,048 96
1,5 1,816 71 1,073 23 1,073 29
2,0 2,053 50 1,097 43 1,097 52

Таб ли ц а 4

Значения ϕ′(0) при Sc = 0,5
и различных значениях параметров γ, M

γ
ϕ′(0)

M = 3 M = 5

0 1,016 42 1,016 44
0,5 1,020 47 1,020 49
1,0 1,024 51 1,040 92
1,5 1,028 55 1,061 30
2,0 1,032 59 1,081 62

время как с увеличением Re она уменьшается; с увеличением значений Sc и γ скорость
массообмена на стенке уменьшается.
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