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С помощью математической модели, включающей обыкновенное линейное дифферен-
циальное уравнение первого порядка, описаны аэродинамические нагрузки в задачах
динамики полета пассажирских самолетов на срывных режимах обтекания. Изложена
методика определения параметров математической модели, основанная на аппроксима-
ции экспериментальных частотных характеристик частотными характеристиками ли-
неаризованной математической модели. Проведена верификация математической модели
по результатам испытаний в аэродинамической трубе модели современного пассажир-
ского самолета.
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Введение. В настоящее время при решении задач динамики полета самолетов при-
меняется так называемая “традиционная” математическая модель (ММ) [1], в которой
аэродинамические нагрузки представляются в виде функций кинематических параметров

движения и их первых производных по времени:

c = cst(α) + cω̄z(α)ω̄z + c
¯̇α(α)¯̇α.

Здесь c — коэффициент нормальной силы cy или момента тангажа mz в связанной с само-
летом системе координат; cst(α) — зависимость коэффициента аэродинамической нагрузки

от угла атаки α в установившемся режиме движения; ω̄z = ωzba/V — безразмерная угло-
вая скорость тангажа; ωz — угловая скорость тангажа; V — скорость полета; ba — длина

средней аэродинамической хорды крыла (характерный размер); ¯̇α = dα/dτ — безразмер-

ная скорость изменения угла атаки; cω̄z(α), c
¯̇α(α) — производные аэродинамических ко-

эффициентов, определенные при гармонических колебаниях с фиксированной приведенной
(безразмерной) частотой колебаний ω̄, соответствующей натурной частоте для данного
самолета; τ — безразмерное время (dτ = dt V/ba); t — время.

Экспериментальные исследования моделей пассажирских самолетов показывают, что в
срывных режимах обтекания аэродинамические нагрузки существенно зависят от предыс-
тории движения самолета [2, 3], поэтому “традиционная” ММ становится некорректной.
Для более точного описания динамики аэродинамических нагрузок при неустановившемся

режиме движения самолетов на больших углах атаки требуются другие ММ (см. [4, 5]).
Особую актуальность эта проблема приобрела при разработке новых авиационных трена-
жеров, предназначенных для обучения летчиков методам пилотирования на режимах, при
которых значения угла атаки превышают допустимые [6].
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Математическая модель. Для математического описания аэродинамических нагру-
зок в произвольном неустановившемся режиме движения самолета использовалась ММ,
предложенная в работе [7] и применявшаяся при моделировании аэродинамических харак-
теристик маневренного самолета и треугольных крыльев малого удлинения [8]. В случае
продольного движения эта ММ имеет следующий вид:

c = c∗ + c
¯̇α
∗ (α)¯̇α + cω̄z(α)ω̄z,

T̄c(α)
dc∗
dτ

+ c∗ = cst(α) + T̄c(α)cα
∗ (α)¯̇α.

Здесь составляющая c∗ отличается от cst(α) вследствие запаздывания перестроения струк-
туры течения в режиме срывного обтекания; T̄c(α) — безразмерная постоянная времени,
характеризующая длительность апериодического процесса изменения аэродинамической

нагрузки в случае ступенчатого изменения угла атаки; c
¯̇α
∗ (α), cα

∗ (α) — производные аэро-
динамических коэффициентов, соответствующие большим приведенным частотам колеба-
ний (в режиме автомодельности по этому параметру).

Для определения параметров ММ использовались экспериментальные частотные ха-
рактеристики (ЧХ), полученные при малой амплитуде вращательных колебаний модели
самолета по углу тангажа:

Wϑ
c (iω̄) =

∆c(iω̄)

∆ϑ(iω̄)
= Pϑ

c (ω̄) + iQϑ
c (ω̄).

Здесь ∆ϑ(iω̄) = Θ0 expiω̄τ — изменение угла тангажа; Θ0 — амплитуда колебаний;

Pϑ
c (ω̄) = cα − ω̄2c

¯̇ωz , Qϑ
c (ω̄) = (cω̄z + c

¯̇α)ω̄ — действительная и мнимая части частотных

характеристик, однозначно связанные с известными комплексами производных аэродина-
мических коэффициентов [9]; i =

√
−1 — мнимая единица.

В результате линеаризации ММ в окрестности некоторого среднего угла атаки α0 с

учетом кинематической связи при вращательных колебаниях ∆ϑ = ∆α и dϑ/dτ = ω̄z = ¯̇α
можно записать выражения для ЧХ

Pϑ
c (ω̄)appr = cα

∗ −
cα
∗ − cα

st

(T̄cω̄)2 + 1
, Qϑ

c (ω̄)appr =
[
(cω̄z + c

¯̇α
∗ ) +

cα
∗ − cα

st

(T̄cω̄)2 + 1
T̄c

]
ω̄,

где cα
st — производная cst(α) по углу атаки.

Параметры ММ T̄c, cα
∗ , cω̄z+c

¯̇α
∗ определялись из условия минимизации целевой функции

для каждого среднего угла атаки α0:

Φ =
N∑

m=1

[
(Pϑ

c (ω̄m)appr − Pϑ
c (ω̄m))2 + (Qϑ

c (ω̄m)appr −Qϑ
c (ω̄m))2

]
(N — число экспериментальных значений ЧХ).

Процесс минимизации целевой функции включал два этапа. На первом этапе априорно
задаваемый диапазон значений постоянной времени T̄ разбивался на n равных интерва-
лов. С использованием метода наименьших квадратов при каждом значении постоянной
времени T̄i определялись остальные параметры ММ, после чего проводились расчеты це-
левой функции. Из всех вариантов выбирался тот, при котором значение целевой функции
было минимальным. Затем в диапазоне значений постоянной времени T̄k−1 − T̄k+1 (T̄k —
оптимальное значение постоянной времени) вновь проводились расчеты. Критерием окон-
чания расчетов являлось выполнение условия Φr+1 − Φr 6 ε, где r — шаг итерации; ε —
заданная точность. Полученные на последней итерации постоянные времени и остальные
параметры ММ принимались в качестве оптимальных для данного среднего угла атаки.
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На втором этапе с использованием оптимальных параметров ММ и эксперименталь-
ных статических характеристик cst(α) при малом гармоническом воздействии, соответ-
ствующем экспериментальному, рассчитывались ЧХ Pϑ

c (ω̄)s и Qϑ
c (ω̄)s. При этом теку-

щие значения коэффициентов аэродинамических нагрузок определялись интегрированием

дифференциального уравнения ММ для пяти периодов колебаний. В качестве расчетного
принимался последний период. Интегрирование дифференциального уравнения осуществ-
лялось численно с использованием метода Рунге— Кутты четвертого порядка. Расчетные
ЧХ определялись в результате численного гармонического анализа расчетных зависимо-
стей c(τ)s. Установлено, что при некоторых углах атаки расчетные ЧХ не согласуются с
экспериментальными. Поэтому параметры ММ уточнялись с помощью метода градиент-
ного спуска. При этом минимизировалась целевая функция

Φ =
N×M∑
m=1

[
(Pϑ

c (ω̄m)s − Pϑ
c (ω̄m))2 + (Qϑ

c (ω̄m)s −Qϑ
c (ω̄m))2

]
(M — число средних углов атаки), рассчитываемая для всех приведенных частот колеба-
ний и средних углов атаки. В качестве начального приближения принимались параметры
ММ, определенные на первом этапе.

Верификация математической модели. С использованием аэродинамической тру-
бы Т-203 Сибирского научно-исследовательского института авиации проведена верифика-
ция ММ для модели пассажирского самолета с крылом большого удлинения и умеренной

стреловидности, выполняющего полет в крейсерском режиме при больших дозвуковых ско-
ростях. Крыло модели имеет следующие основные геометрические параметры: площадь
S = 0,146 м2, длина средней аэродинамической хорды ba = 0,128 м, размах l = 1,15 м.
Испытания проводились на установке, предназначенной для создания вынужденных коле-
баний, в диапазонах значений скорости потока в рабочей части аэродинамической трубы
V = 20 ÷ 40 м/с, угла атаки α0 = 0 ÷ 32◦ и частоты колебаний f = 1,25 ÷ 4,00 Гц
при двух значениях амплитуды колебаний Θ0 = 3,0; 9,6◦. Число Рейнольдса составляло
Re = (0,17÷ 0,34) · 106, приведенная частота — ω̄ = 0,02÷ 0,20.

На рис. 1 представлены типичные экспериментальные ЧХ для околокритического уг-
ла атаки α0 = 14◦, результаты их аппроксимации частотными характеристиками лине-
аризованной ММ и расчетные ЧХ. В таблице приведены параметры ММ, определенные
изложенным выше методом.

На рис. 2 показаны зависимости безразмерных постоянных времени от угла атаки.
Видно, что постоянные времени для нормальной силы и момента тангажа на околокрити-
ческих углах атаки значительно различаются. Безразмерная постоянная времени для ко-
эффициента нормальной силы слабо зависит от угла атаки, меняясь в диапазоне T̄ ≈ 3÷7.
Постоянная времени для момента тангажа на околокритических углах атаки существенно

возрастает, достигая значений T̄ ≈ 15÷ 30.
Результаты сравнения экспериментальных и расчетных данных представлены на

рис. 3–5. Видно, что результаты расчетов и экспериментов удовлетворительно согласу-
ются. Тем не менее следует отметить, что расчетные ЧХ значительно хуже согласуются
с экспериментальными ЧХ, чем результаты аппроксимации (см. рис. 1).

Проводилось также сравнение экспериментальных данных и результатов расчетов по

“традиционной” ММ, для которой значения комплексов производных cω̄z + c
¯̇α были по-

лучены в эксперименте при приведенной частоте колебаний ω̄ = 0,06, соответствующей
натурной частоте при малых углах атаки для данного самолета. Следует отметить, что
натурные приведенные частоты колебаний самолетов исследуемого класса при продольном

движении составляют ω̄ ≈ 0,04÷ 0,08. В этом диапазоне значений ω̄ расчеты аэродинами-
ческих характеристик для нормальной силы с использованием “традиционной”ММ также
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Рис. 1. Зависимости комплексов производных аэродинамических коэффициен-
тов нормальной силы (а, в) и момента тангажа (б, г) от приведенной частоты
колебаний при среднем околокритическом угле атаки α0 = 14◦ и амплитуде ко-
лебаний Θ0 = 3◦:
точки— экспериментальные данные; штриховые линии— результаты расчета, сплош-
ные — результаты аппроксимации

Параметры математической модели

α0, град cα
y∗ cω̄z

y + c
¯̇α
y∗ T̄y mα

z∗ mω̄z
z + m

¯̇α
z∗ T̄Mz

cy st mz st

0 6,86 2,80 6,6 −4,50 −15,0 4,20 0,29 0,066
2 6,30 5,48 5,3 −3,50 −20,4 4,90 0,46 0,030
4 6,71 7,94 2,4 −3,70 −21,0 3,70 0,63 −0,007
6 6,83 10,10 2,6 −4,50 −21,1 2,70 0,80 −0,035
8 5,46 12,40 4,5 −1,49 −26,4 3,10 0,92 −0,051
10 6,02 11,20 4,2 1,30 −28,7 3,60 0,98 −0,027
12 6,86 8,60 5,2 1,61 −27,1 11,00 1,01 −0,038
14 6,05 7,77 5,4 1,30 −25,8 15,40 0,97 −0,177
16 6,02 5,85 4,3 0,41 −23,6 9,35 1,00 −0,241
20 4,48 10,00 4,1 −4,37 −15,7 2,88 1,15 −0,332
24 4,87 7,49 5,4 −1,12 −22,2 29,70 1,32 −0,408
28 4,62 4,54 5,2 −2,18 −19,3 9,35 1,46 −0,463
32 5,21 1,50 5,4 −1,56 −21,1 9,88 1,60 −0,543
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Рис. 2. Зависимость безразмерных постоянных времени для нормальной
силы (1) и момента тангажа (2) от угла атаки
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Рис. 3. Экспериментальные и расчетные зависимости комплексов производных аэроди-
намических коэффициентов нормальной силы (а, в) и момента тангажа (б, г) от угла
атаки:
линии 1–4 — результаты расчета, точки 1–4 — экспериментальные данные; 1 — ω̄ = 0,04, 2 —
ω̄ = 0,06, 3 — ω̄ = 0,08, 4 — ω̄ = 0,16; точки 5 — результаты расчета по “традиционной” ММ
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Рис. 4. Экспериментальные и расчетные зависимости коэффициента нормальной си-
лы cy (а, б) и продольного момента mz (в, г) от угла атаки при колебаниях модели
c малой амплитудой Θ0 = 3◦ относительно средних углов атаки α0 = 4, 12◦:
а, в — ω̄ = 0,06, б, г — ω̄ = 0,16; сплошные линии — результаты расчета, выполненно-
го в настоящей работе, штриховые — результаты расчета по “традиционной” ММ, штрих-
пунктирные — экспериментальные данные для стационарных режимов обтекания; точки —
экспериментальные данные
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та нормальной силы cy (а) и про-
дольного момента mz (б) от уг-
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относительно среднего угла атаки

α0 = 10◦ (обозначения те же, что
на рис. 4)
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дают удовлетворительные результаты. Что касается коэффициента момента тангажа, то
расчеты по “традиционной” ММ при ω̄ ≈ 0,04 ÷ 0,08 даже качественно не описывают
нестационарные эффекты при околокритических углах атаки.

Заключение. Разработана методика и определены параметры математической моде-
ли аэродинамических нагрузок, включающей обыкновенное линейное дифференциальное
уравнение первого порядка, для модели типичного пассажирского самолета с крылом боль-
шого удлинения в продольном движении. Установлено, что при околокритических углах
атаки безразмерные постоянные времени для момента тангажа существенно больше, чем
для нормальной силы. Результаты проведенной верификации ММ при гармонических ко-
лебаниях по углу тангажа показали, что она с удовлетворительной точностью описывает
аэродинамические характеристики в широком диапазоне значений кинематических пара-
метров движения и является более точной по сравнению с “традиционной” ММ.
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