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На основе изучения совместного течения вязкой и микрополярной жидкостей получено
новое граничное условие для уравнений вязкой жидкости, в случае когда на границе с
твердым телом имеется тонкий слой гранулированной жидкости. Приведены примеры
применения этого условия в задачах о течении бурового раствора при наличии глини-
стой корки на стенке скважины.
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Введение. Для уравнений Навье— Стокса имеется небольшое количество граничных

условий, а именно условие прилипания или какие-либо условия проскальзывания. Пусть
v — вектор скорости, n — вектор нормали к твердой поверхности Γ, τ — касательный

единичный вектор к этой поверхности. В работе [1] введено условие проскальзывания с
трением

Γ: v · n = 0, τ · (D〈n〉+ αv) = 0,

где D — тензор скоростей деформаций. Условие прилипания v
∣∣
Γ

= 0 является предель-
ным случаем, когда коэффициент трения α →∞. В [2] сформулированы альтернативные
краевые условия

Γ: v · n = 0, ω ≡ ∂1v
2 − ∂2v

2 = 0,

где ω — завихренность, и показано, что эти условия поставлены корректно. В работе [3]
сформулировано обобщенное условие Навье, описывающее движение линии контакта двух
жидкостей на твердой границе.

Целью данной работы является вывод краевого условия для уравнений вязкой жид-
кости, контактирующей с тонким пристенным слоем гранулированной жидкости. Такая
задача возникает при моделировании течения бурового раствора в скважине в процессе

бурения, когда давление в ней больше пластового давления [4]. В этих условиях филь-
трат бурового раствора проникает в пористый нефтяной коллектор, а глинистые частицы
раствора оседают на стенке скважины, образуя глинистую корку. Важное свойство корки
состоит в том, что, являясь слабопроницаемой, она препятствует дальнейшему проникно-
вению фильтрата бурового раствора в пласт.

Изучению динамики глинистой корки и ее влияния на циркуляцию бурового раствора

посвящено большое число работ. Некоторые результаты исследований приведены в моно-
графии [5]. Актуальность данных исследований обусловлена прежде всего необходимостью
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решения проблемы устойчивости скважин: как известно, при возникновении очень боль-
ших давлений в процессе бурения скважина может разрушиться. Влияние состава бурового
раствора [6] и даже эксцентричности буровой колонны относительно оси скважины [7] на
величину давления хорошо исследовано, в то время как роль корки в циркуляции буро-
вого раствора изучена недостаточно. Интерес к процессу формирования глинистой корки
обусловлен также тем, что она оказывает существенное влияние на проникновение филь-
трата бурового раствора и тем самым на электрическое сопротивление прискважинной

зоны, измеряемое в процессе электромагнитного каротажа.
Результаты экспериментов показывают, что свойства корки аналогичны свойствам

геля. В данной работе корка рассматривается как микрополярная жидкость. Следует от-
метить, что уравнения микрополярной жидкости применяются при моделировании грану-
лированных и ферромагнитных жидкостей [8], шлама и крови [9].

Формулировка задачи. Рассматривается совместное течение ньютоновской и мик-
рополярной жидкостей между двумя коаксиальными цилиндрами с радиусами r1 и r3

(r1 < r3). Ньютоновская жидкость примыкает к внутреннему цилиндру, а микрополяр-
ная — к внешнему. Течение направлено вдоль общей оси цилиндров, т. е. вдоль оси ez.
Поверхность контакта задается уравнением r = r2 (r1 < r2 < r3).

Теория микрополярных жидкостей, основанная на понятии континуума Коссера [10],
развита в работах [11, 12]. Каждая частица пристенной микрополярной жидкости харак-
теризуется координатой x в пространстве и направлениями трех ортонормальных вектор-
директоров di, i = 1, 2, 3. Если t, ξ — лагранжевы координаты частицы, то поворот вектор-
директоров относительно их начального положения d0

i задается ортогональным тензором

Q(t, ξ), причем

di = Q · d0
i , QQ∗ = I

(I — единичный тензор; Q∗ — тензор, сопряженный с тензором Q). Скорость вращения
вектор-директоров определяется антисимметричным тензором Ω(t, ξ) = QtQ

∗, поскольку
в эйлеровых координатах t, x справедливо равенство

ḋi = Ω(t,x) · di,

где ȧ(t,x) — материальная производная векторной функции a(t,x), порожденная вектором
скорости v(t,x):

ȧk =
∂ak

∂t
+ vj

∂ak

∂xj
.

Мгновенная угловая скорость частицы ω связана с тензором Ω формулами

ω =
1

2
ek × Ω · ek = −1

2
ε : Ω, Ω · a = ω × a ∀a,

где ek — произвольный ортонормированный базис; ε — тензор Леви-Чивиты третьего

ранга:

(ε : Ω)j = εijkΩik, εijk = ei · (ej × ek).

Деформация микрополярной жидкости характеризуется двумя объективными тензо-
рами деформаций ∇v − Ω и ∇ω (∇ — производная Фреше по пространственной пере-
менной x: (∇ω)ij = ∂ωi/∂xj). Напряженное состояние определяется тензором напряжения
Коши T и тензором пар напряжений N . Особенность микрополярной жидкости состоит в
том, что тензор T не является, вообще говоря, симметричным, т. е. T ∗ 6= T .

Законы сохранения импульса, момента импульса и массы несжимаемой микрополяр-
ной жидкости имеют вид [12]

ρcv̇ = div T + ρcf ,
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ρcΘω̇ = div N + (1/2)ε : (T ∗ − T ) + ρcl,

div v = 0.

Здесь ρc, Θ, f , l — плотности массы, инерции, массовых сил и моментов соответствен-
но. Будем использовать стандартные тензорные обозначения, которые имеют следующий
смысл. Пусть ai, Pij — компоненты вектора a и тензора второго ранга P в произвольном

ортонормированном базисе ek. Тогда

(P · a)i = Pijaj , (P ∗ · a)i = Pjiaj , (div P )i =
∂Pij

∂xj
.

Выделим симметричную и антисимметричную части тензора деформаций ∇v − Ω:

D = [∇v + (∇v)∗]/2, R = [∇v − (∇v)∗]/2− Ω.

Тогда определяющие уравнения микрополярной жидкости имеют вид

T = −pI + 2µcD + κR,

N = σ · div ω · I + γ∇ω + τ(∇ω)∗,

где p — давление; µc, κ, σ, γ, τ — коэффициенты вязкости.
Ньютоновская жидкость описывается уравнениями

ρv̇ = div T + ρf , T = −pI + 2µD, div v = 0.

В случае если стационарное течение обусловлено движением внутреннего цилиндра

вдоль оси z со скоростью v0 и приложенным вдоль оси z постоянным градиентом давления:
−∇p · ez = pz, линейная и угловая скорости допускают представление

v = v(r)ez, ω = ω(r)eϕ,

где er, eϕ, ez — орты цилиндрической системы координат. В области r2 < r < r3 неиз-
вестные функции v(r) и ω(r) для микрополярной жидкости удовлетворяют уравнениям

µc + κ/2

r

d

dr

(
r

dv

dr

)
+

κ
r

d

dr
(rω) = pz,

d

dr

(γ

r

d

dr
(rω)

)
− κ

dv

dr
− 2κω = 0.

(1)

В области r1 < r < r2 скорость ньютоновской жидкости находится путем решения урав-
нения

µ

r

d

dr

(
r

dv

dr

)
= pz. (2)

Приравнивая скорости и векторы напряжений на границе раздела, получаем краевые усло-
вия

v
∣∣
r2+

= v
∣∣
r2−

,
[(

µc +
κ
2

)dv

dr
+ κω

]
r2+

= µ
dv

dr

∣∣∣
r2−

. (3)

Учитывая условие проскальзывания ω = α rot v/2 на внешней границе микрополярной
жидкости [9], имеем следующие краевые условия:(

ω +
α

2

dv

dr

)
r2+,r3−

= 0. (4)

Наконец, скорость удовлетворяет условиям прилипания на твердых границах

v(r1) = v0, v(r3) = 0. (5)



104 ПРИКЛАДНАЯ МЕХАНИКА И ТЕХНИЧЕСКАЯ ФИЗИКА. 2013. Т. 54, N-◦ 5

Для построения решения задачи (1)–(5) перейдем к безразмерным переменным (отме-
ченным знаком “∼”), выбирая в качестве характерной скорости величину V :

r = r̃r1, v = ṽV, ω =
ω̃V

r1
, v0 = ṽ0V, Ri =

ri

r1
, V0 =

v0

V
.

При этом получаем краевую задачу (здесь и далее знак “∼” над безразмерными перемен-
ными опускается)

1 6 r 6 R2:
a1

r

d

dr

(
r

dv

dr

)
= −1;

R2 6 r 6 R3:
a2

r

d

dr

(
r

dv

dr

)
+

a3

r

d

dr
(rω) = −1,

d

dr

(a4

r

d

dr
(rω)

)
− dv

dr
− 2ω = 0; (6)

v(1) = V0, v(R3) = 0, v
∣∣
R2−

= v
∣∣
R2+

, a1
dv

dr

∣∣∣
R2−

=
(
a2

dv

dr
+ a3ω

)
R2+

,(
ω +

α

2

dv

dr

)∣∣∣
R2+,R3−

= 0

(7)

с безразмерными коэффициентами

a1 =
µV

|∇p|r2
1

, a2 =
(µc + κ/2)V

|∇p|r2
1

, a3 =
κV

|∇p|r2
1

, a4 =
γ

κr2
1

.

Построение решения. В результате интегрирования первого уравнения системы (6)
имеем представление для производной v′(r)

a2
dv

dr
= −r

2
− a3ω +

C3

r
, C3 = const .

Подставляя это представление во второе уравнение системы (6), получаем следующее

уравнение для ω(r):

r2ω′′ + rω′ − ω(k2r2 + 1) + f(r) = 0, f =
r(r2 − 2C3)

2a2a4
, k2 =

4µcκr2
1

γ(2µc + κ)
. (8)

Нетрудно проверить, что функция

ω̃ =
r2 − 2C3

2k2a2a4r

является частным решением уравнения (8). Пусть ω0(r) — общее решение однородного

уравнения (8). Тогда функция u(x) = ω0(ix/k) удовлетворяет уравнению Бесселя

x2u′′ + xu′ + u(x2 − 1) = 0.

Поэтому общее решение уравнения (8) имеет вид

ω = C1J1(kr/i) + C2N1(kr/i) + ω̃(r),

где J1(x) — функция Бесселя; N1(x) — функция Неймана (второе линейно независимое
решение уравнения Бесселя); Ci — константы, определяемые из краевых условий.

Так как

J1(z) = − d

dz
J0(z), N1(z) = − d

dz
N0(z),

то для скорости микрополярной жидкости справедливо представление

a2v(r) = −
( a3

k2a2a4
+ 1

)(r2

4
− C3 ln r

)
+ a3

[ iC1

k
J0

(kr

i

)
+

iC2

k
N0

(kr

i

)]
+ C4.
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Скорость ньютоновской жидкости определяется формулой

a1v = −r2/4 + B1 ln r + B2 (9)

с неизвестными константами Bj .
Шесть констант интегрирования Ck, Bj находятся из шести краевых условий (7). Для

вычисления этих констант запишем решение уравнений микрополярной жидкости в виде

v(r) = C1v1(r) + C2v2(r) + C3v3(r) + v4(r) + C4/a2,

ω(r) = C1ω1(r) + C2ω2(r) + C3ω3(r) + ω4(r).

Выражение для скорости ньютоновской жидкости можно представить в виде

v(r) = B1u1(r) + u2(r) + B2/a1,

где

v1 =
a3i

a2k
J0

(kr

i

)
, v2 =

a3i

a2k
N0

(kr

i

)
, v3 =

(
1 +

a3

k2a2a4

) ln r

a2
,

v4 = −
(
1 +

a3

k2a2a4

) r2

4a2
, ω1 = J1

(kr

i

)
, ω2 = N1

(kr

i

)
,

ω3 = − 1

k2a2a4r
, ω4 =

r

2k2a2a4
, u1 =

ln r

a1
, u2 = − r2

4a1
.

В терминах этих функций краевые условия (7) имеют вид

B1u1(R2) + B2/a1 + u2(R2) = C1v1(R2) + C2v2(R2) + C3v3(R2) + C4/a2 + v4(R2),

C3 = B1, C1ω1(R2) + C2ω2(R2)− ηC3ω3(R2)− ηω4(R2) = 0, (10)

C1ω1(R3) + C2ω2(R3)− ηC3ω3(R3)− ηω4(R3) = 0, B2 = a1V0 + 1/4,

C4/a2 = −C1v1(R3)− C2v2(R3)− C3v3(R3)− v4(R3),

где

η =
αa2k

2a4

2a2 − a3α
− 1.

Введем обозначение f
∣∣i
j

= f(Ri)− f(Rj). Решая систему (10), находим

B1 = −V0 + u2|21 + v4|32 − ηB11

u1|21 + v3|32 + ηB12
,

C1 = η
(ω4/ω2)|23 + B1(ω3/ω2)|23

(ω1/ω2)|23
, C2 = η

(ω4/ω1)|23 + B1(ω3/ω1)|23
(ω2/ω1)|23

,

где

B11 =
(ω4/ω2)|23v1|23

(ω1/ω2)|23
+

(ω4/ω1)|23v2|23
(ω2/ω1)|23

, B12 =
(ω3/ω2)|23v1|32

(ω1/ω2)|23
+

(ω3/ω1)|23v2|32
(ω2/ω1)|23

.

Условие проскальзывания. Вычислим главную часть скорости на границе раздела
жидкостей, считая, что толщина слоя микрополярной жидкости мала. При фиксированном
значении R3 функция v(r) задается формулой (9), в которой ее зависимость от перемен-
ных R2 и R3 указана явно. Поэтому справедливо равенство

v(R2) = v(R3) +
∂v

∂R2
(R2)(R2 −R3) + o(R2 −R3).
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При найденных значениях констант Bk и R2 = R3 справедливо равенство v = 0, поэтому
формулу (9) можно записать в виде

v(R2) = V0 +
1−R2

2

4a1
+

a(R2)

b(R2)

ln R2

a1
,

где

a = −V0 + ηB11 +
R2

2 − 1

4a1
−

( a3

k2a2a4
+ 1

)R2
2 −R2

3

4a2
,

b = ηB12 +
ln R2

a1
−

( a3

k2a2a4
+ 1

) ln (R3/R2)

a2
.

Нетрудно проверить равенства

lim
R2→R3

B11

R2 −R3
=

∂B11

∂R2

∣∣∣
R2=R3

=
v′1(ω4/ω2)

′

(ω1/ω2)′
+

v′2(ω4/ω1)
′

(ω2/ω1)′

∣∣∣
r=R3

= − ra3

2k2a2
2a4

∣∣∣
r=R3

,

lim
R2→R3

B12

R2 −R3
=

∂B12

∂R2

∣∣∣
R2=R3

=
v′1(ω3/ω2)

′

(ω1/ω2)′
+

v′2(ω3/ω1)
′

(ω2/ω1)′

∣∣∣
r=R3

= − a3

rk2a2
2a4

∣∣∣
r=R3

.

Введем обозначение h = R2 − R3 и рассмотрим B1 как функцию h. Разложим B1 в ряд

Тейлора в точке h = 0:

B1(h) = B1(0) + B′
1(0)h + o(h2). (11)

Из определения константы B1 следует, что

B1(0) =
R2

2 − 4a1V0 − 1

4 ln R2
. (12)

Подставляя (11), (12) в (9), получаем

v(R2) = B′
1(0)h

ln R2

a1
+ o(h).

Вычисляя B′
1(0), находим

B′
1(0) = −a2

1ξ
V0 + (R2

2 ln R2 − (R2
2 − 1)/2)/(2a1)

R2 ln2 R2

, ξ ≡ 1

a2
+ (η + 1)

a3

k2a2
2a4

.

Таким образом, с точностью до члена o(h) получаем условие проскальзывания

v(R2) = −a1ξ
V0 + (R2

2 ln R2 − (R2
2 − 1)/2)/(2a1)

R2 ln R2
h, h = R2 −R3.

В размерных переменных для скорости проскальзывания имеем формулу

vs =
(
v0

2µF1(r2/r1)

r1[2µc + (1− α)κ]
− pz

r1F2(r2/r1)

2µc + (1− α)κ

)
θ, θ = r3 − r2, (13)

где

F1(η) =
1

η ln η
, F2(η) =

η2 ln η2 − η2 + 1

η ln η
.

Полученную формулу можно использовать вместо условия прилипания, если на границе
имеется слой микрополярной жидкости.
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Аналогично устанавливается, что в случае горизонтального течения слоя вязкой жид-
кости высотойH над слоем микрополярной жидкости высотой θ скорость проскальзывания
определяется формулой

vs = θ(β1v0 − β2pz), (14)

где

β1 =
2µ

[2µc + (1− α)κ]H
, β2 =

H

2µc + (1− α)κ
,

v0 имеет смысл скорости “крышки”, прилипшей к слою вязкой жидкости. Формулу (14)
можно также получить из (13) путем предельного перехода r1 → ∞, когда r3 − r2 = h и
r2 − r1 = H.

Применение условия проскальзывания в задаче о бурении скважин. Пусть
задан расход вязкой жидкости между цилиндрами

Q =

∫
r1<r<r2

v dx dy = 2π

r2∫
r1

vr dr

в случае, когда внутренний цилиндр радиусом r1 покоится, т. е. v0 = 0, а на внешнем
цилиндре радиусом r2 выполнено краевое условие проскальзывания. Поле скорости опре-
деляется формулой

v =
pzr

2

4µ
+ d1 ln

r

r1
+ d2, d1 = −vs − pz(r

2
2 − r2

1)/(4µ)

ln(r2/r1)
, d2 = −pzr

2
1

4µ
,

поэтому

Q = −pz
πr4

1F3(η)

µ
+ vsπr2

1F4(η), η =
r2

r1
.

Здесь неотрицательные при η > 1 функции F3(η) и F4(η) заданы формулами

F3(η) =
(η2 ln η2 − η2 + 1)(η2 − 1)

4 ln η2
+

η2 − 1

4
− η4 − 1

8
, F4(η) =

η2 ln η2 − η2 + 1

ln η2
.

Учитывая условие проскальзывания (13), получаем следующее представление для безраз-
мерного расхода:

µQ

πr4
1|pz|

= F3(η) + θ
µF2(η)F4(η)

r1[2µc + (1− α)κ]
, η =

r2

r1
. (15)

При θ = 0 формула (15) соответствует условию прилипания. В задачах о бурении скважин
при наличии глинистой корки толщиной θ использование условия проскальзывания приво-
дит к более существенному росту расхода с увеличением осевого градиента давления, чем
в случае использования условия прилипания, которое обычно принимается в расчетах [13].

В инженерных расчетах формулы типа (15) применяются для вычисления давления в
скважине при заданном расходе бурового раствора. Пусть p, p0 — давления, соответству-
ющие одному и тому же расходу на одной и той же глубине, но вычисленные с использо-
ванием условия проскальзывания и условия прилипания соответственно. При r1 = 5 см,
r2 = 10 см, θ = 0,5 см, µ/[2µc + (1− α)κ] = 0,1 получаем p/p0 = 0,95, т. е. различие значе-
ний p и p0 составляет 5 %. Если µ/[2µc + (1 − α)κ] = 0,01, то p/p0 = 0,99, т. е. различие
составляет 1 %. Таким образом, даже если глинистая корка характеризуется большими
вязкостями, различие давлений на больших глубинах может быть существенным. В за-
висимости от свойств породы применяются различные буровые растворы, поэтому при
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разных глубинах скважины и давлениях соответствующие глинистые корки могут иметь

различные вязкости, которые необходимо оценить для более точного прогнозирования дав-
ления в скважине при бурении.

Закон проскальзывания применяется также в нестационарных задачах при выводе

уравнения роста глинистой корки

∂θ

∂t
= Λq − Vw, (16)

которое используется при гидродинамическом анализе прискважинной зоны в процессе бу-
рения [14]. В (16) q — объемный расход жидкости в пласте; Vw — интенсивность смыва;
Λ — безразмерный коэффициент скорости роста глинистой корки. Оценки показывают,
что Λ ∼ 10−3 [15]. В случае если интенсивность смыва пропорциональна абсолютной ве-
личине скорости проскальзывания: Vw = λwvs, получаем формулу

∂θ

∂t
= Λq − λwτsθ

µc + (1− α)κ/2
, τs ≡

|pz|r1F2(η)

2
, η =

r2

r1
. (17)

Константа τs имеет смысл напряжения сдвига на стенке корки; λw — безразмерный ко-
эффициент смыва, определяемый в экспериментах. Ранее закон роста глинистой корки
исследовался для случая, когда она считалась не деформируемой вдоль оси течения, а в
формуле (16) интенсивность полагалась постоянной и пропорциональной некоторому на-
пряжению сдвига τ0 на корке: Vw ∼ τ0 [5]. Область применимости формулы (16) с условием
Vw ∼ τ0 = const ограничена малыми временами, поскольку с увеличением времени, когда
фильтрация в пласт практически прекращается, решение уравнения (16) принимает от-
рицательные значения. Формула (17) лишена этого недостатка: если в некоторый момент
времени утечка в пласт прекращается, т. е. q = 0, то толщина корки убывает экспонен-
циально, оставаясь всегда положительной.

Заключение. Для уравнений вязкой жидкости сформулированы новые краевые усло-
вия проскальзывания для случая, когда на границе с твердым телом имеется тонкий слой
гранулированной жидкости. В задачах о бурении скважин роль такого слоя играет гли-
нистая корка, возникающая на стенке скважины при фильтрации бурового раствора в

пласт. Математической моделью указанного слоя является модель микрополярной жидко-
сти, что позволяет рассматривать совместное течение вязкой и микрополярной жидкостей
между двумя соосными цилиндрами. При этом вязкая жидкость примыкает к внутрен-
нему цилиндру, а микрополярная — к внешнему. В предположении, что толщина слоя
микрополярной жидкости мала, получено представление для скорости на границе разде-
ла жидкостей, линейно зависящее от толщины слоя микрополярной жидкости. Из этого
представления следует закон проскальзывания. Определено влияние условия проскальзы-
вания на зависимость между расходом и градиентом давления. Кроме того, на основе
условия проскальзывания предложен новый закон нарастания глинистой корки на стенке

скважины. В отличие от известных уравнений динамики корки сформулированный закон
применим и при больших временах.
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