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Развит подход к аналитическому исследованию стационарного осесимметричного кави-
тационного обтекания тел потенциальным потоком идеальной несжимаемой жидкости.
Построено приближенное аналитическое решение задачи Рябушинского для кавитато-
ра в форме диска. Показано, что результаты расчета всех интегральных и локальных
характеристик течения по предложенным аппроксимационным формулам в широком
диапазоне значений числа кавитации незначительно отличаются от результатов чис-
ленного решения задачи в точной нелинейной постановке.
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Существенные трудности, возникающие при аналитическом и численном исследова-
нии решений осесимметричных задач со свободными поверхностями, обусловлены прежде
всего тем, что часть границы области течения неизвестна и определяется в процессе ре-
шения. В то же время задачу кавитационного обтекания тел при малых значениях числа
кавитации, которым соответствуют каверны большого удлинения, можно отнести к числу
некорректных задач. При незначительном изменении краевого условия постоянства вели-
чины скорости вдоль искомой границы каверны ее параметры существенно меняются.
Например, при числах кавитации σ = 0,02; 0,04 длины каверн за диском различаются

более чем в два раза, в то время как различие соответствующих величин скоростей вдоль
границ каверн не превышает 1 %. Некорректность данной задачи обусловливает особые
требования к точности выполнения краевого условия на искомой границе каверны.

Использование предложенного в работах автора [1–3] эффективного алгоритма числен-
ного решения плоских и осесимметричных задач кавитационного обтекания тел позволяет

получить решение задачи с контролируемой точностью в широком диапазоне значений

числа кавитации, включающем его малые значения.
Анализ результатов численных решений осесимметричной задачи кавитационного об-

текания различных тел позволил обнаружить чрезвычайно интересное неизвестное ранее

свойство кавитационных течений. Если осесимметричному течению в меридиональной

плоскости поставить в соответствие плоское течение, так чтобы совпали длины каверн Lk

и максимальные величины ∆Rk, на которые координаты границ каверн превышают коор-
динаты точек отрыва (см. рисунок), то различие форм этих каверн будет незначительным
[4, 5]. В этом случае эквивалентное число кавитации в плоской задаче определяется из
условия задания параметра

δ = Lk/(2 ∆Rk).
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Схема соответствия кавитационных течений за вертикальной пластиной длиной

R = R2 и диском радиусом R = R3

Таким образом, использование предложенного в [4, 5] принципа соответствия плоских
и осесимметричных кавитационных течений позволяет получить в аналитическом виде

приближенное решение задачи о форме осесимметричной каверны, выраженное через со-
ответствующее точное решение плоской задачи.

Рассмотрим осесимметричную задачу кавитационного обтекания диска по схеме Рябу-
шинского. Основной характеристикой кавитационного течения является число кавитации

σ =
2(P∞ − P0)

ρV 2
∞

=
V 2

0

V 2
∞
− 1

(P∞, V∞, P0, V0 — величины давления и скорости в невозмущенном потоке и вдоль гра-
ницы каверны соответственно; ρ — плотность жидкости). Искомыми характеристиками
являются распределение скорости вдоль кавитатора, а следовательно, и его коэффициент
сопротивления, форма образующей каверны, вдоль которой предполагается выполненным
условие постоянства величины давления P = P0, а значит, и величины скорости V = V0.

Задача нахождения интегральных характеристик кавитационного обтекания, являю-
щихся функциями числа кавитации, имеет важное прикладное значение.

Приближенная формула для максимального радиуса Rk осесимметричной каверны за

кавитатором произвольной формы с радиусом R в плоскости схода каверны имеет следую-
щий вид:

Rk

R
=

√
Cx(σ)

k(σ)σ
. (1)

Коэффициент сопротивления диска определим приближенной формулой

Cx(σ) = 0,8272(1 + σ)(1 + 0,035σ − 0,0035σ2), (2)

различие результатов расчетов по которой с результатами расчетов [1–3] не превышает
0,08 % в диапазоне 0 6 σ 6 3.

Входящую в формулу (1) функцию k(σ), практически не зависящую от формы кави-
татора, аппроксимируем следующим образом:

k(σ) = 0,000 077 2ν4(σ)− 0,001 510 3ν3(σ) + 0,009 355ν2(σ)− 0,009ν(σ) + 0,891 11. (3)

Здесь ν(σ) = ln (1/σ).
В диапазоне малых значений числа кавитации 0,001 6 σ 6 0,1 формула для удлинения

каверны за диском, аппроксимирующая результаты численных расчетов задачи в точной
постановке, построена с учетом асимптотического поведения решения при σ → 0:

λ = 1,075
√

ν(σ)/σ + 0,0654ν(σ) + 1,465σ − 0,4612. (4)
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Та бли ц а 1
Относительные погрешности формул (1)–(5)

σ3 Cx, % k, % Lk/(2R), % Rk/R, % λ, %

0,001 −0,020 0,0003 −0,001 −0,01 0,130
0,005 0,040 −0,04 −0,004 0,04 0,070
0,010 0,020 −0,02 0,009 0,02 −0,002
0,050 −0,010 0,06 0,004 −0,002 −0,060
0,100 −0,050 0,02 −0,001 −0,04 0,070
0,200 −0,080 −0,08 0,001 −0,10 0,004
0,300 −0,090 −0,12 0,060 −0,10 −0,090
0,400 −0,080 −0,13 0,060 −0,08 0,030
0,500 −0,070 −0,12 0,030 −0,05 −0,050
1,000 0,003 0,01 −0,080 0,03 −0,020
1,500 0,020 0,09 0,006 0,02 −0,020
2,000 0,010 0,07 0,100 −0,01 −0,001
2,500 0,002 −0,02 0,040 −0,001 −0,010
3,000 0,030 −0,16 −0,260 0,03 0,010

Результаты вычисления удлинения каверны по данной формуле практически совпадают

с результатами численного решения задачи. Например, при σ = 0,001; 0,005; 0,010 отно-
сительные погрешности равны −0,000 60, −0,006 00 и 0,000 03 % соответственно.

В диапазоне 0,001 6 σ 6 0,01 относительные погрешности результатов вычислений
по асимптотическим формулам для удлинения каверны Гарабедяна [6], Якимова [7] и Се-
ребрякова [8]

λ2 =
ν(σ)

σ
, λ2 =

ν(σ) + ln ν(σ)

σ
, λ2 =

ν(σ) + ln ν(σ)− 1

σ

составляют 6,4÷ 7,0; 5÷ 8 и 0,9÷ 1,2 % соответственно.
При 0,001 6 σ < 0,1 длина каверны находится с использованием аппроксимационных

формул (1)–(4).
Для определения длины каверны в диапазоне 0,1 6 σ 6 3,0 предлагается аппроксима-

ционная формула

Lk

2R
=

√
Cx

σ

(
− 0,0117ν3(σ) + 0,040 77ν2(σ) + 0,3579ν(σ) + 0,7637

)
. (5)

Различия результатов вычислений по предложенным аппроксимационным формулам

(1)–(5) и результатов численного решения задачи Рябушинского для диска представлены
в табл. 1.

Рассмотрим задачу о форме образующей каверны за диском. Параметрические урав-
нения границы каверны за вертикальной пластиной (в системе координат с началом в ее
точке схода), полученные из точного решения плоской задачи, имеют вид

x̄(s) ≡ x(s)

∆Rk
= (1− c2)

s∫
0

sin2(s/2)

(1 + 2c cos s + c2)3/2
ds, c =

1

1 + σ2
,

ȳ(s) ≡ y(s)

∆Rk
=

1− c2

2c

( 1√
1 + 2c cos s + c2

− 1

1 + c

)
, 0 6 s 6 π.

(6)

Согласно принципу соответствия плоских и осесимметричных течений [4, 5] форма
образующей каверны Рябушинского за диском описывается уравнениями (6), в которых
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эквивалентное число кавитации для плоской задачи σ = σ2 является корнем уравнения

δ − (1− c2)

π∫
0

sin2(s/2)

(1 + 2c cos s + c2)3/2
ds = 0, (7)

следующего из условия равенства величин δ для плоского и осесимметричного течений.
При изменении параметра δ в диапазоне 6 6 δ 6 200 решение уравнения (7) с погреш-

ностью менее 0,02 % можно представить в аналитическом виде:

σ2 =
2,0008δ2 + 0,784δ − 0,508

δ2(δ − π/2)
.

Минимальное значение δmin = π/2 соответствует предельному течению при σ = σ2 = ∞
(c = 0), когда пластина имеет бесконечную длину. Это решение является предельным
и в случае осесимметричного течения при σ = σ3 = ∞. При этом профили плоской и
осесимметричных образующих каверн совпадают и согласно (6) при c → 0 описываются
следующими уравнениями:

x(s)

∆Rk
=

s− sin s

2
,

y(s)

∆Rk
=

1− cos s

2
, 0 6 s 6 π.

С уменьшением числа кавитации различие профилей плоских и осесимметричных

каверн, полученных на основе принципа соответствия, возрастает. Например, если при
σ3 = 1 погрешность незначительна (не превышает 0,02 %), то при σ3 = 0,01 максимальная
погрешность составляет уже приблизительно 3 %. Эту погрешность можно существенно
уменьшить, используя базу данных численных расчетов.

Пусть зависимость x = x(s), как и выше, задается формулой (6). Зависимость y = y(s)
для формы образующей осесимметричной каверны будем искать в виде

ȳ3(s) ≡
y3(s)

∆Rk
= ȳ2(s)

[
ȳ2(s) + (1− ȳ2(s))(A(σ)ȳ2(s) + B(σ))

]
.

Входящие в это выражение функции A(σ) и B(σ) определяются путем аппроксимации
методом наименьших квадратов результатов численных расчетов осесимметричной задачи

в точной нелинейной постановке. Отметим, что случай A(σ) = 0, B(σ) = 1 удовлетворяет
принципу соответствия. Аппроксимирующие зависимости имеют вид

A(σ) = −0,0024ν2(σ) + 0,0034ν(σ)− 0,0007,

B(σ) = 0,0015ν2(σ) + 0,008ν(σ) + 0,9987.

При использовании такого подхода для нахождения формы образующей осесимметричной

каверны получаются результаты, близкие к точным результатам. Например, при σ3 = 0,01
погрешность аппроксимации профиля осесимметричной каверны профилем (6) плоской
каверны, составлявшая согласно принципу соответствия 3 %, уменьшилась в 30 раз.

Построим приближенное решение задачи о форме осесимметричной каверны за дис-
ком, которое имеет более простой вид даже по сравнению с соответствующим аналитичес-
ким решением плоской задачи Рябушинского.

Уравнение формы образующей каверны за диском представляется в следующем пара-
метрическом виде:

2x(s)

Lk
= s− sin sπ

π
,

y(s)

∆Rk
= s2(3− 2s− (1− s)2(a0 + a1s + a2s

2)), 0 6 s 6 1. (8)
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Коэффициенты аппроксимации определены методом наименьших квадратов на основе ре-
зультатов численного решения задачи в точной постановке:

a0 = 0,0162ν3(σ)− 0,2087ν2(σ) + 0,0841ν(σ) + 0,3949,

a1 = −0,0116ν3(σ) + 0,4085ν2(σ)− 0,8481ν(σ)− 0,9243,

a2 = −0,0055ν3(σ)− 0,2098ν2(σ) + 0,7206ν(σ)− 0,0865.

В диапазоне 0,01 6 σ3 6 0,5 максимальное различие результатов вычислений по данным
формулам и результатов численного решения задачи в точной нелинейной постановке [4, 5]
не превышает 0,06 %. Представление решения в виде (8) соответствует поведению точного
решения в точке отрыва (s = 0) — обращению в бесконечность кривизны образующей

каверны.
Построим решение задачи о форме каверны на начальном ее участке при σ = 0. В этом

случае в диапазоне 0 6 x̄ 6 2 (x̄ = x/R) форма начального участка каверны описывается
уравнением

ȳ(x) ≡ y(x)/R = 0,0194(x/R)2 − 0,1069(x/R)4/3 + 0,7637(x/R)2/3,

коэффициенты которого получены на основе аппроксимации результатов численного реше-
ния. Структура данной формулы соответствует поведению точного решения в окрестности
точки отрыва, и максимальная погрешность расчетов с использованием данной формулы
не превышает 0,04 %.

Использование базы численных данных позволяет получить приближенные формулы

для объема каверны и присоединенной массы диска.
Аппроксимационную формулу для объема Q каверны Рябушинского за диском пред-

ставим в следующем виде:

Q̄ =
Q

πR2Lk
=

Cx

3σ(0,3306− 0,0424ν(σ)− 0,0035ν2(σ))
. (9)

С использованием точной зависимости П. Гарабедяна [6]

M

Q
= σ − Cx

3Q̄
,

связывающей коэффициент сопротивления Cx, число кавитации σ, объем каверны Q и

присоединенную массу M для кавитаторов в форме конуса, из аппроксимационной фор-
мулы (9) для объема каверны за диском можно получить приближенную формулу для

коэффициента присоединенной массы диска λ1 = M/Q в виде

λ1 = σ(0,0035ν2(σ)− 0,0424ν(σ) + 0,6694).

Найдем приближенное решение задачи о распределении скорости V = V (y) вдоль
прямолинейной образующей кавитатора в случаях плоского (ε = 0) и осесимметричного
(ε = 1) течений Рябушинского.

Из известного точного решения задачи кавитационного обтекания вертикальной пла-
стины по схеме Кирхгофа (σ2 = 0) получим распределение скорости V̄ = V/V0 вдоль

пластины как функцию переменной ȳ = y/R в следующем параметрическом виде:

ȳ(u) =
4

4 + π

(
arctg u +

u(3 + u2)

(1 + u2)2

)
, V̄0(u) = u, 0 6 u 6 1. (10)

Ниже будем использовать только безразмерные величины, опуская в обозначениях черту
над ними.
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На основе решения (10) построим явную приближенную зависимость скорости от вер-
тикальной координаты

V0(y) = u[1− (1− u)f(u)]. (11)

Здесь

u = 1−
√

1− y, f(u) = 0,7666u4 − 0,752u3 + 0,3215u2 + 0,4357u + 0,1123.

Для произвольного числа кавитации функцию V = V (y) представим в следующем виде:

V (y) =
√

1 + σ V0(y)[1 + (1− V0(y))G(ε, σ)]. (12)

Входящую в данное представление функцию G(ε, σ) выразим через число кавитации. Под-
ставляя представление (12) для функции V (y) в выражение для коэффициента сопротив-
ления

Cx(ε, σ) = 1 + σ − (1 + ε)

1∫
0

V 2(y)yε dy,

получаем квадратное уравнение относительно искомой функции G(ε, σ)

J3(ε)G
2(ε, σ) + 2J2(ε)G(ε, σ) + H(ε, σ) = 0, (13)

где

H(ε, σ) =
Cx(ε, σ)− 1− σ

(1 + ε)(1 + σ)
+ J1(ε), J1(ε) =

1∫
0

V 2
0 (y)yε dy,

J2(ε) =

1∫
0

V 2
0 (y)(1− V0(y))yε dy, J3(ε) =

1∫
0

V 2
0 (y)(1− V 2

0 (y))yε dy.

С учетом выражения (11) для функции V0(y) в результате вычисления соответствующих
интегралов находим

J1(0) = 0,1202, J1(1) = 0,097 35, J2(0) = 0,056 51, J2(1) = 0,041 83,

J3(0) = 0,031 23, J3(1) = 0,021 26.

Из соотношения (13) следует представление искомой функции

G(ε, σ) =
(
− J2(ε) +

√
J2

2 (ε)−H(ε, σ)J3(ε)
)
/J3(ε).

Коэффициент сопротивления Cx(ε, σ), входящий в выражение для функции H(ε, σ), опре-
деляется по аппроксимационным формулам. В диапазоне 0 6 σ2 6 3 в случае вертикальной
пластины (ε = 0) предлагается аппроксимационная формула

Cx(0, σ) ≡ Cx(σ2) =
2π

4 + π

[
1 + σ2(1 + 0,0178σ2 − 0,0017σ2

2)
]
,

максимальная относительная погрешность результатов вычислений по которой не пре-
вышает 0,02 %. В случае диска (ε = 1) коэффициент сопротивления Cx(1, σ) ≡ Cx(σ3)
вычисляется по формуле (2).
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Та бли ц а 2
Распределение скорости вдоль кавитатора

y

Пластина

(σ2 = 0,01)
Диск

(σ3 = 0,01)
Пластина

(σ2 = 0,3)
Диск

(σ3 = 0,3)

Vex Vapp Vnum Vapp Vex Vapp Vnum Vapp

0,7393 0,402 0,402 0,369 0,369 0,453 0,453 0,406 0,404
0,9584 0,703 0,703 0,673 0,674 0,796 0,796 0,752 0,753
0,9967 0,905 0,905 0,894 0,892 1,025 1,025 1,006 1,007
1,0000 1,005 1,005 1,005 1,005 1,140 1,140 1,140 1,140

Сравнение результатов вычислений распределения скорости вдоль образующих кави-
татора в форме вертикальной пластины и диска по предложенному методу с результатами

численных расчетов (табл. 2) показывает, что предложенный приближенный метод явля-
ется достаточно точным.
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