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Исследуется течение жидкости Кэссона, вызванное некоаксиальным вращением диска
и вращением на бесконечности окружающей жидкости. Уравнение в частных производ-
ных приводится к безразмерной форме. С использованием преобразования Лапласа полу-
чено точное решение нелинейной краевой задачи. Вычислены сдвиговые напряжения на
поверхности диска и определено установившееся распределение напряжений. Получены
зависимости скоростей первичного и вторичного течений от безразмерных параметров
задачи.
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Введение. Получение точных решений задач газогидродинамики очень важно, по-
скольку они используются для тестирования численных методов, а также широко исполь-
зуемых пакетов программ, таких как Mathematica, Maple, Matlab и др. После опубликова-
ния работы [1], в которой исследовалась задача о влиянии вращения Земли на океанические
течения, были предложены различные методы построения точных решений таких задач.
Обзор работ, в которых получены точные решения двумерных уравнений Навье — Сток-
са, приведен в [2]. Некоторые новые подходы к построению точных решений трехмерных
уравнений переноса предложены в работе [3]. В работе [4] получен новый класс точных
решений уравнений Эйлера. В [5] предложен новый метод построения точных решений
трехмерных уравнений Эйлера и Навье — Стокса. В работе [6] найдено аналитическое
решение задачи Бенарда — Марангони об установившейся осесимметричной конвекции в

вязкой несжимаемой жидкости. В ряде работ построены аналитические точные или при-
ближенные решения задач о течении вязкой жидкости, вызванном вращением диска или
цилиндра. Решения таких задач имеют большое прикладное значение. Имеется также
небольшое количество исследований течения, вызванного некоаксиальным вращением дис-
ка и окружающей жидкости. В работе [7] с учетом теплового излучения решена задача о
течении жидкости Кэссона и теплопереносе вблизи растягивающейся по экспоненциально-
му закону пористой поверхности. В [8] исследовалось течение, вызванное некоаксиальным

c© Рафик Ш., Наваз М., Мустахсан М., 2018



32 ПРИКЛАДНАЯ МЕХАНИКА И ТЕХНИЧЕСКАЯ ФИЗИКА. 2018. Т. 59, N-◦ 4

вращением диска и вращением на бесконечности окружающей жидкости при условии, что
скорости их вращения различны. В [9] изучено течение вязкой жидкости, вызванное неко-
аксиальным вращением диска и вращением на бесконечности окружающей жидкости, а
также получено аналитическое решение в безразмерных переменных.

В [10] найдено точное решение задачи о течении жидкости, вызванном некоаксиаль-
ным вращением пористого диска и вращением на бесконечности окружающей жидкости.
В работе [11] рассмотрена задача о неустановившемся течении жидкости, обусловленном
некоаксиальным вращением пористого диска и вращением на бесконечности окружающей

жидкости. В [12] решена задача о течении, вызванном эксцентрическим вращением двух
дисков, и исследовано влияние пористости среды на течение. В [13] изучалось влияние
магнитного поля на течение жидкости Олдройда между двумя эксцентрически вращаю-
щимися дисками. B [14] исследовалось течение вязкой жидкости, вызванное вращением
диска и вращением на бесконечности окружающей жидкости, погруженной в пористую
среду. В [15] изучалось течение магнитогидродинамической неньютоновской жидкости,
обусловленное некоаксиальным вращением диска и вращением на бесконечности окружа-
ющей жидкости. В [16] исследовалось влияние эффекта Холла на неустановившееся те-
чение, вызванное некоаксиальным вращением жидкости на бесконечности. Теплоперенос
в магнитогидродинамическом неустановившемся потоке, обусловленном эксцентрическим
вращением диска и жидкости на бесконечности, изучался в работе [17]. В [18] получено
точное решение задачи о неустановившемся течении, вызванном некоаксиальным враще-
нием диска и вращением жидкости на бесконечности. Аналогичная задача для случая
пористого диска решалась в работе [19].

В данной работе проводится исследование течения жидкости Кэссона, вызванного
некоаксиальным вращением диска и вращением жидкости на бесконечности, обобщающее
результаты [19].

1. Постановка задачи. Тензор напряжений для несжимаемой жидкости Кэссона
(неньютоновской жидкости) определяется следующим образом [7]:

τ = −pI + (1 + β−1)A1.

Здесь p — давление; I — единичный тензор; A1 — первый тензор Ривлина — Эриксона;
β — параметр жидкости Кэссона. Рассматривается жидкость Кэссона, заполняющая по-
лупространство z > 0 и ограниченная бесконечным пористым диском, расположенным в
плоскости z = 0. Оси вращения диска и жидкости расположены в плоскости x = 0. Рас-
стояние между осями вращения равно l. Первоначально (при t = 0) диск и жидкость на
бесконечности вращаются вокруг оси z с одной и той же постоянной скоростью. При t > 0
диск внезапно начинает вращаться вокруг оси, расположенной на расстоянии l от оси z,
с постоянной скоростью Ω, а жидкость на бесконечности продолжает вращаться вокруг
оси z с той же угловой скоростью, что и диск.

2. Математическая формулировка задачи. Поле скоростей задается формулой

V = [−Ωy + f(z, t), Ωx + g(z, t), −w0]. (1)

Такое поле скоростей в случае некоаксиального вращения диска рассматривалось в рабо-
тах [11, 14, 16, 18, 19].

Исследуемое течение жидкости Кэссона описывается уравнениями

∇ · V = 0,

ρ
(dV

dt
+ 2Ω× V + Ω× (Ω× r)

)
= −∇p + µ

(
1 +

1

β

)
∇2V − µ

K
V .

(2)
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Подставляя выражение для скорости (1) в уравнения (2), получаем

∂f

∂t
− w0

∂f

∂z
− Ωg = −1

ρ

∂p

∂x
+ Ω2x +

µΩ

ρK
y + ν

(
1 +

1

β

)∂2f

∂z2
− µ

ρK
f,

∂g

∂t
− w0

∂g

∂z
+ Ωf = −1

ρ

∂p

∂y
+ Ω2y − µΩ

ρK
x + ν

(
1 +

1

β

) ∂2g

∂z2
− µ

ρK
g.

Начальные и граничные условия записываются в виде

u = −Ω(y − l), v = Ωx, w = −w0 при t = 0, z > 0,

u = −Ωy, v = Ωx, w = −w0 при z = 0, t > 0,

u = −Ω(y − l), v = Ωx, w = −w0 при z →∞ ∀t.
Здесь u, v, w — компоненты вектора скорости в направлениях осей x, y, z соответственно;
значения w0 > 0 соответствуют отсосу, w0 < 0 — вдуву; ρ — плотность жидкости; µ —
динамическая вязкость жидкости; ν — кинематическая вязкость; p — давление; K —
проницаемость среды.

Исключая давление из второго уравнения (2) [11, 14, 16, 18, 19], получаем

∂f

∂t
− w0

∂f

∂z
− Ωg = ν

(
1 +

1

β

)∂2f

∂z2
− µ

ρK
f(Ωl − f),

∂g

∂t
− w0

∂g

∂z
− Ω(Ωl − f) = ν

(
1 +

1

β

) ∂2g

∂z2
− µ

ρK
g;

(3)

f(z, 0) = Ωl, g(z, 0) = 0 при z > 0,

f(0, t) = 0, g(0, t) = 0 при t > 0,

f(∞, t) = Ωl, g(∞, t) = 0 ∀t.
Вводя безразмерные переменные

η =

√
Ω

2ν
z, τ = Ωt, S =

w0

2
√

Ων
, σ =

KΩ

ν
,

уравнения (3) можно записать в виде

∂F

∂τ
−
√

2 S
∂F

∂η
=

1

2

(
1 +

1

β

) ∂2F

∂η2
−

( 1

σ
+ i

)
F = 0,

F (η, 0) = 0, F (0, τ) = −1, F (∞, τ) = 0,

(4)

где

F = (f + ig)/(Ωl)− 1.

Применяя преобразование Лапласа к краевой задаче (4), получаем

1

2

(
1 +

1

β

) d2F̄

dη2
+
√

2 S
dF̄

dη
−

( 1

σ
+ i + p

)
F̄ = 0,

F̄ (0, p) = −1/p, F̄ (∞, p) = 0,
(5)

где p — параметр преобразования Лапласа. Решение краевой задачи (5) записывается
в виде

F̄ (η, p) = −1

p
exp

[
−

( √
2 S

1 + 1/β
+

√
ap + b η

)]
, (6)

где

a = 2/(1 + 1/β), b = 2(S2 + 1/σ + i)/(1 + 1/β)2.
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Применяя обратное преобразование к уравнению (6), получаем

f + ig

Ωl
= 1− 1

2
exp

(
−

√
2 S

1 + 1/β
η
)
×

×
[
e(α1+iβ1)η erfc

(η

2

√
2

(1 + 1/β)τ
+ (α1 + iβ1)

√(
1 +

1

β

) τ

2

)
+

+ e−(α1+iβ1)η erfc
(η

2

√
2

(1 + 1/β)τ
− (α1 + iβ1)

√(
1 +

1

β

) τ

2

)]
, (7)

где

α1 =
((S2 + 1/σ)(1 + 1/β)2 +

√
(S2 + 1/σ)2(1 + 1/β)4 + 1

(1 + 1/β)4

)1/2
,

β1 =
(
−

(S2 + 1/σ)(1 + 1/β)2 +
√

(S2 + 1/σ)2(1 + 1/β)4 + 1

(1 + 1/β)4

)1/2
.

(8)

При β → ∞ краевая задача (4) сводится к задаче, рассмотренной в [19]. Следует
отметить также, что при β →∞ формулы (7), (8) переходят в формулы, представляющие
собой решение задачи в случае ньютоновской жидкости:

f + ig

Ωl
= 1− 1

2
e−
√

2 Sη
[
e(α1+iβ1)η erfc

(η

2

√
2

τ
+ (α1 + iβ1)

√
τ

2

)
+

+ e−(α1+iβ1)η erfc
(η

2

√
2

τ
− (α1 + iβ1)

√
τ

2

)]
, (9)

α1 =
((

S2 +
1

σ

)
+

√(
S2 +

1

σ

)2
+ 1

)1/2
, β1 =

(
−

(
S2 +

1

σ

)
−

√(
S2 +

1

σ

)2
+ 1

)1/2
.

Таким образом, решение, полученное в работе [19], является частным случаем ре-

шения, полученного в данной работе. Следует отметить, что параметр S = w0/(2
√

Ων )
описывает как случай отсоса, так и случай вдува. Из неравенства S > 0 следует, что
w0 > 0. Этот случай соответствует отсосу жидкости. Неравенство S < 0 выполняется
только при w0 < 0. Этот случай соответствует вдуву жидкости в поток. Если поры в

диске отсутствуют, то w0 = 0 и, следовательно, S = 0. При S = 0 формулы (9) переходят
в формулы, описывающие решение для случая непроницаемого диска:

f + ig

Ωl
= 1− 1

2

[
e(α1+iβ1)η erfc

(η

2

√
2

τ
+ (α1 + iβ1)

√
τ

2

)
+

+ e−(α1+iβ1)η erfc
(η

2

√
2

τ
− (α1 + iβ1)

√
τ

2

)]
. (10)

Здесь

α1 =
( 1

σ
+

√
1

σ2
+ 1

)1/2
, β1 =

(
− 1

σ
−

√
1

σ2
+ 1

)1/2
,

σ = KΩ/ν — параметр пористости среды. Значения K → ∞ соответствуют случаю

отсутствия пористой среды. При K →∞ σ →∞. При σ →∞ и β →∞ решение (7), (8)
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сводится к решению, полученному в работе [10]. Полагая в формуле (10) τ →∞, получаем
решение для случая установившегося течения

f + ig

Ωl
= 1− exp

[
−

( √
2 S

1 + 1/β
+ α1 + iβ1

)
η
]
.

3. Результаты исследования и их обсуждение. Исследуем зависимость полу-
ченного решения задачи от различных безразмерных параметров. Напряжения сдвига на
поверхности диска (η = 0) и напряжения в установившемся течении (τ → ∞) определя-
ются по формуле

τSx + iτSy =
S√

2 (1 + 1/β)

[
erfc

(
−

(α1 + iβ1)
√

(1 + 1/β)τ√
2

)
+

+ erfc
((α1 + iβ1)

√
(1 + 1/β)τ√
2

)]
+

+
1

2

[
2 e−(α1+iβ1)2/2

(
1 +

1

β

)2
√

2

πτ(1 + 1/β)
−

− (−α1 − iβ1) erfc
(
−

(α1 + iβ1)
√

(1 + 1/β)τ√
2

)
−

− (α1 + iβ1) erfc
((α1 + iβ1)

√
(1 + 1/β)τ√
2

)]
.

На рис. 1 приведена зависимость безразмерной скорости первичного течения f/(Ωl)
от параметра η при различных значениях параметра S. При S > 0 (в случае отсоса) ско-
рость первичного течения больше, чем в случае S = 0 (в случае непроницаемого диска), а
при S < 0 (в случае вдува) — меньше. На рис. 2 представлена зависимость безразмерной
скорости вторичного течения g/(Ωl) от параметра η при различных значениях парамет-
ра S. При S > 0 (в случае отсоса) скорость вторичного течения меньше, чем в случае
S = 0 (в случае непроницаемого диска), а при S < 0 (в случае вдува) — больше. Такое
соотношение скоростей первичного и вторичного течений следует из закона сохранения

массы.
На рис. 3 приведена зависимость безразмерной скорости первичного течения от ко-

ординаты η в различные моменты времени τ . С увеличением времени τ безразмерная
скорость первичного течения уменьшается. Это означает, что в неустановившемся пото-
ке скорость первичного течения больше, чем в установившемся. Безразмерная скорость
вторичного течения увеличивается с увеличением времени τ (рис. 4). На рис. 5, 6 пред-
ставлены зависимости скоростей первичного и вторичного течений от параметра η при
различных значениях параметра β. Видно, что с увеличением параметра β скорости пер-
вичного и вторичного течений увеличиваются. На рис. 7, 8 приведены зависимости ско-
ростей первичного и вторичного течений от параметра η при различных значениях пара-
метра пористости σ.

Заключение. Аналитически исследовано течение жидкости Кэссона (неньютонов-
ской жидкости), вызванное вращением пористого диска и окружающей жидкости. На
основе полученного аналитического решения исследовано влияние на течение отсоса и

вдува жидкости в поток, а также влияние параметра жидкости Кэссона на скорость тече-
ния. Показано, что скорость ньютоновской жидкости больше скорости жидкости Кэссона.
Установлено, что полученные ранее решения являются частными случаями решения, най-
денного в данной работе. В результате исследования влияния на течение параметра пори-
стости среды обнаружено, что с увеличением параметра пористости скорость вторичного
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Рис. 1 Рис. 2

Рис. 1. Зависимость скорости первичного течения от параметра η при τ = 0,2,
β = 0,4, σ = 0,2 и различных значениях параметра S:
1 — S = −0,8, 2 — S = −0,4, 3 — S = 0, 4 — S = 0,4, 5 — S = 0,8

Рис. 2. Зависимость скорости вторичного течения от параметра η при τ = 0,9,
β = 0,6, σ = 0,8 и различных значениях параметра S:
1 — S = −0,3, 2 — S = −0,1, 3 — S = 0, 4 — S = 0,1, 5 — S = 0,3
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Рис. 3 Рис. 4

Рис. 3. Зависимость скорости первичного течения от параметра η при S = 0,5,
β = 0,4, σ = 0,5 и различных значениях безразмерного времени τ :
1 — τ = 0,1, 2 — τ = 0,2, 3 — τ = 0,3, 4 — τ = 0,4, 5 — τ = 0,5

Рис. 4. Зависимость скорости вторичного течения от параметра η при S = 1,0,
β = 0,7, σ = 0,2 и различных значениях безразмерного времени τ :
1 — τ = 0,1, 2 — τ = 0,3, 3 — τ = 0,5, 4 — τ = 0,7, 5 — τ = 0,9
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Рис. 5. Зависимость скорости первичного течения от параметра η при τ = 5,
S = 1, σ = 0,5 и различных значениях параметра β:
1 — β = 1, 2 — β = 2, 3 — β = 3, 4 — β = ∞

Рис. 6. Зависимость скорости вторичного течения от параметра η при τ = 0,3,
S = 0,1, σ = 0,2 и различных значениях параметра β:
1 — β = 0,15, 2 — β = 0,20, 3 — β = 0,25, 4 — β = 0,30
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Рис. 7. Зависимость скорости первичного течения от параметра η при τ = 5,
S = 1, β = 0,5 и различных значениях параметра σ:
1 — σ = 0,10, 2 — σ = 0,15, 3 — σ = 0,20, 4 — σ = 0,50

Рис. 8. Зависимость скорости вторичного течения от параметра η при τ = 0,3,
S = 0,1, β = 0,2 и различных значениях параметра σ:
1 — σ = 0,10, 2 — σ = 0,15, 3 — σ = 0,20, 4 — σ = 0,50
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течения уменьшается, а скорость первичного течения увеличивается. Вдув и отсос оказы-
вают противоположное влияние на течение. В случае вдува скорость вторичного течения
для пористого диска больше скорости вторичного течения для непроницаемого диска.
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