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УПРУГИЙ АНИЗОТРОПНЫЙ МАТЕРИАЛ

С ЧИСТО ПРОДОЛЬНЫМИ И ПОПЕРЕЧНЫМИ ВОЛНАМИ

Н. И. Остросаблин

Институт гидродинамики им. М. А. Лаврентьева СО РАН, 630090 Новосибирск

Получен простейший вид матрицы модулей упругости анизотропного материала, про-
водящего чисто продольные и поперечные волны при любом направлении волновой нор-
мали. Дано представление общего решения уравнений в смещениях через три функции,
удовлетворяющие независимым волновым уравнениям. В случае плоской деформации
из него получается комплексное представление, совпадающее с формулой Колосова —
Мусхелишвили для изотропного материала. Приведенные в работе формулы определя-
ют также анизотропный материал с модулем Юнга, одинаковым для всех направлений,
как в изотропной среде.

Ключевые слова: анизотропия, продольные и поперечные волны, модули упругости,
общее решение.

Явные формулы для анизотропных материалов, проводящих чисто продольные и по-
перечные волны при любом направлении волновой нормали, получены в [1, 2], позднее
существование подобных сред отмечено в [3–5].

Тензор четвертого ранга модулей упругости Aijkl = Ajikl = Aklij допускает разло-
жение на постоянную (изотропную) часть и части, содержащие два девиатора и нонор и
соответствующие неприводимым линейным представлениям ортогональной группы пре-
образований системы координат x1, x2, x3 [6–9]. В [7, 9] приведено следующее разложение:

Aijkl = H(δijδkl + 2δijkl)/3 + 2h(δijδkl − δijkl)/3 +

+ (Hijδkl +Hklδij +Hikδlj +Hljδik +Hilδjk +Hjkδil)/6 +

+(hijδkl + hklδij)/3− (hikδlj + hljδik + hilδjk + hjkδil)/6 +Nijkl, (1)

где δijkl = (δikδlj + δilδjk)/2; δij = 1 при i = j, δij = 0 при i 6= j. Сумма слагаемых с H, Hij ,
Nijkl есть симметричная часть A(ijkl) = (Aijkl + Aiklj + Ailjk)/3, а сумма слагаемых с h,
hij — несимметричная часть Aijkl−A(ijkl) = (2Aijkl−Aiklj−Ailjk)/3. Тензор Nijkl = N(ijkl)
является нонором, а Hij = H(ij), hij = h(ij) — девиаторами, т. е. Niikl = 0, Hii = 0, hii = 0.
По повторяющимся индексам проводится суммирование, индексы в круглых скобках озна-
чают симметрическую функцию. Все части разложения (1) взаимно ортогональны.

Если Aijkl заданы, то все величины в правой части (1) однозначно определяются, и об-
ратно: по формуле (1) можно задавать Aijkl через две постоянные H, h, пять независимых
компонент Hij , пять независимых компонент hij , девять независимых компонент нонора
Nijkl [7, 9]. Постоянный тензор в (1) записывается в традиционном виде

H(δijδkl + 2δijkl)/3 + 2h(δijδkl − δijkl)/3 = λδijδkl + 2µδijkl,
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где

λ = (H + 2h)/3 = (2Aiikk − Aikki)/15, h = λ− µ,

2µ = 2(H − h)/3 = (3Aikki − Aiikk)/15, H = λ+ 2µ.

Константы λ, µ соответствуют постоянным Ламе для изотропного материала.
Используя формулы перехода от двух индексов к одному

h11 = h1, h22 = h2, h33 = h3,
√

2h23 =
√

2h32 = h4,
√

2h13 =
√

2h31 = h5,
√

2h12 =
√

2h21 = h6,

запишем разложение (1) в виде суммы матриц

Aij =
H

3


3
1 3 sym
1 1 3
0 0 0 2
0 0 0 0 2
0 0 0 0 0 2

 +
2h

3


0
1 0 sym
1 1 0
0 0 0 −1
0 0 0 0 −1
0 0 0 0 0 −1

 +

+
1

6



6H1

−H3 6H2 sym
−H2 −H1 6H3

H4 3H4 3H4 −2H1

3H5 H5 3H5

√
2H6 −2H2

3H6 3H6 H6

√
2H5

√
2H4 −2H3

 +

+
1

3



0
−h3 0 sym
−h2 −h1 0
h4 0 0 h1

0 h5 0 −h6/
√

2 h2

0 0 h6 −h5/
√

2 −h4/
√

2 h3

 +

+



N11

N21 N22 sym
N31 N32 N33

N41 N42 N43 2N32

N51 N52 N53

√
2N63 2N31

N61 N62 N63

√
2N52

√
2N41 2N21

 , (2)

причем H1 +H2 +H3 = 0, h1 + h2 + h3 = 0 и

N11 +N21 +N31 = 0, N41 +N42 +N43 = 0,

N21 +N22 +N32 = 0, N51 +N52 +N53 = 0,

N31 +N32 +N33 = 0, N61 +N62 +N63 = 0.

Уравнения теории упругости при произвольной анизотропии без учета объемных сил

в декартовых прямоугольных координатах x1, x2, x3 имеют вид [1, 2]

Lijuj = 0, Lij = Lji = Ai(kl)j∂kl − ρδij∂44, (3)
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где uj — вектор смещения; Ai(kl)j = (Aiklj+Ailkj)/2; ρ— постоянная плотность материала;
∂k — производная по координате xk; ∂4 — производная по времени x4 = t.

Если для операторов (3) находятся с постоянными коэффициентами дифференциаль-
ные операторы T , D = diag (D1, D2, D3) такие, что LT = TD, |T | 6= 0, то общее решение
уравнений (3) имеет вид [1, 2]

u = Tφ, Dφ = f, Tf = 0. (4)

В [1, 2] получена матрица модулей упругости вида (см. также [10])

Aij =



A11

A11 − A66 A11 sym
A11 − A55 A11 − A44 A11

A41 0 0 A44

0 A52 0 −A63/
√

2 A55

0 0 A63 −A52/
√

2 −A41/
√

2 A66

 , (5)

где

A41 = −2
√

2bc2c3, A44 = 2(a− bc21),

A52 = −2
√

2bc1c3, A55 = 2(a− bc22),

A63 = −2
√

2bc1c2, A66 = 2(a− bc23),

а операторы T , D при этом следующие:

T = [∂j , εjmncm∂n, cj∂kk − cm∂mj ]; (6)

D1 = A11∂kk − ρ∂44, D2 = [(a− bcmcm)δkl + bckcl]∂kl − ρ∂44, D3 = a∂kk − ρ∂44. (7)

Здесь εjmn — символы Леви-Чивиты; A11, a, b, c1, c2, c3 — произвольные параметры такие,
что матрица (5) положительно определенная; cj — ненулевой вектор.

При замене ∂k на nk и ∂44 на |v|2 = vivi (vi = |v|ni) из (7) находим фазовые скорости,
соответствующие волновой нормали nk:

ρ|v|21 = A11nknk = A11, ρ|v|23 = anknk = a,
(8)

ρ|v|22 = [(a− bcmcm)δkl + bckcl]nknl = a− bcmcm + bckclnknl.

Из (6) следует, что формулы (5)–(8) определяют среду с чисто продольными и чисто по-
перечными волнами [11] при любом направлении волновой нормали nk. В экспериментах с
продольными волнами материал, соответствующий матрице (5), неотличим от изотроп-
ного [3–5].

Используя разложение (1), найдем условия, при которых в материале возможно рас-
пространение чисто продольных волн. Из (1) получаем

Aijkl∂jkl = (λ+ 2µ)∂ikk + (Hik∂kll +Hkl∂ikl)/2 +Nijkl∂jkl =

= ∂i[(λ+ 2µ)∂kk +Hkl∂kl/2] + (Hijδkl/2 +Nijkl)∂jkl.

Отсюда следует, что для существования чисто продольной волны должно быть выполнено
условие

(Hijδkl/2 +Nijkl)∂jkl = ∂iBkl∂kl = δijBkl∂jkl,

или

(Hijδkl/2 +Nijkl − δijBkl)∂jkl = 0, (9)
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где Bkl = B(kl) — неопределенные пока величины. Соотношение (9) будет выполнено, если

Nijkl = δi(jBkl) −Hi(jδkl)/2 =

= [δijBkl + δikBlj + δilBjk − (Hijδkl +Hikδlj +Hilδjk)/2]/3. (10)

Учитывая свойства девиатора и нонора, из (10) получаем

Niikl = (5Bkl −Hkl)/3 = 0, Bkl = Hkl/5,

Nijkl = [(δijHkl+δikHlj +δilHjk)/5−(Hijδkl+Hikδlj +Hilδjk)/2]/3, Nijkk = −7Hij/10 = 0.

Отсюда следует, что в анизотропном материале возможно распространение чисто про-
дольных волн при любом направлении волновой нормали nk, если в (1) Hij = 0, Nijkl = 0.

Девиатор hij не влияет на продольную волну. Так как hij — девиатор и (1), (2) —
инвариантное разложение, то можно считать, что система координат главная для hij , т. е.
h4 = h5 = h6 = 0, и (2) принимает форму

Aij =


λ+ 2µ
λ− h3/3 λ+ 2µ sym
λ− h2/3 λ− h1/3 λ+ 2µ

0 0 0 2µ+ h1/3
0 0 0 0 2µ+ h2/3
0 0 0 0 0 2µ+ h3/3

 , (11)

h1 + h2 + h3 = 0.

Выражение (11) есть простейший вид матрицы модулей упругости материала, в кото-
ром возможно распространение чисто продольных волн при любом направлении волновой

нормали nk.
Сравнивая (2), (5), (11), для матрицы (5) находим

λ = A11 − 2(a− bcscs/3), 2µ = 2(a− bcscs/3);

hij = 2b(cscsδij − 3cicj). (12)

Из (12) следует, что cj есть собственный вектор девиатора hij , а его собственные значения
h1 = h2 = 2bcscs, h3 = −4bcscs. Этот вектор можно считать единичным (cscs = 1), и в
главных осях cj = δj3.

Матрица (5) принимает вид

Aij =


A11

A11 − 2(a− b) A11 sym
A11 − 2a A11 − 2a A11

0 0 0 2a
0 0 0 0 2a
0 0 0 0 0 2(a− b)

 =

=


A11

A21 A11 sym
A31 A31 A11

0 0 0 A11 − A31

0 0 0 0 A11 − A31

0 0 0 0 0 A11 − A21

 , (13)

где 2a = A11 − A31; 2b = A21 − A31. Очевидно, что матрица (13) соответствует частному
случаю трансверсально-изотропного материала [11, 12]. Собственные модули упругости
µi > 0 и ортогональные собственные состояния tip, tiptiq = δpq для (13) следующие [12]:
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µ1,2 = (2A11 + A21 ±
√
A2

21 + 8A2
31 )/2 =

= [3A11 − 2(a− b)±
√

(A11 − 2(a− b))2 + 8(A11 − 2a)2 ]/2, (14)

µ3 = µ6 = A11 − A21 = 2(a− b), µ4 = µ5 = A11 − A31 = 2a;

tip =


cosα/

√
2 − sinα/

√
2 1/

√
2 0 0 0

cosα/
√

2 − sinα/
√

2 −1/
√

2 0 0 0
sinα cosα 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

 ,

tg 2α = 2
√

2A31/A21 = 2
√

2(A11 − 2a)/(A11 − 2(a− b)).

Выражения для матрицы Aij и обратной матрицы коэффициентов податливости aij = A−1
ij

через собственные модули и состояния имеют вид

Aij = µ1ti1tj1 + µ2ti2tj2 + µ3(ti3tj3 + ti6tj6) + µ4(ti4tj4 + ti5tj5),

aij = ti1tj1/µ1 + ti2tj2/µ2 + (ti3tj3 + ti6tj6)/µ3 + (ti4tj4 + ti5tj5)/µ4.

Для положительной определенности матрицы (13) необходимо и достаточно положи-
тельности собственных модулей: µ2 > 0, µ3 > 0, µ4 > 0. Отсюда с учетом (14) получаем
неравенства, обеспечивающие положительную определенность матрицы (13):

g1 = 2(A31/A11)
2 − 1 < A21/A11 < 1, −1 < A31/A11 < 1; (15)

g2 = (a/A11)(4a/A11 − 3) < b/A11 < a/A11, 0 < a/A11 < 1. (16)

Области допустимых значений параметров (15) и (16) показаны на рис. 1, 2 соответствен-
но. Изотропному материалу соответствуют линии A21 = A31 (рис. 1) и b = 0 (рис. 2).

A21/A11

A21/A11=g1

A 21
=A

31

A31/A110,5

0,5

1,0

1,0

_0,5

_0,5

_1,0

_1,0

b/A11

a/A11

0,50

_0,50

1,00

1,00,80,60,40,2
0

0,75

0,25

_0,25

b/A11=g2

b=
a

Рис. 1 Рис. 2
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Обратную матрицу aij для (13) можно получить непосредственно (без использования
собственных модулей и состояний):

aij =


(A2

11 − A2
31)/A

−(A11A21 − A2
31)/A a11 sym

−A31(A11 − A21)/A a31 (A2
11 − A2

21)/A
0 0 0 (A11 − A31)

−1

0 0 0 0 a44

0 0 0 0 0 (A11 − A21)
−1

 , (17)

A = (A11 − A21)[A11(A11 + A21)− 2A2
31] > 0.

Матрица (17), очевидно, соответствует трансверсально-изотропному материалу, но струк-
тура матрицы не совпадает с (13).

Для материала (13) матрицы (3), (6) принимают вид

L =

 L11 L21 L31

L21 L22 L32

L31 L32 L33

 ,
L11 = (λ+ 2µ)∂11 + (µ− 2b/3)∂22 + (µ+ b/3)∂33 − ρ∂44,

L21 = (λ+ µ+ 2b/3)∂21, L22 = (µ− 2b/3)∂11 + (λ+ 2µ)∂22 + (µ+ b/3)∂33 − ρ∂44,

L31 = (λ+ µ− b/3)∂31, L32 = (λ+ µ− b/3)∂32, (18)

L33 = (µ+ b/3)(∂11 + ∂22) + (λ+ 2µ)∂33 − ρ∂44,

T =

 ∂1 −∂2 −∂13

∂2 ∂1 −∂23

∂3 0 ∂11 + ∂22

 ,
где

A11 = λ+ 2µ, a− b = µ− 2b/3, a = µ+ b/3,
(19)

A11 − (a− b) = λ+ µ+ 2b/3, A11 − a = λ+ µ− b/3.

Для операторов (18) имеет место соотношение LT = TD, где D = diag (D1, D2, D3) опре-
деляется формулами (7).

Фазовые скорости (8) с учетом (19) равны:

ρ|v|21 = λ+ 2µ, ρ|v|22 = µ− 2b/3 + bn2
3, ρ|v|23 = µ+ b/3.

Отсюда следует, что две скорости не зависят от направления волновой нормали nk, а одна
зависит от компоненты n3. Экстремальные значения скорости ρ|v|22 есть a− b = µ− 2b/3
и a = µ+ b/3. Если b 6 0, то 0 < a 6 ρ|v|22 6 a− b < A11. Если b > 0, то 0 < a− b 6 ρ|v|22 6
a < A11. Условия положительной определенности (15), (16), выраженные через параметры
λ, µ, b, имеют вид

g3 =
2

9

b

µ
− 1 +

1

2b/µ+ 3
<
λ

µ
, −3

2
<
b

µ
<

3

2
. (20)

Областью допустимых значений параметров (20) является множество всех точек, лежа-
щих выше кривой λ/µ = g3 на рис. 3. Постоянная λ может быть отрицательной. Для
изотропного материала b = 0 и −2/3 < λ/µ.

С учетом (7), (18), (19) запишем общее решение (4) уравнений (3):

u1 = ∂1φ1 − ∂2φ2 − ∂13φ3, u2 = ∂2φ1 + ∂1φ2 − ∂23φ3, u3 = ∂3φ1 + (∂11 + ∂22)φ3; (21)
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0,5

0,5

1,51,0

1,0

1,5

2,0

2,5

_0,5

_0,5

_1,0_1,5

l/m

l/m=g3

b/m

Рис. 3

[(λ+ 2µ)∂kk − ρ∂44]φ1 = f1,

[(µ− 2b/3)∂kk + b∂33 − ρ∂44]φ2 = f2, [(µ+ b/3)∂kk − ρ∂44]φ3 = f3;
(22)

∂1f1 − ∂2f2 − ∂13f3 = 0, ∂2f1 + ∂1f2 − ∂23f3 = 0, ∂3f1 + (∂11 + ∂22)f3 = 0. (23)

В свою очередь общее решение системы (23) можно представить в виде

f1 = (∂11+∂22)(∂1ψ1+∂2ψ2)+∂3ψ3, f2 = ∂kk(−∂2ψ1+∂1ψ2), f3 = −∂3(∂1ψ1+∂2ψ2)+ψ3,

∂kk(∂11 + ∂22)ψ1 = 0, ∂kk(∂11 + ∂22)ψ2 = 0, ∂kkψ3 = 0.

Частный случай решения (21), (22) для изотропного материала без учета функций f1, f2,
f3 приведен в [13].

Рассмотрим случай плоской деформации, для которой u3 = 0, ∂3 = 0. Тогда вместо
(18), (21)–(23) получим

L =

[
(λ+ 2µ)∂11 + (µ− 2b/3)∂22 − ρ∂44 (λ+ µ+ 2b/3)∂12

(λ+ µ+ 2b/3)∂21 (µ− 2b/3)∂11 + (λ+ 2µ)∂22 − ρ∂44

]
,

T =

[
∂1 −∂2

∂2 ∂1

]
, LT = TD;

u1 = ∂1φ1 − ∂2φ2, u2 = ∂2φ1 + ∂1φ2,

[(λ+ 2µ)(∂11 + ∂22)− ρ∂44]φ1 = f1, [(µ− 2b/3)(∂11 + ∂22)− ρ∂44]φ2 = f2, (24)

∂1f1 − ∂2f2 = 0, ∂2f1 + ∂1f2 = 0.

Известны формулы [14]

∂z = (1/2)(∂1 − i∂2), ∂z̄ = (1/2)(∂1 + i∂2), z = x1 + ix2, i =
√
−1. (25)

Последние два уравнения (24) есть условия Коши — Римана для аналитической функции

ϕ′1(z) = f1 + if2 (здесь штрих обозначает производную по z):

∂z̄ϕ
′
1(z) = (1/2)(∂1 + i∂2)(f1 + if2) = (1/2)(∂1f1 − ∂2f2) + (i/2)(∂2f1 + ∂1f2) = 0.

С учетом (25) формулы (24) записываются в виде

u1 + iu2 = 2∂z̄(φ1 + iφ2); (26)
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2[(λ+ 2µ)(∂11 + ∂22)− ρ∂44]φ1 = ϕ′1(z) + ϕ′1(z),

2i[(µ− 2b/3)(∂11 + ∂22)− ρ∂44]φ2 = ϕ′1(z)− ϕ′1(z).

Для статики ∂4 = 0, и так как ∂11 + ∂22 = 4∂z∂z̄, то

2(λ+ 2µ)4∂z∂z̄φ1 = ϕ′1(z) + ϕ′1(z), 2i(µ− 2b/3)4∂z∂z̄φ2 = ϕ′1(z)− ϕ′1(z).

Из последних соотношений получаем

2(φ1 + iφ2) = [z̄ϕ1(z) + zϕ1(z) + ψ1(z) + ψ1(z)]/[4(λ+ 2µ)] +

+ [z̄ϕ1(z)− zϕ1(z) + ψ2(z)− ψ2(z)]/[4(µ− 2b/3)].

Здесь ψ1(z), ψ2(z) — новые аналитические функции, возникшие при интегрировании. От-
сюда по формуле (26) находим

u1 + iu2 = 2∂z̄(φ1 + iφ2) =
λ+ 3µ− 2b/3

4(λ+ 2µ)(µ− 2b/3)
ϕ1(z)−

− λ+ µ+ 2b/3

4(λ+ 2µ)(µ− 2b/3)
zϕ′1(z) +

1

4(λ+ 2µ)
ψ′

1(z)−
1

4(µ− 2b/3)
ψ′

2(z). (27)

Обозначим

λ+ µ+ 2b/3

4(λ+ 2µ)(µ− 2b/3)
ϕ1(z) = ϕ(z),

1

4(λ+ 2µ)
ψ′

1(z)−
1

4(µ− 2b/3)
ψ′

2(z) = −ψ(z),

тогда (27) примет вид

u1 + iu2 = æϕ(z)− zϕ′(z)− ψ(z), (28)

где

æ =
3A11 − A21

A11 + A21
=

A11 + a− b

A11 − (a− b)
=

3(λ+ 3µ)− 2b

3(λ+ µ) + 2b
.

Выражение (28) соответствует формуле Колосова — Мусхелишвили [14] и при b = 0
является представлением смещений для изотропного материала, при этом æ = (λ+3µ)/(λ+
µ) = 3−4ν (ν — коэффициент Пуассона). Таким образом, для трансверсально-изотропного
материала, отвечающего матрице (13), при плоской деформации имеет место представле-
ние (28) смещений через аналитические функции, поэтому все методы функций комплекс-
ного переменного, развитые для изотропного материала [14], применимы и в данном слу-
чае. Однако при рассмотрении краевых задач можно также непосредственно использовать
решение (24), а в пространственных задачах — общее представление (21)–(23).

Существуют реальные упругие среды, близкие к материалу с матрицей модулей упру-
гости (13); например, для некоторых керамик [15] параметр α [13] примерно равен единице:

α =
A44/2 + A31

A11 − A44/2
=
A33 − A44/2

A44/2 + A31
≈ 1.

Отметим также, что если матрица aij коэффициентов податливости анизотропного

материала имеет структуру вида (5), (11), (13), то модуль Юнга 1/En = ninjaijklnknl

в направлении ni не зависит от ni и одинаков для всех направлений: 1/En = a11, как в
изотропном материале (см. также [4]).
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