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Представлены результаты численных исследований осесимметричных потоков в коак-
сиальном плазменном ускорителе при наличии продольного магнитного поля. Расчеты
выполнены в рамках двумерной двухжидкостной магнитогидродинамической модели с
учетом эффекта Холла и тензора проводимости среды. Проведенные численные экспе-
рименты подтвердили основные закономерности плазмодинамических процессов, выяв-
ленные ранее на основе аналитической и одножидкостной моделей, а также позволили
исследовать особенности течений плазмы в окрестности электродов.
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Введение. В коаксиальных плазменных ускорителях [1] с азимутальным магнитным
полем Hϕ ускорение плазмы осуществляется за счет силы Ампера. Явление кризиса то-
ка [1, 2] препятствует достижению больших скоростей в ускорителях с непроницаемыми
электродами. Данное явление обусловлено негативным воздействием эффекта Холла, при-
водящим к недостатку плазмы в окрестности анода. В ускорителе появляются колебания
большой амплитуды. Наиболее сильное влияние это явление оказывает на вольт-амперные
характеристики, соответствующие постоянному расходу вещества. Если разрядный ток
в системе больше некоторого критического значения, то напряжение на разряде начинает
резко расти и система препятствует прохождению токов большей величины. Преодоле-
ние кризиса тока возможно в двухступенчатых системах типа квазистационарного плаз-
менного ускорителя (КСПУ) [1–3]. Первая ступень КСПУ состоит из нескольких малых

коаксиальных плазменных ускорителей, в которых осуществляются ионизация и предва-
рительное ускорение плазмы. Вторая ступень представляет собой большой коаксиальный
плазменный ускоритель, подсоединенный к независимой электрической цепи. В экспери-
ментальных исследованиях КСПУ отмечалась высокая степень устойчивости и азимуталь-
ной симметризации потоков (см., например, [4, 5]). Достигнутые значения параметров
(концентрация частиц n > 1020 м−3, скорость плазмы V ≈ 104 ÷ 106 м/с) свидетель-
ствуют о перспективности использования данных ускорителей не только при разработке

новых технологий, но и в космической технике в качестве электрореактивных плазмен-
ных двигателей, а также в других областях. В современных КСПУ реализуется режим

ионного токопереноса с проницаемыми электродами. В этом режиме электроды представ-
ляют собой эквипотенциальные поверхности и должны быть проницаемыми для плазмы.
Самосогласованное протекание плазмы через электроды обусловлено эффектом Холла.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных исследований (код
проекта 06-02-16707).
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В случае пренебрежения этим эффектом (Ve = Vi) реализуется режим непроницаемых
сплошных эквипотенциальных электродов, который в физической практике (Ve 6= Vi) яв-
ляется вырожденным. Аналитические и численные исследования процессов в ускорителях
для достаточно плотной плазмы проведены на основе магнитогидродинамических (МГД)
моделей в отсутствие продольного поля (см., например, [6–8]).

Введение в плазменный ускоритель дополнительного продольного магнитного поля

позволяет сформировать своеобразный дополнительный канал для управления динамиче-
скими процессами в ускорителе и других устройствах, принцип действия которых осно-
ван на использовании азимутальной компоненты магнитного поля. Продольное магнитное
поле обусловливает вращение плазмы вокруг оси системы. Наличие дополнительного про-
дольного поля позволяет исследовать динамику потоков плазмы во всем многообразии

процессов. На практике введение в систему продольного поля предусматривает разработ-
ку модифицированных плазменных ускорителей в дополнение к существующим КСПУ со

сложной громоздкой системой анодных трансформеров. Теоретические исследования дву-
мерных осесимметричных стационарных потоков идеально проводящей двухкомпонентной

плазмы при наличии продольного поля [9] проведены в приближении “плавного канала” [1].
Эти исследования позволили выявить и проанализировать важнейшие свойства течений

плазмы в присутствии продольного магнитного поля. В соответствии с иерархией чис-
ленных моделей на первом этапе предполагается исследование динамики плазмы в рамках

одножидкостной МГД-модели. С помощью такой модели, представленной в работах [10, 11],
изучены свойства течений плазмы при наличии продольного поля с учетом конечной про-
водимости среды. В работе [11] получены также оценки эффективности процесса ускорения
вращающейся плазмы в присутствии магнитного поля.

Верификация любой численной модели основана на сопоставлении ее с аналитиче-
ской моделью, а также предполагает сравнение результатов, полученных в расчетах с ис-
пользованием различных численных моделей. В данной работе предложена более полная
двухжидкостная численная МГД-модель, предназначенная, в частности, для детального
изучения процессов, протекающих вблизи электродов.

Модифицированные МГД-уравнения. В работе [12] представлены двухжидкост-
ная численная модель двумерных течений и результаты первых численных экспериментов

в коаксиальных каналах плазменных ускорителей при наличии продольного поля. В основе
модели лежат МГД-уравнения с учетом эффекта Холла (Ve 6= Vi), тензора проводимости
среды и зависимости коэффициентов переноса в магнитном поле от параметра ωeτe (ωe —
циклотронная частота вращения электронов; τe — время между столкновениями электро-
нов с ионами) [13]. Данная модель описывает режим ионного токопереноса, при котором
плазма поступает в канал, например сквозь прозрачный стержневой анод. При этом в со-
ответствии с аналитической моделью на анодной эквипотенциальной поверхности заданы

некоторые функции, в частности плотность ρ(z) и азимутальная скорость Vϕ(z), что поз-
воляет провести сравнение аналитического и численного решений. Однако в рамках такой
постановки задачи невозможно исследовать динамику плазмы при различных параметрах

задачи включая продольное поле.
В данной работе рассматривается двумерная двухжидкостная численная модель, ко-

торая позволяет изучить динамику плазмы в ускорителе с ионным токопереносом в слу-
чае самосогласованной подачи плазмы через электроды при различных значениях про-
дольного поля и параметров плазмы на входе в канал. В отсутствие продольного поля

модель с самосогласованной подачей плазмы в режиме ионного токопереноса использова-
лась ранее при исследовании процессов в канале ускорителя с традиционной азимутальной

компонентой магнитного поля Hϕ [14]. В присутствии дополнительного продольного поля
(Hϕ � Hz � Hr) в процессе самосогласованного втекания предполагается также, что на
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эквипотенциальных электродах (Eτ = 0, Eϕ = 0) отсутствуют скачки и разрывы вели-
чин. (Здесь Eϕ — азимутальная составляющая напряженности электрического поля; Eτ —
тангенциальная составляющая в плоскости (z, r).)

Следуя работе [13], будем считать плазму квазинейтральной (ni = ne = n) и пренебре-
гать инерцией электронов (me � mi). В рассматриваемом диапазоне параметров задачи
стандартные оценки передачи тепла и характерного времени обмена энергией между ком-
понентами показывают, что Ti ' Te = T . Далее ограничимся исследованием динамики
водородной плазмы (Z = 1, m = mi = mp), часто используемой в экспериментах.

В результате несложных преобразований исходных уравнений переноса с учетом урав-
нения индукции магнитного поля и сделанных выше предположений получаем следующую

систему уравнений [12]:
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=

∂
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+ (V ,∇),

P = Pi + Pe = 2(cp − cv)ρT, ε = 2cvT, k/m = cp − cv = cv(γ − 1),

где V = Vi; P — суммарное давление; ρ = mn — плотность тяжелых частиц; j —
электрический ток; q — тепловой поток; коэффициенты переноса в магнитном поле зависят
от параметра ωeτe; ωe = eH/(mec); τe = 3

√
me (kT )3/2/(4

√
2π λe4Z2n); λ — кулоновский

логарифм.
Сила трения между компонентами среды R = Rj + RT представляет собой сумму

силы трения Rj , обусловленной наличием относительной скорости u = Ve−Vi = −j/(en),
и термосилы RT , зависящей от градиента температуры. В соответствии с работой [13]
имеем

Rj =
en

σ

(
A1(x)j‖ + A2(x)j⊥ −

A3(x)

H
[H , j]

)
,

RT = −kn
(
B1(x)∇‖T + B2(x)∇⊥T +

B3(x)

H
[H ,∇T ]

)
,

(2)

где j‖ = (j, H)H/H2, j⊥ = [H , [j, H ]]/H2 — компоненты вектора, параллельного и пер-
пендикулярного магнитному полю; A1, A2, A3 и B1, B2, B3 — известные функции перемен-
ной величины x = ωeτe; σ = e2neτe/me — электропроводность среды. Электронный поток
тепла также состоит из двух потоков: qe = qe

j + qe
T . Потоком тепла qe

T , обусловленным
градиентом температуры, можно пренебречь, так как qe

T � qe
j . Кроме того, ионный поток

тепла существенно меньше электронного (qi � qe), поэтому им также можно пренебречь.
Тогда

q = qe + qi ≈ qe
j = −kT

e

(
B2(x)j +

B1(x)−B2(x)

H2
(j, H)H +

B3(x)

H
[H , j]

)
.

Суммарное количество тепла, выделяющегося вследствие столкновений, равно

Q = Qi + Qe = (R, j)/(en).

Экспериментальные исследования (см., например, [4, 5, 15]) и оценки параметров в
рассматриваемом диапазоне указывают на то, что использование обычных коэффициентов
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переноса в известной степени оправданно при численном решении не только данной, но и
большого количества других плазмодинамических задач (см., например, [15, 16]).

Параметры задачи. Уравнения (1), (2) преобразуются и записываются в безразмер-
ном виде. В качестве нормирующих величин примем следующие размерные константы:
L — длина канала; n0 (ρ0 = mn0), T0, H0 = H0

ϕ = 2Jp/(cR0) — характерные значе-
ния концентрации, температуры и азимутальной составляющей магнитного поля на входе
в канал (R0 — радиус внешнего электрода; Jp — разрядный ток в системе). Давление
нормируется на величину H2

0/(4π), характерная скорость — на V1 = H0/
√

4πρ0, время —
на t1 = L/V1, напряженность электрического поля — на E1 = H0V1/c, плотность тока —
на величину j1 = cH0/(4πL). Исходные размерные величины связаны с безразмерными

параметрами, используемыми в задаче, следующим образом: ξ = (c/(eL))
√

m/(4πn0) —
локальный параметр обмена, характеризующий роль эффекта Холла в двухжидкостной
модели; β = 8πP0/H

2
0 — отношение газового и магнитного давлений на входе (P0 = kn0T0);

ν = 1/ Rem = c2/(4πLV1σ) — магнитная вязкость, обратно пропорциональная магнитно-
му числу Рейнольдса, соответствующему спитцеровской проводимости. С помощью ξ и ν
получим x = ωeτe = ξH/(νρ).

В потоке плазмы безразмерная проводимость зависит от температуры: Rem = σ0T
3/2,

параметр ωeτe также может иметь различные значения в той или иной точке канала.
С использованием экспериментальных данных [4, 5] в качестве характерных параметров
задачи выберем следующие значения: n0 = 3,6 ·1020 м−3, T0 = 2 эВ, Jp = 300 кA, L = 0,6 м,
R0 = 0,25 м. В этом случае значения безразмерных параметров задачи равны β = 0,005,
ξ = 0,02, σ0 = 812,8. При T = 1, ρ = 1 имеем ωeτe = 16,2, ν = 0,0012. Именно безразмерные
параметры, наряду с уравнениями и граничными условиями, определяют, по существу,
течение плазмы в канале. Следует отметить, что в современных плазменных ускорителях
β � 1, поэтому температурный фон не оказывает существенного влияния на динамику
потока плазмы. Соответственно перенос излучения не является обязательным элементом
данного исследования и может быть учтен в дальнейшем.

Особенности численной модели. Численное интегрирование многомерной МГД-
задачи предполагает выполнение условия div H = 0. Существует несколько подходов для
обеспечения соленоидальности магнитного поля. Наиболее простой способ состоит в том,
чтобы записать уравнения (1) с учетом векторного потенциала A (H = rot A). В цилин-
дрической системе координат имеем

Hr = −
∂Aϕ

∂z
, Hz =

1

r

∂ (rAϕ)

∂r
, (3)

где Aϕ — азимутальная компонента векторного потенциалаA. В осесимметричном случае
соотношения (3) обеспечивают точное выполнение условия div H = 0, хотя в уравнениях
импульсов следует аппроксимировать вторые производные векторного потенциала, так
как

jϕ =
∂Hr

∂z
− ∂Hz

∂r
= −∆Aϕ +

Aϕ

r2
,

где

∆Aϕ =
∂2Aϕ

∂z2
+

1

r

∂

∂r

(
r

∂Aϕ

∂r

)
.

Результаты численного решения задачи показывают, что в расчетах не наблюдается зна-
чительных осцилляций в распределении вторых производных и разворотов тока, обуслов-
ленных аппроксимацией производных.
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С учетом сделанных выше замечаний в осесимметричном случае уравнения (1), (2)
можно записать в безразмерной форме в терминах компоненты векторного потенциала Aϕ

и компоненты магнитного поля Hϕ:

∂ρ

∂t
+

∂ (ρVz)
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В данных уравнениях присутствуют безразмерные переменные Dϕ = rρVϕ, ε = βT/(γ−1),
P = βρT , коэффициенты Cν

A = A2 + (A1 − A2)H
2
ϕ/H2, Cν

r = A2 + (A1 − A2)H
2
z /H2,

Cν
z = A2 + (A1 −A2)H

2
r /H2, Cν

rz = (A1 −A2)HzHr/H
2 и функции V D

r , V D
z , U1, U2, G1, G2,

F1, F2, Q1, Q2, W [12], зависящие от переменных задачи и пропорциональные парамет-
рам ξ, β, ν, существенно меньшим единицы. Поэтому на гладких решениях все слагаемые,
содержащие указанные функции, можно рассматривать как малые добавки, не оказываю-
щие значительного влияния на динамику плазмы в целом. В итоге имеем семь уравнений
для переменных ρ, T , Vz, Vr, Vϕ, Hϕ, Aϕ.

Для заданных профилей электродов криволинейная расчетная область в перемен-
ных (r, z) отображается в единичный квадрат 0 6 y, z 6 1. С учетом якобиана отобра-
жения исходные нестационарные МГД-уравнения записываются в новых переменных в
дивергентном виде, за исключением уравнения для Aϕ. Численное решение задачи основа-
но на покоординатном расщеплении. Используются алгоритм SHASTA-FCT с фениксной

коррекцией для гиперболической части дифференциальных уравнений и потоковый вари-
ант метода прогонки для параболической части, описывающей диффузию вдоль и попе-
рек магнитного поля. Уравнение переноса для величины Aϕ решается с помощью одного

из характеристических методов. Более подробное описание использованных алгоритмов и
ссылки на соответствующие работы приведены в [12].

Численное решение задачи осуществляется до момента установления течения. В об-
щем нестационарном случае уравнения (1), (2) должны быть дополнены уравнением элек-
трической цепи. В этом случае расчет МГД-задачи ведется одновременно с вычислением
осциллограмм тока и напряжения. Такие численные эксперименты были проведены в от-
сутствие продольного поля [7]. Если решать задачу с использованием уравнения цепи, то
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для любого момента времени определенной величине тока в цепи будет соответствовать

решение МГД-задачи, совпадающее с решением, найденным с помощью метода установ-
ления для данного значения тока. Применение этого метода оправдано также тем, что ха-
рактерное время установления существенно меньше продолжительности разряда. Поэтому
качественный анализ процессов основан на получении квазистационарных решений.

Граничные условия. На входе в канал z = 0 ставится условие дозвукового вте-
кания плазмы с известными распределениями плотности ρ(r) = f1(r) и температуры
T (r) = f2(r). Задание этих функций в соответствии с аналитической моделью [9] позволя-
ет осуществить верификацию решения. Если не рассматривать дополнительное уравнение
электрической цепи, то можно считать, что ток имеет постоянную величину и поступает
в систему только через электроды, т. е. jz = 0 при z = 0 или rHϕ = r0 = const, где
r0 = R0/L. Плазма подается в некотором направлении, например вдоль координатных
линий. Будем считать, что во входном сечении плазма не вращается и азимутальная ско-
рость равна нулю: Vϕ = 0. Зададим на входе продольное поле Hz 6= 0. Следуя [9, 10], имеем
Hz(r) = H0

z = const. С учетом (3) при z = 0 получаем Aϕ = 0,5H0
z r.

Геометрию канала можно определить в рамках аналитических построений [9] в отсут-
ствие продольного поля. Соответствующая этим построениям форма электродов (рис. 1)
позволяет реализовать трансзвуковое течение. В средней, наиболее узкой части канала
происходит переход через скорость быстрой магнитозвуковой волны, поэтому на выходе
для сверхзвукового потока ставятся условия свободного вытекания.

Граничные условия на электродах ra(z) и rk(z) предполагают их эквипотенциальность
(Eτ = 0, Eϕ = 0). Эти условия позволяют определить нормальную составляющую скоро-
сти Vn (или Vr для данной геометрии внешнего электрода ra(z) = r0 = const), соответству-
ющей оптимальной подаче плазмы через электроды. Как показывают расчеты, втекание
на аноде происходит таким образом, что |Vr| � Vz. При наличии потока (ρVn 6= 0) пред-
полагаемое отсутствие на аноде скачков переменных с физической точки зрения означает

отсутствие вращательного или альфвеновского разрыва на анодной эквипотенциальной

поверхности.
Результаты расчетов течений плазмы. На рис. 1 для указанных выше харак-

терных параметров задачи представлен пример установившегося трансзвукового течения

плазмы в случае, когда продольное магнитное поле на входе равно H0
z = 0,1. В дан-

ном варианте расчета плотность во входном сечении меняется по закону ρ(0, r) = r2
0/r

2

в соответствии с аналитической моделью [9]. Предполагая изоэнтропичность (энтропия
s = cv ln P/ργ = const) поступающей плазмы, при z = 0 имеем T = ργ−1. На рис. 1 при-
ведены линии уровня rHϕ = const, которые совпадают с линиями электрического тока,
векторное распределение магнитного поля H в плоскости (z, r), азимутальная скорость
ионов и электронов, проекция скорости ионов на плоскость (z, r) и изолинии плотности ρ.
На рис. 1,в масштаб векторов определяется масштабом характерной скорости V1.

На рис. 1,а (кривая F ) видно, что в середине канала скорость потока переходит через
местную скорость быстрой магнитозвуковой волны

V 2
fa =

1

2
(V 2

T + V 2
A) +

1

2

√
(V 2

T + V 2
A)2 − 4V 2

T V 2
A cos2 θ.

Здесь VT =
√

γP/ρ — тепловая газодинамическая скорость звука; VA = H/
√

ρ; cos θ =
(H , V )/(HV ). Кривая A на рис. 1,б соответствует переходу через скорость альфвеновской
волны VA = H/

√
ρ. Оба указанных перехода происходят плавно и не сопровождаются

разрывами МГД-переменных.
В распределении продольного магнитного поля Hz наблюдаются особенности (см.

рис. 1,а). С ростом r величина Hz увеличивается и достигает максимального значения

на поверхности внешнего электрода в средней, наиболее узкой части канала ускорителя:
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Рис. 1. Пример трансзвукового течения плазмы при наличии продольного маг-
нитного поля (H0

z = 0,1):
а— изолинии функции rHϕ (сплошные линии— в присутствии продольного магнитно-
го поля; штриховые — в отсутствие продольного магнитного поля); штрихпунктирная
линия F — граница перехода через скорость быстрой магнитозвуковой волны; стрел-
ки — векторное распределение магнитного поля H в плоскости (z, r); б — азимуталь-
ная скорость (сплошные линии — ионы; штриховые — электроны); штрихпунктир-
ная линия A — граница перехода через скорость альфвеновской волны; в — изолинии

плотности ρ (сплошные линии — в присутствии продольного магнитного поля; штри-
ховые — в отсутствие продольного магнитного поля); штрихпунктирная линия — ре-
зультаты расчета по аналитической модели; стрелки — проекция скорости ионов на

плоскость (z, r)
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Hmax
z = Hz(z, r) = 0,5 (z ≈ 0,5, r = r0). Практически такое же значение получено в рамках

одножидкостной модели.

Азимутальная скорость V i,e
ϕ (z, r) (см. рис. 1,б) увеличивается в радиальном и осевом

направлениях. Иными словами, наличие небольшого по величине продольного поля приво-
дит к вращению плазмы, которое в соответствии с одножидкостной и аналитической моде-
лями достигает максимального значения в окрестности внешнего электрода на выходе из

канала ускорителя: V max
ϕ = Vϕ(z, r) = 0,72 (z = 1, r = r0). Следует отметить, что разли-

чие скоростей ионов и электронов (сплошные и соответствующие им штриховые кривые на
рис. 1,б) весьма незначительное, поскольку в безразмерных переменных Ve = Vi − (ξ/ρ)j
(ξ � 1). На выходе из ускорителя z = 1 кинетическая энергия, обусловленная вращением:

εϕ =

ra∫
rk

ρV 2
ϕπr dr, составляет небольшую часть продольной кинетической энергии вытека-

ющего потока εz =

ra∫
rk

ρV 2
z πr dr. В данном случае Kε =

εϕ

εz
· 100 % = 14 %. В то же время

в расчетах с использованием одножидкостной модели Kε = 7 %.
Изменение плотности ρ(z, r) (сплошные кривые на рис. 1,в) в окрестности внешнего

электрода обусловлено влиянием продольного магнитного поля. При наличии магнитно-
го поля Hz вблизи внешнего электрода меняется угол наклона изолиний электрического

тока (сплошные и штриховые кривые на рис. 1,а при H0
z = 0,1; 0 соответственно). Од-

новременно в этой области происходит изменение распределения плотности (сплошные и
штриховые кривые на рис. 1,в). В окрестности внешнего электрода наблюдается увели-
чение плотности, обусловленное вращением плазмы. На рис. 2 представлены зависимости
плотности ρ(z, r) (r = r0) от координаты z вдоль внешнего электрода при различных
значениях H0

z . Сплошные кривые 1, 2 соответствуют результатам расчетов при H0
z = 0;

0,1. На выходе из ускорителя (z = 1, r = r0) плотность увеличивается от значения ρ1

в отсутствие продольного поля до значения ρ2 при его наличии. Коэффициент увеличения
плотности в присутствии продольного поля, определяемый как отношение Kρ = ρ2/ρ1,
при H0

z = 0,1 равен 2,16, что несколько больше по сравнению с результатом Kρ = 1,63,
полученным при тех же параметрах в расчетах с использованием одножидкостной модели.
Согласно экспериментам в отсутствие поля (H0

z = 0) в окрестности внешнего электрода
(анода) ближе к выходу за счет влияния эффекта Холла возникает недостаток ионов. Как
правило, это приводит к кризису тока и препятствует ускорению. Очевидно, решение дан-
ной проблемы (полное или частичное) возможно путем введения в систему небольшого по
величине продольного поля, что приведет к вращению и “отжатию” плазмы к внешнему
электроду.

Дальнейшие исследования на основе полной двухжидкостной МГД-модели подтвер-
ждают также другие закономерности, выявленные в рамках одножидкостной модели. Уве-
личение продольного магнитного поля приводит к росту плотности в окрестности внеш-
него электрода. Кривая 3 на рис. 2 соответствует значению H0

z = 0,15. По мере увеличе-
ния напряженности продольного поля увеличиваются доля энергии вращения и значение

коэффициента роста плотности. В данном случае Kε = 28 %, Kρ = 3,8, Hmax
z = 0,8,

V max
ϕ = 0,86. Значения Kε и Kρ, полученные в режиме ионного токопереноса, больше зна-

чений Kε = 18 %, Kρ = 2,3, вычисленных в рамках одножидкостной модели при H0
z = 0,15.

Проведем сравнение аналитического решения и результатов расчетов установившихся

течений, полученных с использованием одножидкостной и рассматриваемой двухжидкост-
ной моделей. Эти решения не должны совпадать. Тем не менее существенных качествен-
ных и количественных различий не наблюдается (см. рис. 1,в ). Штриховые линии 1 ′, 2 ′
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Рис. 2. Распределение плотности плазмы вдоль внешнего электрода:
1–3 — расчет по двухжидкостной МГД-модели (1 — H0

z = 0; 2 — H0
z = 0,1; 3 —

H0
z = 0,15); 1 ′, 2 ′ — расчет по аналитической модели (1 ′ — H0

z = 0; 2 ′ — H0
z = 0,1);

штрихпунктирная линия — расчет по одножидкостной модели (H0
z = 0,15)

на рис. 2 соответствуют результатам расчетов с использованием аналитической модели
при H0

z = 0; 0,1, штрихпунктирная кривая — результатам расчетов с использованием

одножидкостной модели при H0
z = 0,15.

Двухжидкостная МГД-модель позволяет более детально исследовать поведение плаз-
мы в окрестности электродов, в частности в рассматриваемом режиме ионного токопере-
носа. Напомним, что в одножидкостной модели эффект Холла не учитывается (Ve = Vi) и
граничное условие Vn = 0 означает, что плазма скользит вдоль непроницаемых электродов.
При увеличении напряженности продольного поля в системе одновременно с увеличени-
ем плотности в окрестности анода наблюдается незначительное уменьшение продольной

составляющей скорости ионов V i
z . На рис. 3,а кривые 2, 3 соответствуют распределени-

ям V i
z вдоль анода при H0

z = 0,10; 0,15, кривая 2 ′ — результаты расчета по аналитической

модели при H0
z = 0,1. В рамках двухжидкостной модели можно вычислить значение про-

дольной компоненты скорости электронов V e
z = V i

z − (ξ/ρ)jz. Штрихпунктирная кривая на
рис. 3,а соответствует распределению V e

z вдоль анода при H0
z = 0,1.

Более существенным является следующее обстоятельство. При введении в систему
продольного поля в окрестности анода одновременно с увеличением плотности наблюда-
ется уменьшение нормальной или радиальной составляющей Vr скорости втекания плазмы

(рис. 3,б). При этом в режиме ионного токопереноса при наличии продольного поля инте-
гральный поток плазмы через анод

ṁa = 2πr0

1∫
0

ρVr dz,

поток через катод

ṁk = 2π

1∫
0

rk(z)ρVn dz
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Рис. 3. Распределение продольной (а) и радиальной (б) компонент скорости
плазмы вдоль внешнего электрода:
штрихпунктирная линия — скорость электронов, вычисленная по двухжидкостной
МГД-модели; остальные обозначения те же, что на рис. 2

и интегральный параметр обмена ξ0 = |ṁa|/ṁ практически не меняются. Здесь расход

ṁ = 2π

ra∫
rk

rρVz dr

можно определить по входному сечению канала z = 0. В результате расчетов получены ин-
тегральные параметры ускорителя ṁa, ṁk, ξ0. В безразмерных переменных ṁa = −0,041,
ṁk = −0,05, ξ0 = 0,27 при H0

z = 0 и ṁa = −0,039, ṁk = −0,051, ξ0 = 0,26 при H0
z = 0,1.

Таким образом, наличие продольного поля не приводит к существенному изменению инте-
гральных параметров ускорителя, что также указывает на целесообразность модификации
коаксиальных ускорителей с помощью слабого продольного магнитного поля, позволяю-
щего изменить динамику плазмы в окрестности электродов, не оказывая значительного
влияния на основной поток.

Еще одной целью разработки двухжидкостной модели являлось подтверждение об-
наруженного в расчетах по одножидкостной модели эффекта качественной перестройки

течения при достаточно больших значениях продольного поля. Действительно, в рамках
двухжидкостной модели начиная с некоторого критического значения продольного поля

картина течения меняется. Критическое значение напряженности поля зависит от пара-
метров задачи и условий подачи плазмы на входе. Более того, это значение приближенно
равно критическому значению напряженности поля, полученному в расчетах по одножид-
костной модели. В рассмотренном в данной работе примере при H0

z > 0,2 вблизи внешнего
электрода, где продольное поле имеет максимальные значения, в движущейся плазме фор-
мируются узкий токовый слой и область практически равномерного течения с постоянной

скоростью. Снаружи эта область ограничена эквипотенциальным электродом, внутри ка-
нала область отделена от основного потока токовым слоем (рис. 4). Такое замыкание элек-
трического тока на внешнем электроде указывает на возможное образование привязок тока

(сосредоточение тока в узкой зоне на границе плазма — проводник) в случае достаточно
больших значений H0

z . По сравнению с одножидкостной моделью наблюдается незначи-
тельное увеличение угла между анодом и токовым слоем. В расчетах по аналитической
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Рис. 4. Изолинии электрического тока в плазме при H0
z = 0,25:

штриховая линия — Hϕ = 0; штрихпунктирные линии A, F — границы перехода через

скорость альфвеновской и быстрой магнитозвуковой волны соответственно

модели [9] также получено критическое значение напряженности продольного поля. При
значениях H0

z > 0,15 аналитическое решение, соответствующее трансзвуковому течению
плазмы, не найдено.

Кроме того, в рамках двухжидкостной модели проведены численные эксперименты

в случае равномерной подачи плазмы на входе (ρ = 1, T = 1 при z = 0). Результаты
расчетов подтвердили основные закономерности, выявленные при неравномерной подаче,
и согласуются с результатами расчетов по одножидкостной модели [10]. Варьирование та-
ких параметров задачи, как T0 и Jp, не приводит к существенному изменению описанных
выше процессов. С увеличением значений T0 и Jp критическое значение напряженности

поля немного уменьшается. Для более плотной плазмы (например, n0 = 3,6 · 1021 м−3)
диапазон значений продольного поля H0

z < 0,4, соответствующих ламинарному течению,
наоборот, расширяется. Однако большие значения продольного поля не представляют ин-
тереса. В этом случае велика доля энергии, обусловленной вращением.

Заключение. Численные эксперименты, проведенные в рамках двумерной двухжид-
костной МГД-модели, показали, что небольшое по величине продольное магнитное поле
позволяет реализовать трансзвуковые течения плазмы в канале коаксиального ускорителя

при различных условиях подачи плазмы на входе. При этом на выходе из ускорителя доля
энергии, обусловленной вращением, существенно меньше кинетической энергии продоль-
ного потока плазмы.

Установлено, что слабое продольное магнитное поле, действующее на всей длине ка-
нала, приводит к постепенному увеличению скорости вращения плазмы. В результате

в окрестности внешнего электрода наблюдается рост концентрации плазмы. Увеличение
плотности вблизи анода свидетельствует о возможности преодоления или ослабления кри-
зиса тока в плазменных ускорителях. В то же время при достаточно больших значениях
продольного поля наблюдается формирование токовых слоев в движущейся плазме и при-
вязок тока на внешнем электроде в соответствии с ранее разработанной одножидкостной

моделью.
Выявлены характерные особенности динамики потоков в окрестности анода при усло-

вии оптимальной подачи и самосогласованного протекания плазмы через проницаемые

эквипотенциальные электроды в режиме ионного токопереноса. Максимальные значения
в распределении потока плазмы через анод достигаются в средней, наиболее узкой ча-
сти канала. Интегральные потоки плазмы через поверхности электродов и интегральный
параметр обмена практически не зависят от величины продольного поля.
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