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РЕОКИНЕТИКА ПЕРЕНОСА ИМПУЛЬСА

В СРЕДАХ С МИКРОСТРУКТУРОЙ

В. И. Попов
Институт теплофизики им. С. С. Кутателадзе СО РАН, 630090 Новосибирск

Предложена теория переноса импульса в химически активных средах с микрострук-
турой, в основу которой положено представление о существовании непрерывного вну-
треннего параметра, связанного со среднестатистической структурой среды, подчиняю-
щегося основным положениям реологии и физической кинетики. Получены выражения
для компонент тензора напряжения, позволяющие оценить и проанализировать влияние
физико-химических свойств среды, внешних параметров воздействия на характеристики
переноса импульса. В качестве примера рассмотрены однородные потоки (нестационар-
ные сдвиговый, осциллирующий, элонгационный), результаты исследования которых
могут быть использованы при изучении сложнодеформируемых потоков.

Составляющие многофазных сред существенно различаются размерами и физически-
ми свойствами. Процессы переноса в таких гетерогенных средах, где отдельная фаза зани-
мает часть объема среды (V = ΣVj , j = 1, . . . , n), описываются в [1] в приближении “мно-
госкоростных (температурных) взаимопроникающих и взаимодействующих континуумов”
с учетом осреднения термомеханических характеристик и физических свойств по совокуп-
ности их значений для отдельных локально-равновесных фаз, занимающих объем Vj . Пере-
нос в этих средах может быть обусловлен неравновесным характером массового, силового,
энергетического, физико-химического межфазного взаимодействия внутри представитель-
ного объема смеси V .

Вместе с тем существует большое количество мелко- и ультрадисперсных несжима-
емых многокомпонентных сред и их течений [2], для которых проблема переноса может
быть рассмотрена с позиций квазигомогенного подхода с привлечением методов реологии

и физической (структурной) кинетики. В гомогенной среде каждый компонент может за-
нимать весь объем среды (V = Vj , j = 1, . . . , n). Перенос импульса (вещества, энергии) и
соответствующие потоки в таких средах, возникающие под действием внешних и внутрен-
них сил, могут быть описаны отклонением функции распределения плотности вероятности
физико-химических (структурных) свойств компонентов среды от их равновесного состо-
яния.

Полагаем, что вклад реакционных сил в изменение импульса зависит от скорости
изменения моментов функции распределения плотности вероятности химически активного

числа компонентов среды, вступивших в реакцию.
Рассматривается достаточно общий класс реологических сред, определяемый струк-

турно-механическими свойствами.
Известно, что среда с невзаимодействующими между собой мелкими частицами

(объемная концентрация частиц ϕ 6 0,02) в ламинарном режиме не проявляет реологи-
ческих свойств. В этом случае многокомпонентная среда моделируется пространственной
флуктуационной сеточной структурой [3–6], заполненной нереологической средой (напри-
мер, низкомолекулярный растворитель, окислитель и т. п.). Модель среды с микрострук-
турой представлена в работе [6] .

Характерной кинетической величиной структурной сетки может служить безынер-
ционный сегмент Куна [7]. Это наименьший микроскопический линейный масштаб bi
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субцепи протяженностью biS < H, который для данного макроскопического возмуще-
ния имеет случайную подвижность (i-го физико-химического компонента) с линейной ско-
ростью vi. Здесь S — количество сегментов между двумя ближайшими узлами сетки;
H — характерный макроскопический масштаб, на котором существенно меняются тер-
модинамические и статистические параметры течения среды. Непрерывность случай-
ной величины (компонента) обеспечивается введением функции распределения плотно-
сти вероятности Wi(x, vi, t), для которой x, vi и t являются независимыми переменны-
ми. Средняя скорость компонента с числовой (концентрационной) плотностью ni(x, t) =∫
Wi(x, vi, t) dvi представляет собой осредненную по распределению vi величину v̄i(x, t) =

n−1
i

∫
viWi(x, vi, t) dvi. Скорость течения смеси определяется как v0(x, t). Тепловая ско-

рость компонента определяется как разность vi − v0, диффузионная скорость потока ком-
понентов определяется как разность v̄i− v0. При этом система отсчета движется с макро-
скопической скоростью течения смеси.

Из-за сложности учета информации о движении компонентов-сегментов (учета меж-
сегментальной жесткости, ориентации этих компонентов и т. п.) модель упрощается.
В дальнейшем предполагается, что несущая среда взаимодействует с неупорядоченной
(Sbi 6= const) пространственной свободносочлененной сеточной структурой в ее узлах (xαi ,
α = 1, . . . , n), в которых сконцентрированы стоксовые гидродинамические, упругие (энтро-
пийные) и тепловые диффузионные силы. Следовательно, считается, что эффективный
узел (диаметром di) гидродинамически взаимодействует с несущей средой (газом, жид-
костью, окислителем топлива и т. п.) так же, как совокупность компонентов-сегментов
субцепи с плотностью ni ≈ Sbi. Скорость химической реакции моделируется скоростью
изменения числа активных сеточных узлов, вступивших в реакцию.

В соответствии с кинематической теоремой переноса [8] уравнение непрерывности для
функции распределения плотности вероятности Wi реагирующего i-го компонента (узла)
имеет вид ∂Wi

∂t
+ div (Wiv̄i) = Mi. (1)

Здесь v̄i — скорость узла относительно подвижной (связанной с центром масс узлов) систе-
мы координат; Mi = ∂W̄i/∂t — скорость изменения плотности вероятности числа узлов,
вступивших в реакцию (скороcть химической реакции энергетически активных узлов).

Соотношение для v̄i в уравнении (1) находим из условия безынерционного баланса сил,
действующих на выделенный узел: Σf ≈ 0. Сила сопротивления Стокса узла относительно
невозмущенной им макроскопической скорости среды в точке расположения узла

f1 = −ξ(v̄i − v̇ijxj). (2)

Здесь ξ — коэффициент трения узла диаметром di.
В растянутой субцепи (на величину h) действует стягивающая ее энтропийная си-

ла F = 3kTh/(Sb2i ). Обозначая через x
α
i (α = 1, 2, . . . , n) координаты узлов окружения и

учитывая, что начало координат помещено в центр масс, получим
n∑

α=1

xαi ≈ 0. Эффектив-

ная масса узла mα = const. В соответствии с этим для упругой силы имеем (принимаем
наиболее вероятное значение α ≈ 4)

f2 =
3kT

Sb2i

n∑
α=1

(xαi − xi) ≈ −
12kTxi
Sb2i

, (3)

где k — постоянная Больцмана.
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Диффузионная сила, возникающая вследствие теплового движения i-го узла со скоро-
стью v̄i относительно системы координат, равна [3–5]

f3 = −Dξ∇ ln c = −kT ∂ lnWi

∂xi
. (4)

Здесь D — коэффициент диффузии; T — температура. Из условия безынерционного ба-
ланса сил имеем

v̄i = ξ−1(ξv̇ijxj + f2 + f3). (5)

Из (1)–(5) находим

∂Wi

∂t
+ xj v̇ij

∂Wi

∂xj
= æ−1[∆Wi +∇(xWi)]±

∂W̄i

∂t
, (6)

где æ = ξSb2i /(12kT ) — время перехода структуры среды к наиболее вероятному конфигу-
рационному состоянию (время динамической релаксации). В соотношении (6) координаты
xi,j отнесены к величине (Sb2i /12)0,5.

Для равновесного состояния все производные в левой части и последний член в правой

части уравнения (6) равны нулю. С учетом нормировки на

∞∫
−∞

Wi(x) dx = 1 уравнение (6)

имеет вид

W0 = (12/(2πSb2i ))
3/2 exp (−12x2/(2Sb2i )).

При этом среднеквадратичное отклонение узла от начала координат (пространство кон-

фигурации) составляет 〈x2〉0 =

∫
x2W0 dx = Sb2i /4. Следовательно, равновесное состояние

среды характеризуется внутренним структурным масштабом (среднеквадратичным ради-
усом инерции) порядка 〈x2〉0 = 3æD. Следует отметить, что W0 зависит от величины Sb2i ,
имеющей физический смысл (среднеквадратичный радиус инерции сил взаимодействия).

Умножая на xixj и интегрируя (6), находим уравнение для первых моментов функции

распределения

(
〈xixj〉 =

∫
xixjWi dVi

)
d〈xixj〉
dt

= 〈xixk〉v̇kj + 〈xjxk〉v̇ki − 2æ−1(〈xixj〉 − δij)±
∂〈xixj〉
∂t

. (7)

При выводе уравнения (7) использованы условия несжимаемости (v̇kk = 0), нормиров-
ка величины Wi и сделан переход от объемного интеграла к поверхностному при усло-
вии Wi → 0 на бесконечности. Здесь δij — единичная матрица.

В дальнейшем при решении конкретных задач в различных условиях деформирования

полагаем, что скорость химической реакции (в условиях источника или стока) зависит от

величины 〈xixj〉, т. е. ∂〈xixj〉/∂t = ±k〈xixj〉 (или ∂〈xixj〉/∂t = ±k(〈xixj〉 − δij)). Констан-
та скорости химической реакции может зависеть от температуры по закону Аррениуса

k = k0 exp (−E/(RT )). Здесь E — энергия активации; R — универсальная газовая посто-
янная. Время реакции τ (время химической релаксации или время существования узлов
в масштабе 〈x2〉0) для реакции первого порядка обратно пропорционально скорости реак-
ции: k ∼ τ−1. Величина k0 ∼ τ−1

0 — масштаб полного времени химической реакции.
Перенос импульса возникает только в неравновесных состояниях среды, когда функ-

ция распределения плотности вероятности отличается от равновесной. Из соотношения (7)
следует, что это отличие возникает из-за локальной и пространственной неоднородности
величины 〈xixj〉, а также вследствие химических реакций.
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Приводя (7) к безразмерному виду, получаем

De0
d〈xixj〉
dt̄

= We0[〈xixk〉v̄kj + 〈xjxk〉v̄ki]− β(G, T )[〈xixj〉 − δij ]. (8)

Здесь t̄ = t/t∗; t∗ — время завершения физико-химических изменений в пространстве
конфигурации 〈x2〉0 = Sb2i /4; G — градиент скорости.

Видно, что реокинетика процесса характеризуется числом Деборы De0 = æ0/t∗ и
числом Вейссенберга We0 = Gæ0, а также физической нелинейностью типа β(G, T ) =
2æ0/æ(G)± (æ0/τ0) exp (−E/(RT )), где æ0 — максимальное время релаксации при G→ 0;
β−1(G, T ) — безразмерное время физико-химической релаксации при условии стока или
источника узлов в реакционном пространстве (соответственно в выражении для β берется
знак “плюс” или “минус”).

Из уравнения (8) следует, что под действием внешних сил (G, T ) макроскопический
перенос импульса в рассматриваемых средах должен осуществляться не мгновенно, а в
соответствии с временами физической и химической релаксации.

При низкой температуре реагирования æ� τ = τ0 exp (E/(RT )), β = (2æ± τ)/(τæ) ≈
1/æ, поэтому определяющим (самым медленным) механизмом переноса является химиче-
ская кинетика. При достаточно высокой температуре β ≈ 1/τ , и определяющим механиз-
мом переноса может быть диффузионный. Когда времена физической и химической релак-
сации имеют один и тот же порядок, перенос осуществляется в переходном (диффузионно-
кинетическом) режиме.

Вектор плотности потока импульса узлов через элементарную поверхность по направ-
лению xj в единицу времени относительно v0 находим следующим способом [8]. Если один
узел взаимодействует со средой с силой f1 = −ξ(v̄i− v̇ijxj), а в единице объема ni узлов, то

Pij = −P0δij + 2µėij − 0,5ni

∫
xj(f2 + f3)Wi dVi, (9)

где ėij = 0,5(∂vij + ∂vji) — симметричная часть тензора скоростей деформации; µ —
вязкость несущей среды.

В соответствии с (3), (4) из (9) находим

Pij = −P0δij + 2µėij + ε(〈xixj〉 − δij). (10)

При выводе соотношения (10) использовались теорема Остроградского — Гаусса и нор-
мировка. Величина ε = 0,5nikT — экспериментально определяемый модуль упругости

среды. Моменты функции распределения плотности вероятности узлов отнесены к вели-
чине Sb2i /12.

Из уравнения (10) следует, что известное соотношение для тензора напряжений в
данной модели дополняется анизотропной частью ε(〈xixj〉 − δij), устанавливающей меру
отклонения напряженного состояния среды от равновесного значения.

Используя полученные соотношения, рассмотрим на отдельных примерах влияние

реокинетических факторов переноса импульса.
Для случая v̇21 = G sin (ωt) система уравнений для моментов функции распределе-

ния (8) имеет следующий вид:

d〈x2
1〉

dt
+ β[〈x2

1〉 − 1] = 2G〈x1x2〉 sin (ωt),
d〈x1x2〉
dt

+ β〈x1x2〉 = G〈x2
2〉 sin (ωt),

d〈x2
2〉

dt
+ β[〈x2

2〉 − 1] = 0,
d〈x1x3〉
dt

+ β〈x1x3〉 = G〈x2x3〉 sin (ωt),

d〈x2
3〉

dt
+ β[〈x2

3〉 − 1] = 0,
d〈x2x3〉
dt

+ β〈x2x3〉 = 0.

(11)
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Здесь G — амплитуда деформирования; ω = 2π/t∗, где t∗ — период деформирования

(характерный временной масштаб); β = 2/æ + (1/τ0) exp (−E/(RT )).
Из системы неоднородных уравнений (11) методом вариации произвольных постоян-

ных находим соответствующие моменты 〈xixj〉. При этом использовано начальное условие
t = 0: 〈x2

1〉 = 〈x3
2〉 = 〈x2

3〉 = 1, 〈x3x1〉 = 〈x1x2〉 = 〈x2x3〉 = 0.
Последовательное решение системы уравнений (11) приводит к следующим безраз-

мерным выражениям для ненулевых моментов:

〈x2
2〉 = 〈x2

3〉 = 1, 〈x1x2〉 =
G

β2 + ω2
[β sin (ωt)− ω cos (ωt)− β exp (−βt)],

〈x2
1〉 = 1 +

2G2β

β2 + ω2

[ 1

2β
− 0,5β cos (2ωt) + ω sin (2ωt)

β2 + 4ω2
−

(12)
− ω

2β

( 1

β
+
β sin (2ωt)− 2ω cos (2ωt)

β2 + 4ω2

)
+

exp (−βt) cos (ωt)

ω

]
+ A exp (−βt),

A = − G2

β2 + ω2

[
1− 3ωβ

β2 + 4ω2
− ω

β2

]
.

Для случая ω = 0 из (12) имеем

〈x1x2〉 =
G

β
(1− exp (−βt)), 〈x2

1〉 = 1 +
2G2

β2
(1− exp (−βt)− βt exp (−βt)). (13)

Выражения (13) при t→∞ можно записать в виде

‖〈xixj〉‖ =

∥∥∥∥∥∥∥
1 + 2G2/β2 G/β 0

G/β 1 0

0 0 1

∥∥∥∥∥∥∥ . (14)

Подставляя (14) в (10), для тензора напряжений получим

Pij =

∥∥∥∥∥∥∥
−P0 + 2εG2/β2 µG+ εG/β 0

µG+ εG/β −P0 0

0 0 −P0

∥∥∥∥∥∥∥ . (15)

Из (15) следует, что для реализации сдвигового течения, задаваемого постоянным
градиентом скорости G = v̇12, напряженное состояние характеризуется тензором напря-
жения с касательными τ12 = τ21 и нормальными компонентами Pii, причем τij ∼ G, а
(P11 − P22) ∼ G2. Подобная вязкоупругость следует из опытов [9–11], а также из различ-
ных феноменологических моделей как дифференциального, так и интегрального [2] типов.

Для рассматриваемых сред имеет место анизотропия потоков импульса и скорости хи-
мической реакции. На рис. 1, 2 для переходного режима течения (Gτ0 = 0,1) представлены
зависимости разности нормальных P11−P22 и касательных τ12 компонент напряжений от

безразмерного времени и величины RT/E. Разность нормальных напряжений во времени
вначале меняется медленнее, чем касательные напряжения, в дальнейшем — быстрее. С
увеличением RT/E разность P11−P22 уменьшается быстрее, чем τ12. При малых временах
внешнего воздействия перенос импульса практически не зависит от RT/E.

Известно, что не все столкновения молекул, энергия которых превышает энергию ак-
тивации, приводят к химическому превращению. Для протекания реакции кроме требуе-
мой энергии активации необходимо, чтобы соударяющиеся молекулярные структуры были
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Рис. 1 Рис. 2

определенным образом ориентированы и упакованы, а импульсы упорядочены. Для слож-
ных структур ориентация может существенно влиять на скорость и направление химиче-
ских реакций.

Посредством ортогональных преобразований [12] матрицы (14) находим

〈x2
1〉 − 〈x2

2〉
2〈x1x2〉

=
Gæ0

2æ0/æ± (æ0/τ0) exp (−E/(RT ))
= ctg 2ψ. (16)

Соотношение (16) определяет вероятность того, что главные оси эллипса вращения для
моментов ориентированы по течению. В случае G → 0 и ψ = 45◦ P11 − P22 = 2τ12 = 0;

в случае ψ = 22,5◦ имеет место соотношение

Рис. 3

P11 − P22 = 2τ12. Из (16) следует, что с увели-
чением G угол ориентации и энергия активации

среды уменьшаются. Это связано с увеличением
частоты контактов между компонентами. Сле-
довательно, с увеличением скорости сдвига ско-
рость реакции возрастает. Зависимость ctg 2ψ =
f(RT/E, t/τ0) при Gτ0 = 0,1 представлена на

рис. 3. Ориентация оказывает существенное вли-
яние на анизотропию потока и скорость химиче-
ских реакций в области малых температур.

На рис. 4, 5 соответственно в переходном

и стационарном режимах деформирования высо-
комолекулярных сред представлены эксперимен-
тальные и расчетные данные по приведенной вы-
ше модели в условиях τ0 →∞. Характеристики модели æ, ε находились из опытных дан-
ных [13–16] в соответствии с прогнозами данной теории в стационарных условиях дефор-
мирования. На рис. 4 сплошными линиями представлены результаты экспериментов [13],
выполненных с 8 %-м раствором полистирола в трикрезилфосфате (ϑ1 = ctg 2ψ (линия 1);
ϑ2 = τ12/ε (линия 2); ϑ3 = (P11 − P22)/ε (линия 3)). На рис. 4 приведена также расчетная
зависимость ϑ4 = ε(P11 − P22)/τ2

12 = f(βt) (линия 4). Выражение ε(P11 − P22)/τ2
12 пред-

ставляет собой отношение запасенной упругой энергии при сдвиге к диссипируемой. Из
результатов анализа следует, что в отличие от зависимостей для τ12, P11 − P22 и ctg 2ψ
отношение ε(P11 − P22)/τ2

12 не зависит от амплитуды деформирования и слабо зависит

от RT/E.
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Рис. 4 Рис. 5

На рис. 5 представлены экспериментальные данные (точки): 1 — [11], m = −3, n = −4;
2 — [12], m = −2, n = −2; 3 — [13], m = −1, n = −3 и расчетные (сплошные линии). На
рис. 5 m и n — масштабные коэффициенты.

В случае одноосного растяжения под действием постоянного градиента скорости в

силу несжимаемости v̇22 = v̇33 = −0,5v̇11 все недиагональные компоненты (7) равны нулю.
Для диагональных компонент имеем

dx2
i

dt
+ β[〈x2

i 〉 − 1] = 2v̇ii〈x2
i 〉. (17)

Решая (17) аналогично тому, как это сделано выше, получим

〈x2
i 〉 = (1− 2v̇iiβ

−1)−1{1− 2v̇iiβ
−1 exp [−βt(1− 2v̇iiβ

−1)]}. (18)

В этом случае тензор напряжения имеет вид Pii = −P0 + ε(〈x2
i 〉 − 1), а его девиаторная

часть для P11 в соответствии с (18) —

P11 =
2εv̇11

β(1− 2v̇11/β)
{1− exp [−βt(1− 2v̇11/β)]}.

Зависимость P11/ε = f(RT/E, t/τ0) для v11τ0 = 0,1 в условиях растяжения представ-
лена на рис. 6.

Рис. 6
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Изложенный выше подход позволяет оценить и проанализировать влияние физико-
химических свойств среды, внешних параметров воздействия, структурных (ориентацион-
ных) изменений в среде на характеристики переноса импульса при условии источника или
стока вещества.
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