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Проведен расчет скорости горения при отрицательном эффекте эрозии с использованием ана-
литических методов и в рамках простой модели химической реакции в газовой фазе A → B.
В модели учитывается переход части тепловой энергии в кинетическую энергию движения га-
зовых продуктов горения вдоль поверхности газификации топлива. Решения получены для слу-
чаев, когда толщина ламинарного подслоя больше и меньше ширины зоны горения в газовой
фазе. Результаты расчета подтверждают ранее сделанный авторами вывод: слабое проявление
отрицательного эрозионного эффекта при снижении начальной температуры топлива вызвано
сужением области его возникновения.
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ВВЕДЕНИЕ

Для успешного проектирования твердо-
топливных ракетных двигателей необходимо
предсказывание скорости горения топлива u.
Эта скорость зависит от физических и химиче-
ских свойств топлива, внешних условий и кон-
струкции двигателя. Может показаться, что
общая функциональная зависимость скорости
горения от перечисленных факторов должна
включать большое число параметров. Но в дей-
ствительности эти параметры связаны меж-
ду собой. Достаточно выделить те физические
величины, которые являются определяющими
для скорости горения твердого ракетного топ-
лива. Как показывают многочисленные теоре-
тические и экспериментальные исследования,
такими величинами могут быть давление p и
температура поверхности газификации Ts. За-
висимость u = u(p, Ts) является специфической
для каждого вида топлива. Установить пове-
дение скорости горения при изменении давле-
ния относительно легко. Иначе обстоит дело
с температурой Ts, поскольку дать ей строгое
определение оказывается не так просто. Кро-
ме того, при расчете Ts аналитическими ме-
тодами возникают большие трудности, глав-
ным образом из-за отсутствия прямой связи
между этой температурой и факторами, влияю-
щими на нее. Исключение составляют единич-
ные случаи, когда удается установить зависи-
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мость температуры поверхности газификации
от условий горения. Это те ситуации, когда от-
носительно легко вычислить зависимость Ts от
теплового потока qg из газовой в твердую фазу
топлива: Ts = Ts(qg).

ПРИЧИНЫ ПОЯВЛЕНИЯ
ЭРОЗИОННОГО ГОРЕНИЯ

Эрозионное горение твердых ракетных
топлив [1–5] проявляется в изменении скоро-
сти горения u при движении газовых продуктов
вдоль горящей поверхности топлива с харак-
терной скоростью w∞, равной скорости в яд-
ре потока. Иначе говоря, при наличии обдува.
Независимо от того, уменьшается или увели-
чивается при этом скорость горения, речь идет
об изменении теплового потока qg = qg(w∞).
При этом различают положительный и отри-
цательный эффекты эрозионного горения. По-
ложительный эффект эрозионного горения на-
блюдается, когда скорость обдува w∞ превы-
шает некоторое пороговое значение w∗. В этом
случае новое значение скорости горения uw мо-
жет быть представлено степенной зависимо-
стью [6]

uw = u

(
w∞
w∗

)n

, w∞ � w∗, (1)

где u — скорость горения, когда обдув отсут-
ствует, n — числовой параметр, 0 < n � 1.
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Коэффициент эрозии, определяемый как отно-
шение uw/u = ε, может достигать значения
1.7÷ 1.8 [7].

Отрицательный эффект эрозионного горе-
ния имеет место при w∞ < w∗. Он проявля-
ется слабо, и коэффициент эрозии находится в
интервале 0.7÷ 1.0 [10]. Причина тому кроется
в конкурирующем действии факторов, вызыва-
ющих положительный и отрицательный эро-
зионные эффекты. Каждый из этих эффектов
имеет характерную масштабную скорость: по-
ложительный —

w∗ =
32.5√
Cf

νg
δb

,

где νg — кинематическая вязкость, δb — шири-
на зоны горения при отсутствии обдува, Cf —
коэффициент гидродинамического сопротивле-
ния поверхности твердой фазы топлива; отри-
цательный [8] —

w0 =

√
cpRT 2

b

E
,

где cp — теплоемкость газа (продуктов горе-
ния) при постоянном давлении, Tb — темпера-
тура пламени, E — эффективная энергия ак-
тивации химических реакций в газовой фазе,
R — универсальная газовая постоянная. Если
скорость w∞ не слишком велика, то отрица-
тельный коэффициент эрозии можно рассчиты-
вать по формуле [8]

ε = exp

[
E

2RTb

(
1− 1

1− w2∞/2w2
0

)]
. (2)

Положительный эрозионный эффект свя-
зан с возникновением и развитием турбулент-
ного пламени в газовой фазе [6, 9–11]. Реша-
ющее влияние турбулентности сохраняется и
при скоростях обдува, превышающих скорость
звука [12].

Отрицательный эрозионный эффект свя-
зан с переходом части внутренней энергии га-
зовых продуктов горения в их кинетическую
энергию движения вдоль поверхности топлива
[8, 13–16], что ведет к снижению температуры
пламени и, тем самым, скорости горения.

Один из возможных механизмов [17] отри-
цательного эффекта эрозионного горения свя-
зывают с двумерной по пространству неустой-
чивостью горения.

К снижению скорости горения также мо-
жет привести появление дополнительной со-
ставляющей к скорости оттока газа от поверх-
ности топлива вследствие формирования по-
граничного слоя при обдуве [6]. Но оценки по-
казывают, что уменьшение скорости горения
при этом очень мало и не согласуется с экс-
периментальными данными. Поэтому наиболее
приемлемым объяснением возникновения отри-
цательного эрозионного эффекта остается га-
зодинамический механизм [8, 16] ввиду своей
универсальности и непротиворечивости экспе-
риментальным данным. Этот механизм позво-
ляет не только описать снижение скорости го-
рения, но и объяснить ослабление отрицатель-
ного эрозионного эффекта при снижении на-
чальной температуры топлива T0 [18]. Кроме
того, газодинамический механизм предсказы-
вает возможность возникновения акустической
неустойчивости при увеличении скорости об-
дувающего потока [8].

При моделировании [14] процессов горе-
ния в ракетном двигателе предсказана возмож-
ность возникновения высокочастотных колеба-
ний. В этой работе учитывается возможность
проявления положительного и отрицательно-
го эффектов эрозионного горения. Не исключе-
но, что обнаруженная акустическая неустойчи-
вость вызвана понижением температуры пла-
мени при увеличении кинетической энергии
движения газовых продуктов горения.

Расчет скорости горения с учетом эрози-
онного эффекта выполнен также в работах [19,
20]. В них проведено не только детальное мо-
делирование турбулентного горения, но еще и
учтены геометрические формы топлива. Одна-
ко множество физических и геометрических па-
раметров в сложных моделях [3, 9, 12, 14, 19,
20] не позволяют выделить главные факторы,
определяющие скорость горения.

В настоящей работе представлен расчет
скорости горения при отрицательном эффекте
эрозии на основе простейшей модели горения
твердого топлива.

ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ ГОРЕНИЯ
ТВЕРДОГО РАКЕТНОГО ТОПЛИВА

ПРИ НАЛИЧИИ ОБДУВА

Горение топлива характеризуется мас-
штабами порядка 10÷ 100 мкм. Поэтому для
выяснения основных параметров, определяю-
щих скорость горения, необходимо рассматри-
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вать физические и химические процессы, про-
текающие в этих масштабах.

При исследовании горения твердого ракет-
ного топлива воспользуемся следующим мо-
дельным представлением: если обдув отсут-
ствует, то горючая смесь оттекает с поверх-
ности газификации xs(t) со скоростью vs. Эта
смесь в дальнейшем сгорает в точке xf (t) с теп-
ловым эффектом Q, где расположен фронт го-
рения, что предполагает бесконечно большую
скорость химической реакции или ее беско-
нечно большую энергию активации. Реакция
представляется протекающей по брутто-схеме
A → B, где A — горючая смесь, B — продукт
химической реакции. Относительное располо-
жение поверхностей xs и xf показано на рис. 1.

Топливо имеет переменную температуру
Tc(x, t). Его теплоемкость cc считается посто-
янной. Газификация материала топлива проис-
ходит в бесконечно узкой зоне с тепловым эф-
фектом L. В интервале xf ÷ xs, называемом
зоной горения, газовая смесь характеризуется
температурой T (x, t), относительной концен-
трацией Y (x, t), 0 � Y � 1, плотностью ρ и
теплоемкостью при постоянном давлении cp =
const. Область x > xf (зона пламени) заня-
та продуктами горения. Здесь температура Tb,
плотность ρb.

Массовая скорость горения при стационар-
ном режиме — m = ρcu, причем u = dxs/dt =
dxf/dt.

Пусть теперь обдув плоской поверхности
топлива со скоростью w(x) происходит вдоль
направления координаты y (см. рис. 1). Это
приводит к появлению пограничного слоя. На
достаточно большом удалении x → ∞ за пре-

Рис. 1. Структура зоны горения при отсут-
ствии (штриховые линии) и наличии (пунк-
тирные линии) обдува, vsw = vw (x = xsw)

делами пограничного слоя устанавливается по-
стоянное значение этой скорости: w = w∞ =
const. Поверхности газификации и сгорания га-
зовой смеси имеют координаты xfw и xsw.

Картина течения и структура зоны горе-
ния при обдуве поверхности горящего топлива
показаны на рис. 1. Здесь и далее значения па-
раметров при наличии обдува по мере необхо-
димости будем снабжать нижним индексом w,
а значения параметров на поверхности газифи-
кации — нижним индексом s.

Скорость газа до фронта горения V =
ivw + jw — вектор с проекциями vw, w на оси
декартовых координат x, y и единичными век-
торами i, j. Непосредственно за фронтом го-
рения, в зоне пламени, скорость газа V bw =
ivbw + jwb.

Представим пограничный слой состоящим
из двух областей: ламинарного подслоя и зоны
развитого турбулентного течения. Структура
ламинарного подслоя такова [21], что гидроди-
намические параметры в нем сильно меняются
по направлению координаты x и слабо по на-
правлению y и последними можно пренебречь.

Примем следующие предположения:
— при относительно малых скоростях обдува
толщина ламинарного подслоя δg больше тол-
щины зоны горения δb = xfw − xsw в газовой
фазе;
— теплоемкости газовой (cp) и твердой (cc) фаз
топлива одинаковы;
— кинетической энергией движения газа по
направлению нормали к поверхности топлива
можно пренебречь;
— диссипация кинетической энергии газа за
счет сил трения не учитывается.

Сначала необходимо найти основные со-
отношения для фронта горения. Воспользуем-
ся подходом, принятым в теории пограничного
слоя.

В пределах ламинарного подслоя скоро-
сти vw, w, vbw, wb будем полагать зависящими
только от координаты x:

vw = vw(x), w = w(x),

vbw = vbw(x), wb = wb(x).

Изложенная выше физическая картина
установившегося режима горения гомогенного
ракетного топлива при обдуве может быть опи-
сана системой уравнений:

−∞ < x < xsw(t):
∂Tc
∂t

=
1

ρccc

∂

∂x

(
λc

∂Tc
∂x

)
;



К. О. Сабденов, М. Ерзада 79

xsw(t) < x < xfw(t):
∂ρ

∂t
+

∂

∂x
ρvw = 0,

∂Y

∂t
+ vw

∂Y

∂x
=

1

ρ

∂

∂x

(
Dρ

∂Y

∂x

)
,

∂T

∂t
+ vw

∂T

∂x
=

=
1

ρcp

∂

∂x

(
λ
∂T

∂x

)
− 1

2cp

(
∂w2

∂t
+ vw

∂w2

∂x

)
;

xfw(t) < x < δg:
∂ρb1
∂t

+
∂

∂x
ρb1vbw = 0, (3)

∂Tb1
∂t

+ vbw
∂Tb1
∂x

=

=
1

ρb2cp

∂

∂x

(
λ
∂Tb1
∂x

)
− 1

2cp

(
∂w2

∂t
+ vbw

∂w2

∂x

)
.

δg < x < +∞:
∂ρb2
∂t

+
∂

∂x
ρb2vbw = 0,

∂Tb2
∂t

+ vbw
∂Tb2
∂x

=
1

ρb2cp

∂

∂x

(
λ
∂Tb2
∂x

)
.

Система дополняется уравнением состояния
идеального газа (для горючей смеси и про-
дуктов горения) p = ρRgT , где p — давле-
ние, Rg — газовая постоянная рассматрива-
емой смеси. Скорость обдува возьмем в виде
кусочно-линейной зависимости:

w =
cf
2

ρbww
2∞

μ
(x− xsw), x < δg;

(4)

w = w∞, x � δg.

Используются следующие граничные
условия:

x → −∞: Tc = T0;

x = xsw(t): − ρc
dxsw
dt

= −ρ
dxsw
dt

+ ρvw,

−ρc
dxsw
dt

= −ρY
dxsw
dt

+ ρvwY −Dρ
∂Y

∂x
,

−ρc
dxsw
dt

= mw(T ), T = Tc,

λc
∂Tc
∂x

= λ
∂T

∂x
+ Lρc

dxsw
dt

; (5)

x = xfw(t): Y = 0, vw = vbw, T = Tb1,

ρ = ρb1, λ
∂T

∂x
= λ

∂Tb1
∂x

−DρQ
∂Y

∂x
,

−Dρ
∂Y

∂x
= mbw(Tb);

x = δg: Tb1 = Tb2;
∂Tb1
∂x

=
∂Tb2
∂x

;

x → +∞:
∂Tb2
∂x

= 0.

Принятому в (5) знаку L соответствует эндо-
термическая реакция.Массовые скорости горе-
ния mw, mbw равны между собой только в слу-
чае стационарного горения.

Зависимости коэффициентов диффузии D,
теплопроводности λ и вязкости μ газа от тем-
пературы примем в виде

D ∼ T 2, λ ∼ T, μ ≈ const; (6)

по форме они близки экспериментально наблю-
даемым [22] и, как мы покажем ниже, позволя-
ют получить точные аналитические решения.

РАСПРЕДЕЛЕНИЕ
ТЕМПЕРАТУРЫ И КОНЦЕНТРАЦИИ.

СТАЦИОНАРНОЕ ГОРЕНИЕ

Перейдем в системе уравнений (3) при гра-
ничных условиях (5) к безразмерным величи-
нам и лагранжевой координате ξ согласно вы-
ражениям:

−∞ < x < xsw(t): ξ =
u

æc
[x− xsw(t)];

xsw(t) < x < +∞: ξ =
u

σæcρc

x∫
xsw(t)

ρ(x′, t)dx′,

æc =
λc
ccρc

, θc =
Tc
Ts

, θ =
T

Ts
, θb =

Tb
Ts

, (7)

θ0 =
T0
Ts

, q =
Q

cpTs
, ε = −ρc

m

dxsw
dt

,

l =
L

ccTs
, σ =

Dρ2

æcρ2c
, mw = mbw, ω =

w

w∞
.
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Переход к лагранжевой координате позво-
ляет отделить гидродинамическую часть зада-
чи от диффузионно-тепловой, что существенно
облегчает аналитическое решение задачи. Пе-
реход к новым координатам выполним толь-
ко для уравнения теплопроводности. Тогда для
остальных уравнений переход к лагранжевым
координатам не вызовет трудностей.

Частные производные в (3), (4) определе-
ны в эйлеровой системе координат. Переопре-
делим их в новой, лагранжевой системе коор-
динат. Для различия производных по време-
ни в указанных системах координат обозначим
эйлерову производную индексом Eu. Необходи-
мые же расчеты подробно приводятся только
для температуры T . Таким образом,

∂T

∂t

∣∣∣∣
Eu

=
∂T

∂t
+

∂ξ

∂t

∂T

∂ξ
,

∂ξ

∂t
= − uρ

σæcρc

dxsw
d t

+
u

σæcρc

x∫
xsw(t)

∂ρ

∂t
dx′.

В условиях рассматриваемого здесь стационар-
ного горения ∂T/∂t = 0.

Подстановка в выражение для производ-
ной от ξ значения ∂ρ/∂t из второго уравнения
в (3) и последующее вычисление интеграла да-
ют

∂ξ

∂t
= − u

σæcρc

(
ρ
dxsw
dt

+ ρvw − ρvw|x=xsw(t)

)
.

Из второго граничного условия определяем

−ρvw|x=xsw(t) = −ρ
dxsw
dt

+ ρc
dxsw
dt

.

Используя это выражение в формуле для ∂ξ/∂t,
получаем

∂ξ

∂t
= − u

σæcρc

(
ρc

dxsw
dt

+ ρvw

)
.

Вычислив производную от ξ по x,

∂ξ

∂x
=

uρ

σæcρc
, (8)

легко преобразовать левую часть уравнения
для T к виду

∂T

∂t

∣∣∣∣
Eu

+ vw
∂T

∂x
=

= − u

σæcρc

(
ρc

dxsw
dt

+ ρvw

)
∂T

∂ξ
+ vw

∂ξ

∂x

∂T

∂ξ
=

= − u

σæc

dxsw
dt

∂T

∂ξ
=

u2

σæc

(
−1

u

dxsw
dt

∂T

∂ξ

)
=

=
u2

σæc
ε
∂T

∂ξ
.

Несколько проще осуществляется переход
к лагранжевой координате ξ в члене, отвечаю-
щем за кондуктивный перенос тепла:

1

ρcp

∂

∂x

(
λ
∂T

∂x

)
=

=
λρ

cp

(
u

σæcρc

)2 ∂2T

∂ξ2
=

u2

σæc

∂2T

∂ξ2
.

Здесь использованы формула (8), выписанное
для параметра σ выражение из (7) и приня-
тое выше допущение равенства теплоемкостей
(cc = cp). По аналогии с левой частью уравне-
ния теплопроводности можно записать

∂w2

∂t
+ vw

∂w2

∂x
=

u2

σæc
ε
dw2

dξ
,

где частная производная в лагранжевых коор-
динатах принята равной нулю:

∂w2

∂t

∣∣∣∣
La

= 0.

Дальнейший переход к лагранжевой коорди-
нате и безразмерным величинам в оставших-
ся уравнениях не вызывает затруднений. При
преобразовании уравнения диффузии необходи-
мо учесть, что в силу зависимостей (6) для D
и λ справедливы равенства

Dρ2

σæcρ2c
=

Dρ2cp
λρ

= Le, Le =
Dρcp
λ

= const.

РЕШЕНИЕ ПРИ ξg > ξfw

Для случая, когда ширина зоны химиче-
ских реакций ξfw меньше толщины ламинар-
ного подслоя ξg, математическая формулиров-
ка стационарной диффузионно-тепловой зада-
чи в новых переменных имеет вид:
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−∞ < ξ < 0: ε
dθc
dξ

− d2θc
dξ2

= 0;

0 < ξ < ξfw: ε
dθ

dξ
− d2θ

dξ2
= −δε

dω2

dξ
,

ε
dY

dξ
− Le

d2Y

dξ2
= 0; (9)

ξfw < ξ < ξg: ε
dθb1
dξ

− d2θb1
dξ2

= −δε
dω2

dξ
,

δ =
w2∞
2cpTs

;

ξg < ξ < +∞: ε
dθb2
dξ

− d2θb2
dξ2

= 0.

Запишем граничные условия для уравне-
ний (9):

ξ → −∞: θc = θ0;

ξ = 0: θc = θ,
dθc
dξ

=
dθ

dξ
− lε,

ε(1− Y ) + Le
dY

dξ
= 0;

ξ = ξfw: θ = θb1,
dθ

dξ
=

dθb1
dξ

− qLe
dY

dξ
, (10)

−Le
dY

dξ
= ε, Y = 0;

ξ = ξg: θb1 = θb2,
dθb1
dξ

=
dθb2
dξ

;

ξ → +∞:
dθb2
dξ

= 0.

Принятое выше предположение независи-
мости вязкости μ от температуры приводит к
линейной зависимости скорости ω от лагран-
жевой координаты ξ:

ω =
ξ

ξg
, 0 < ξ < ξg;

ω = 1, ξ � ξg; (11)

ξg =
2μu

Cfw∞æcρcσ
=

2vs
Cfw∞

Sc =
2√
Cf

Sc

J
,

где Sc = ν/D — число Шмидта, ν — кинема-
тическая вязкость, ξg — толщина ламинарного
подслоя в лагранжевых координатах, J — чис-
ло Вилюнова:

J =
√

Cf
w∞
vs

.

Дополнительно к граничным условиям
(10) должно выполняться балансное соотноше-
ние

ε =
mw(Tsw)

m
=

mbw(Tfw)

mb
, (12)

где Tsw — температура на поверхности топли-
ва, Tfw — температура горения, которая в си-
лу принятого предположения бесконечно тон-
кой зоны горения в газовой фазе совпадает с
температурой пламени Tbw (Tfw = Tbw).

Решения системы (9) с граничными усло-
виями (10) даются выражениями:

−∞ < ξ < 0: θc = θ0 + (θsw − θ0) exp(εξ);

0 < ξ < ξfw: θ = θ0− l+(θsw − θ0 + l + lw)×

× exp(εξ) − lw

(
1 + εξ +

ε2ξ2

2

)
,

Y = 1− (1− Ysw) exp
εξ

Le
; (13)

ξfw < ξ < ξg: Y = 0,

θb1 = θ0 − l + q + lw(1 + εξg) exp(−εξg)×

× exp(εξ) − lw

(
1 + εξ +

ε2ξ2

2

)
;

ξg < ξ < +∞: θb2 = θ0 − l + q − δ = θbw.

Здесь для сокращения записи и удобства пред-
ложено использовать безразмерный параметр

lw =
2δ

ξ2gε
2
.

Он имеет смысл фиктивного теплового эффек-
та газификации твердой фазы топлива. Его по-
явление вызвано потерей тепла в зоне горения
газовой фазы вследствие перехода внутренней
энергии газа в его кинетическую энергию дви-
жения.

Ширина зоны горения определяется фор-
мулой
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ξfw = −Le

ε
ln(1− Ysw) =

(14)

=
1

ε
ln

[
q

θsw + l − θ0+ lw(1− (1 + εξg) exp(−εξg))

]
,

где Ysw — массовая концентрация горючего
газа вблизи поверхности разложения топлива,
θsw = Tsw/Ts — безразмерная температура
на поверхности газификации топлива, θbw =
Tbw/Ts — безразмерная температура пламени.

РЕШЕНИЕ ПРИ ξg < ξfw

В случае, когда ширина зоны горения
больше толщины ламинарного подслоя, влия-
ние турбулентности на горение становится до-
статочно существенным. Но в турбулентном
пограничном слое ламинарный подслой от зо-
ны развитой турбулентности отделен буфер-
ным слоем, толщина которого сравнима с тол-
щиной ламинарного подслоя [21]. В буферном
слое по мере удаления от твердой поверхности
интенсивность турбулентности постепенно на-
растает. Поэтому при ξg < ξfw, но ξg ≈ ξfw
влиянием турбулентности на горение можно
пренебречь. При этом решения уравнений го-
рения оказываются полезными при общем ана-
лизе процессов горения. Поэтому рассмотрим
уравнения:

−∞ < ξ < 0: ε
dθc
dξ

− d2θc
dξ2

= 0;

0 < ξ < ξg: ε
dθ

dξ
− d2θ

dξ2
= −δε

dω2

dξ
,

ε
dY

dξ
− Le

d2Y

dξ2
= 0; (15)

ξg < ξ < ξfw: ε
dθb1
dξ

− d2θb1
dξ2

= 0;

ε
dY1
dξ

− Le
d2Y1
dξ2

= 0;

ξfw < ξ < +∞: ε
dθb2
dξ

− d2θb2
dξ2

= 0.

Граничные условия:

ξ → −∞: θc = θ0;

ξ = 0: θc = θ,
dθc
dξ

=
dθ

dξ
− lε,

ε(1− Y ) + Le
dY

dξ
= 0;

ξ = ξg: θ = θb1,
dθ

dξ
=

dθb1
dξ

, Y = Y1,

dY

dξ
=

dY1
dξ

;

ξ = ξfw: θb1 = θb2,
dθb1
dξ

=
dθb2
dξ

− qLe
dY1
dξ

,

−Le
dY1
dξ

= ε, Y1 = 0;

ξ → +∞:
dθb2
dξ

= 0.

Решение задачи (15) с приведенными гра-
ничными условиями не вызывает трудностей и
дается следующими формулами:

−∞ < ξ < 0: θc = θ0 + (θsw − θ0) exp(εξ);

0 < ξ < ξg: θ = θ0 − l + (θsw − θ0 + l + lw)×

× exp(εξ) − lw

(
1 + εξ +

ε2ξ2

2

)
,

Y = 1− (1− Ysw) exp
εξ

Le
; (16)

ξg < ξ < ξfw: Y1 = 1− (1− Ysw) exp
εξ

Le
,

θb1 = θ0 − l − δ + [θsw − θ0 + l +

+ lw[1− (1 + εξg) exp(−εξg)]] exp(εξ);

ξfw < ξ < +∞: θb2 = θ0 − l + q − δ, Yb2 = 0.

Ширина зоны горения по-прежнему определя-
ется формулой (14).

В формулах (10)–(14), (16) остаются
неопределенными температура пламени θbw в
газовой фазе и температура θsw на поверхно-
сти газификации твердой фазы топлива. Они
необходимы для расчета коэффициента эрозии
ε. Вычислению этих величин посвящен следу-
ющий параграф.
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ВЫРАЖЕНИЕ ДЛЯ КОЭФФИЦИЕНТА ЭРОЗИИ

При отсутствии обдува (δ = 0) ε = 1,
θsw = 1, θbw = θb = θ0 + q − l, а безразмерная
ширина зоны горения определяется как

ξfw = ξf = ln
q

1 + l − θ0
.

Второе равенство в (12) определяет коэф-
фициент эрозии через скорость горения в газо-
вой фазе [23]:

ε =
mfw

mb
= exp

[
E

2R

(
1

Tb
− 1

Tfw

)]
=

= exp

[
E

2RTb

(
1− Tb

Tfw

)]
,

где E — эффективная энергия активации хи-
мических реакций. Перепишем эту формулу с
учетом введенных безразмерных величин:

ε = exp

[
1

2βθb

(
1− θb

θfw

)]
, β =

RTs
E

. (17)

Коэффициент эрозии можно также рассчи-
тать через скорость газификации твердой фазы
топлива [6]:

ε = exp

[
1

2βc

(
1− 1

θsw

)]
, βc =

Ec

RTs
, (18)

где Ec — энергия активации реакции, приво-
дящей к газификации твердой фазы топлива.

Приравнивая выражения под экспонентой
в (17) и (18), находим связь между темпера-
турой в бесконечно узкой зоне химических ре-
акций и температурой поверхности газифика-
ции:

θsw =

[
1− βc

βθb

(
1− θb

θfw

)]−1

. (19)

Рассмотрим случай, когда ширина зоны
горения меньше и больше толщины ламинар-
ного подслоя. Если ξg > ξfw, то температуру
θfw можно рассчитывать, используя формулу
для θb1 из (13). Следовательно,

θfw = θb − lw

[
1 + εξfw +

1

2
ε2ξ2fw −

− (1 + εξg) exp(−εξg) exp(εξfw)

]
.

Отсюда

θfw
θb

= 1− 2δ

ε2ξ2gθb
Φ,

Φ = 1 + εξfw +
1

2
ε2ξ2fw − (20)

− (1 + εξg) exp(−εξg) exp(εξfw).

Если ξg < ξfw, то температура θfw рассчиты-
вается по формуле

θfw = θ0 − l + q − δ = θb − δ

или

θfw
θb

= 1− δ

θb
. (21)

В первом случае расчет усложняется тем, что
правая часть (20) неявно зависит от темпера-
туры θfw. Поэтому приходится решать транс-
цендентное алгебраическое уравнение.

Уравнения (18)–(21), дополненные форму-
лой (14), являются полной системой, позволя-
ющей найти температуру поверхности газифи-
кации и зоны химических реакций, а также ко-
эффициент эрозии [16]. Приведенные матема-
тические соотношения достаточно сложны, по-
лучить на их основе простые аналитические
формулы, подобные (1) и (2), не представляет-
ся возможным.

РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННОГО РЕШЕНИЯ

Система алгебраических уравнений (18)–
(21), (14) с неизвестными величинами ε, θsw,
θfw, ξfw решалась применением итерационного
процесса по следующему алгоритму. Вначале
задается стартовое значение θsw. После этого
вычисляются эрозионный коэффициент по фор-
муле (18), а также ξg и ξfw — по формулам
(11) и (14). Далее проверяется, какое выбрать
условие: ξg < ξfw или ξg > ξfw, и в зависи-
мости от этого для расчета температуры θfw
применяется либо формула (20), либо (21). По
найденному значению этой температуры про-
водится вторичное вычисление θsw. Если это
значение температуры сильно отличается от
стартового, вся процедура расчета повторяет-
ся. Причем вычисленное значение θsw прини-
мается как стартовое для последующих итера-
ций.
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Скорость горения вычислялась по форму-
ле Хаггиса [24]

u ∼ pν

Ts − T0
.

Она приводилась к безразмерной форме отно-
сительно базовых значений давления p0 и на-
чальной температуры T0:

u =

(
p

p0

)ν

KT , KT =
1− θ0
1− θ0v

,

где θ0v — варьируемая начальная температу-
ра.

Скорость оттока газа от поверхности топ-
лива при обдуве рассчитывалась по формуле

vsw = vsu
p0
p

Tsw
Ts

.

Эта формула следует из закона сохранения
массы при исключении плотности газа с помо-
щью уравнения состояния идеального газа.

Результаты расчета характеристик эрози-
онного горения, приведенные на рис. 2, 3, вы-
полнены при следующих значениях парамет-
ров: w∞ = 5 ÷ 200 м/с (J = 0.4÷ 17.4), p/p0 =
10, ν = 0.6, cp = 800 Дж/(кг ·K), Ts = 600 K,
β = 0.01, βc = 0.1, θ0 = θ0v = 0.35, l = 0.2, q =
3.5, Sc = 0.8, Cf = 0.03.

Критическому значению числа Вилюнова
J∗, при превышении которого наблюдается по-
ложительный эрозионный эффект, можно дать
два определения. Согласно первому определе-
нию [6]

J∗1 =
32.5Sc

(θb − q) ln[q/(1 + l − θ0)] + θb − 1
.

Рис. 2. Параметры ε (кривая 1), θsw (2) и θfw
(3) как функции числа J

Рис. 3. Графическое определение второго кри-
тического числа Вилюнова J∗2

Эта формула получена при условии отсутствия
отрицательного эрозионного эффекта и дости-
жения числом Булгакова — Липанова Θ [6]
критического значения Θ = 1,

Θ =
xfw − xsw

δg
,

где δg — толщина вязкого подслоя турбулент-
ного пограничного слоя. Например, в представ-
ленных расчетах первое критическое число Ви-
люнова J∗1 = 9.08.

Число Булгакова — Липанова в лагран-
жевых координатах записывается в виде Θ =
ξfw/ξg. При учете отрицательного эрозионно-
го эффекта, который имеет место всегда, вто-
рое определение критического числа Вилюнова
J∗2 тоже получается из равенства Θ = 1. Но
второму определению соответствует точка пе-
ресечения кривых ξfw(J) и ξg(J) (см. рис. 3).
Эта точка характеризуется равным по моду-
лю вкладом отрицательного и положительного
эрозионных эффектов [16], и в ней эрозионный
коэффициент как функция параметра J дости-
гает минимума.

Как известно [18], проявление отрицатель-
ного эрозионного эффекта ослабевает со сни-
жением начальной температуры. Результаты
расчета показывают следующее: хотя с умень-
шением θ0v наблюдается (рис. 4) относительно
слабое усиление отрицательного эрозионного
эффекта, в действительности происходит сни-
жение критической скорости w∗ (рис. 5). Все
три значения θ0v3 < θ0v2 < θ0v1, рассчитан-
ные при различных начальных температурах,
найдены из условия Θ = 1.
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Рис. 4. Эрозионный коэффициент при началь-
ных температурах θ0v3 = 0.25, θ0v2 = 0.35,
θ0v1 = 0.45

Рис. 5. Ширина ламинарного подслоя и шири-
на зоны горения в газовой фазе как функции
скорости обдува w∞ при различных началь-
ных температурах θ0vi, i = 1, 2, 3 (см. рис. 4).
Снижение критической скорости w∗3 < w∗2 <
w∗1 с уменьшением начальной температуры

При w∞ > w∗ (Θ > 1) начинают сильнее
действовать механизмы, ответственные за про-
явление положительного эрозионного эффек-
та. Снижение критической скорости с умень-
шением начальной температуры означает, что
область возникновения отрицательной эрозии
сужается. Проявление положительного эрози-
онного эффекта начинается при более низких
начальных температурах, что в целом приво-
дит к подавлению отрицательного эрозионного
эффекта [16].

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Проведенный расчет скорости горения при
проявлении отрицательного эрозионного эф-
фекта аналитическими методами подтвержда-
ет основные выводы работы [16]. Совместное
рассмотрение механизмов, ответственных за
проявление отрицательного и положительного
эрозионных эффектов, приводит к тому, что
принимается второе определение критическо-
го числа Вилюнова: число определяет грани-
цу, где действия отрицательного и положи-
тельного эрозионных эффектов уравновешива-
ются. При этом использование числа Булга-
кова — Липанова оказывается универсальным
средством для определения области доминиро-
вания положительной или отрицательной эро-
зии.

Переход части тепловой энергии, выделя-
ющейся при химических реакциях, в кинети-
ческую энергию движения газа вдоль поверх-
ности горении твердого топлива проявляется в
виде кажущегося теплового эффекта газифика-
ции lw твердой фазы топлива.
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