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Дано решение задачи о тепловом взрыве реагента в форме полого цилиндра при граничных

условиях третьего рода обратным методом. Предложены методы определения критических па-
раметров в общем и частных случаях. Получены трансцендентные уравнения, через корни ко-
торых определяются критические значения параметра Франк-Каменецкого. Приведены резуль-
таты численного анализа и даны аппроксимирующие функции для определения критического

параметра Франк-Каменецкого в зависимости от числа Био.
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Тепловой взрыв полого цилиндра при гра-
ничных условиях первого рода рассмотрен в

[1–3]. В данной работе предпринята попыт-
ка исследовать критические условия теплового

взрыва полого цилиндра при граничных усло-
виях третьего рода.

Постановка задачи сводится к следующе-
му: в неограниченном полом цилиндре про-
текает химическая реакция нулевого порядка,
подчиняющаяся закону Аррениуса. На внут-
ренней и внешней поверхностях цилиндра осу-
ществляется конвективный теплообмен с окру-
жающей средой. Математическая модель ис-
следуемой задачи имеет вид

d2θ

dξ2
+

1
ξ

dθ

dξ
+ δ exp θ = 0, (1)

Bi1θ =
dθ

dξ
при ξ = k, (2)

Bi2θ = −dθ

dξ
при ξ = 1. (3)

В (1) применено преобразование экспонен-
ты в законе Аррениуса, выполненное по Франк-
Каменецкому [4].

В (1)–(3) использованы следующие обозна-
чения: θ = E(T − T∞)/RT 2

∞ — безразмерная

температура; E — энергия активации; T —
температура; T∞ — температура окружающей

среды; R — универсальная газовая постоян-
ная; ξ = r/R2 — безразмерная координата;

r — координата; R2 — внешний радиус цилин-
дра; δ = Qk0 exp(−E/RT∞)ER2

2/λRT 2
∞ — па-

раметр Франк-Каменецкого; Q — тепловой эф-
фект реакции; k0 — предэкспонент; λ — тепло-
проводность; Bi1 = α1R1/λ и Bi2 = α2R2/λ —
критерии Био, вычисленные по внутреннему
(R1) и внешнему (R2) радиусу полого цилин-
дра; α1 и α2 — коэффициенты теплоотдачи;
k = R1/R2; за характерный размер принят
внешний радиус цилиндра, а за характерную
температуру — T∞.

Из решения системы (1)–(3) в явной

форме не удается получить выражение для

определения критического параметра Франк-
Каменецкого. В последнее время для решения
сложных краевых задач теплопроводности ин-
тенсивно используют обратные методы [5–7
и др.]. В отличие от прямых краевых задач

теплопроводности, в которых определяется по-
ле температур объекта, в обратных задачах
по распределению температуры отыскивают-
ся параметры или коэффициенты, входящие в
граничные условия или уравнение. В теории

теплового взрыва обратные методы применя-
лись в ранних работах [8–10 и др.] при опреде-
лении кинетических параметров. Задачи теп-
лового взрыва пластины при граничных усло-
виях третьего рода исследовались обратным

методом в [11, 12].
Цель настоящей работы — исследование

обратным методом критических условий теп-
лового взрыва. Суть обратного метода в данной
работе сводится к тому, что задаются значения
температур на внутренней и внешней поверх-
ностях цилиндра (T1 и T2) и решается уравне-
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ние (1) при несимметричных граничных усло-
виях первого рода

ξ = k : θ = 0,
ξ = 1 : θ = θ2,

(4)

где θ2 = E(T2 − T1)/(RT 2
1 ). Более высокая

температура T1 принимается за масштабную.
Уравнение (1) при граничных условиях (4) ре-
шено в [1]. Из этого решения можно получить
выражения для критического параметра ξ∗ и
градиентов температур на внутренней и внеш-
ней поверхностях цилиндра gk и g1. Решение
уравнения (1) записывается в виде [4]

exp θ = a/ξ2 ch2(µ ln ξ − b),

где a и b — постоянные интегрирования, µ =
(aδ/2)0,5,

δ∗ = 2(ln p∗q∗)2/a∗(ln k)2, (5)

gk = −2(1 + th(ln p∗)µ∗)/k,
(6)

g1 = 2(1− th(ln q∗)µ∗).

Значение a∗, соответствующее критическим

условиям теплового взрыва, определяется из
трансцендентного уравнения

x/(p− x) + z/(q − z) = ln(pq), (7)

где p = x + (x2 − 1)0,5; x = a0,5/k; q = z +
(z2 − 1)0,5; z = (a exp(−θ2))0,5, µ = ln(pq)/ ln k.
При k → 0 значение δ∗ следует вычислять ите-
рацией из (5), поскольку определение a∗ из (7)
вызывает вычислительные трудности.

Для того чтобы провести сравнение ре-
зультатов расчетов с опубликованными данны-
ми, в (5) и (6) надо перейти от T1 к T∞ и от

R2 к H = R2 − R1 (R2 = H/(1 − k)). Тогда
уравнения (5), (6) примут вид

δ = δ∗n
2
1 exp(U(1− 1/n1)),

gk,H = gk(1− k), (8)

g1,H = g1(1− k).

Здесь n1 > 1 и его значение связано с темпе-
ратурой на горячей поверхности зависимостью

T1 = n1T∞; U = E/RT∞.
Определив δ∗, gk,H и g1,H из уравнений

(5), (6) и (8), граничные условия (2), (3) можно
представить в виде

Bik,HU(n1 − 1)/n2
1 = gk,H ,

(9)

Bi1,HU(n2 − 1)/n2
1 = g1,H ,

где n2 > 1 и находится из зависимости T2 =
n2T∞; Bik,H = α1H/λ; Bi1,H = α2H/λ; H =
R2 − R1. Из (9) определяются числа Био, со-
ответствующие заданным температурам. В об-
щем случае, когда Bik,H 6= Bi1,H и T1 6=
T2, приведенная система уравнений решается
методом последовательных приближений. Для
частных случаев удается получить аналити-
ческие и аппроксимирующие зависимости для

критического параметра δ∗. Рассмотрим част-
ные случаи.

1. Пусть k → 1 (k = 0,995), T1 = T2. Тогда
решение уравнения (1) при граничных услови-
ях ξ = k: θ = 0; ξ = 1: θ = 0 приводит к урав-
нению (5), где x = a0,5/k и z = a0,5. Из (5)
получаем δ∗ = 3,512. При k → 1 полый ци-
линдр может рассматриваться как плоское те-
ло. В этом случае при симметричных гранич-
ных условиях первого рода δ∗ = 3,52 [4], если
за характерный размер принята вся толщина

кольцевого слоя. Результаты по определению

δ∗ практически одинаковы, что свидетельству-
ет о возможности предельного перехода от по-
лого цилиндра к плоскому телу. Вычислениями
по (6) и (8) получаем, что gk,H = g1,H = 4.
Здесь при T1 = T2 имеем n1 = n2 = n и

Bik,H = Bi1,H = Bi. Значение n определяется
из (9) по формуле (10). Для критического пара-
метра теплового взрыва получается следующее

аналитическое выражение:

δ(Bi) = 3,51n2 exp(−U(1− 1/n)), (10)
n = 2(1− (1− x)0,5)/x, x = 16/BiU.

Здесь и далее в расчетах используется значе-
ние U = 50. Изменение U в интервале 30 ÷ 70
практически не влияет на величину δ.

2. Пусть значения k лежат в интервале

0,1÷ 0,9 при T1 = T2. В этом случае Bi1 6= Bi2,
n1 = n2 = n. Здесь не удается получить ана-
литические зависимости для критических па-
раметров. Обобщение результатов расчетов об-
ратным методом приводит к таким аппрокси-
мирующим зависимостям:

gk,H = exp(1,7461− 0,5939 ln k− 0,9784/ exp k),

g1,H = (9,9328 + 6,0706k + 0,9332 ln k)0,5,

n = 2(1−(1−x)0,5)/x, x = 4gk,H/UBik,H , (11)
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δ∗ = 3,8050− 0,2937k + 0,2709 ln k,

δ = δ∗n
2 exp(−U(1− 1/n),

Bi1,H = g1,Hn2/U(n− 1).

Процедура расчетов сводится к следующе-
му: по исходным данным k и Bik,H вычисляют

градиенты температур на поверхностях цилин-
дра по формулам (6), (8), n и δ∗ находят из
уравнений (9), (5) соответственно, а значение
Bi1,H , соответствующее заданной температу-
ре, — из (9). Относительная ошибка аппрок-
симирующих формул менее 1 %.

3. Пусть внутренняя поверхность цилин-
дра теплоизолирована и на внешней поверхно-
сти осуществляется конвективный теплообмен.
Для сравнения обратного и прямого методов

решения интересен случай, когда k → 0. Нуж-
но решить (1) при граничных условиях

ξ = k (k → 0): dθ/dξ = 0,
ξ = 1: Bi1,H(n− 1)/n2 = g1,H .

(12)

Значения g1,H и δ∗, необходимые для вычис-
ления δ(Bi), определяются из решения (1) при
граничных условиях

ξ = k: dθ/dξ = 0,
ξ = 1: θ = 0.

(13)

Решение уравнения (1) при граничных

условиях (13) приведено в работе [2], из кото-
рого при k = 0,001 получено g1,H = 2,011 и
δ∗ = 1,995. Решение прямой задачи (1) при
условиях (13) в [4] при k = 0 дает значения
g1,H = 2 и δ∗ = 2. Результаты практически

идентичны. Это позволяет считать, что имеет
место переход от полого цилиндра к сплошно-
му. Решение (12) при g1,H = 2 относительно n
дает

n = 2(1− (1− x)0,5)/x; x = 8/BiU. (14)

При δ∗ = 2 из (8) получается зависи-
мость критического параметра от числа Bi для
сплошного цилиндра:

δ(Bi) = 2n2 exp(−U(1− 1/n)). (15)

Задача о тепловом взрыве сплошного ци-
линдра при граничных условиях третьего рода

прямым методом решена в [13], где в качестве

Рис. 1. Зависимость ε от числа Био:
а — решение прямой задачи, б — обратной; ε =
[δ[13]− δ(15)] · 100/δ[13]

Рис. 2. Зависимость параметра δ от числа Био
при Bi1 = Bi2 = Bi

масштабной температуры принята температу-
ра окружающей среды. На рис. 1 для сравне-
ния приведены результаты расчетов зависимо-
сти δ(Bi) прямым [13] и обратным (15) метода-
ми. Видно, что при малых числах Bi резуль-
таты расходятся, а при больших разность ε
асимптотически стремится к нулю. Расхожде-
ние результатов обусловлено применением раз-
личных характерных температур в двух мето-
дах. Влияние масштабной температуры на ре-
зультаты расчетов при малых значениях Bi ра-
нее было отмечено в [14]. При малых числах
Bi для определения δ желательно пользоваться
уравнением (15).

4. Пусть Bi1 = Bi2 = Bi, T1 6= T2, n1 6= n2.
Уравнение (1) нужно решать при граничных
условиях третьего рода.

Решение этой задачи обратным методом

и обобщение расчетных результатов позволили



получить следующие аппроксимирующие зави-
симости:

δ = exp(1,0464− 3,6962/Bi + 23,518 · 10−3 lnBi)
при k = 0,1;

δ = exp(1,2251−3,9229/Bi−0,4071 ·10−2 lnBi),
k = 0,3;

δ = exp(1,2526− 3,9635/Bi− 2,5322 · 10−6Bi2),
k = 0,5;

δ = exp(1,2703− 3,9815/Bi− 0,3047 · 10−3Bi),
k = 0,7;

δ = exp(1,3216− 4,0617/Bi− 0,0174 lnBi),
k = 0,9.

Относительная ошибка аппроксимирующих за-
висимостей в интервале Bi = 2÷50 не превосхо-
дит 2 %. Некоторые результаты расчетов δ(Bi)
приведены на рис. 2. Видно, что при Bi = 2
кривые практически сливаются и стремятся к

нулю при Bi → 0. Так, при Bi = 0,4 имеем
δ = 7·10−6. Расчеты показывают, что бо́льшим
значениям k соответствует больший параметр
δ. Увеличение k от 0,1 до 0,9 приводит к из-
менению в пределах 7 ÷ 14 % при Bi = 2 ÷ 50.
Объясняется это тем, что при больших значе-
ниях k возрастает площадь поверхности охла-
ждения. Процедура расчета применительно к
обратному методу подробно излагалась выше.

Из стационарной теории теплового взрыва

[4] известно, что критические параметры теп-
лового взрыва для плоского тела и сплошного

цилиндра определяются из ветви решения, со-
ответствующей устойчивому режиму. Соглас-
но [1, 2] критические параметры для полого ци-
линдра определяются по ветви решения, соот-
ветствующей устойчивому режиму. Предель-
ные переходы от полого цилиндра к сплошно-
му цилиндру и плоскому телу, установленные
в настоящей работе, также свидетельствуют о
реализации устойчивого режима в полом ци-
линдре.

Таким образом, в работе исследова-
ны критические условия теплового взрыва

полого цилиндра при граничных условиях

третьего рода обратным методом. В общем

случае критический параметр теплового

взрыва Франк-Каменецкого определяется

методом последовательного приближения.
Для частных случаев получены аналити-
ческие и аппроксимирующие зависимости

для определения указанного параметра.
Установлено, что при k → 0 и k → 1 име-
ют место предельные переходы от полого

цилиндра к сплошному цилиндру и плоско-
му телу. Показано, что при малых значениях

Bi выбор масштабной температуры значитель-
но влияет на критический параметр теплового

взрыва.
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с. 30, левая колонка, 11-я строка снизу:
δ = δ∗n2

1 exp(U(1− 1/n1)) δ = δ∗n2
1 exp(−U(1− 1/n1))(1− k)2
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k = 0,995 k = 0,9995


