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Изучается влияние теплового излучения на теплоперенос в неустановившемся течении
наножидкости (вода, содержащая частицы меди) на сжимающейся по экспоненциаль-
ному закону пористой пластине. С помощью преобразования исходная задача сводится
к краевой задаче для обыкновенных нелинейных дифференциальных уравнений. С ис-
пользованием численного метода получены два неавтомодельных решения и выполнен
их анализ при различных значениях параметров задачи. Установлено, что наличие теп-
лового излучения приводит к существенному увеличению скорости переноса тепла, при
этом толщина теплового пограничного слоя уменьшается.
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Введение. Изучению свойств наножидкостей посвящено большое количество работ,
поскольку такие жидкости широко применяются в различных технологических процессах

и встречаются в природе. Например, наножидкости используются при охлаждении элек-
тронных устройств, транспортировке различных веществ, в химических каталитических
реакторах и т. п. Течение крови в венах живых организмов также является течением
наножидкости.

Модель наножидкости впервые была предложена в работе [1]. Наножидкость — это

жидкость (базовая жидкость), в которой содержатся наночастицы оксидов, металлов, кар-
бидов, нитридов или нанотрубки. В качестве базовой жидкости используются моторные
масла, вода, этиленгликоль и т. д. Большинство базовых жидкостей, таких как смазочные
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вещества, вода, нефтепродукты и др., имеют низкую теплопроводность, и скорость пере-
носа тепла в них не удовлетворяет требованиям, предъявляемым к базовым жидкостям,
используемым для быстрого охлаждения в современных устройствах. Надежным способом
увеличения теплопроводности базовых жидкостей является добавление в них наночастиц.
Наножидкости используются при создании наноматериалов [2] и жидкостей с заданными
свойствами [3], а также для очищения различных поверхностей от масел, поскольку они
обладают хорошей смачиваемостью и растекаемостью [4]. Явление теплопереноса в погра-
ничном слое жидкости на растягиваемой пленке встречается во многих технологических

процессах (производство бумаги, стекловолокна, горячая прокатка).
В работе [5] решалась задача о течении в пограничном слое, которое вызвано растяже-

нием пленки по линейному закону, теплоперенос в таком течении изучался в [6]. Течение
жидкости на сжимающейся пленке исследовалось в [7]. В работе [8] получены условия

существования и единственности автомодельного решения задачи о течении жидкости

на сжимающейся пленке. Теплоперенос в пограничном слое жидкости на растягиваемой
пленке, скорость которой изменялась по экспоненциальному закону, изучался в работе [9].
Такая же задача решалась в [10] с учетом всасывания жидкости через поверхность пленки.
В [11] рассмотрена задача о течении в пограничном слое наножидкости на растягиваю-
щейся пленке, скорость которой изменялась по линейному закону. В [12] с использованием
метода гомотопического анализа получено аналитическое решение задачи о течении нано-
жидкости на растягивающейся по экспоненциальному закону пленке. В [13] исследовалось
течение в пограничном слое жидкости в окрестности точки торможения при набегании

потока на растягивающуюся (сжимающуюся) пленку. Автомодельное решение задачи о
переносе тепла в окрестности растягивающейся пленки, помещенной в наножидкость, по-
лучено в работе [14]. В [15] изучался теплоперенос в окрестности точки торможения на
сжимающейся (растягивающейся) пластине в потоке жидкости с наночастицами меди.
В [16] исследована смешанная конвекция в окрестности точки торможения на сжимающей-
ся пластине, помещенной в поток жидкости, содержащей наночастицы меди. Влияние сил
плавучести на теплоперенос в окрестности точки торможения на сжимающейся (растя-
гивающейся) пластине в потоке жидкости изучено в работе [17]. В [18] исследовался теп-
лоперенос в наножидкости в окрестности движущейся проницаемой плоской поверхности.
В [19] изучен теплоперенос в наножидкости в окрестности сжимающейся (растягивающей-
ся) пористой пленки.

Исследование нестационарных задач позволяет выявить новые закономерности тече-
ния жидкости в окрестности сжимающейся пленки. Нестационарное течение в погранич-
ном слое в окрестности сжимающейся пленки с учетом всасывания изучалось в работе [20].
В [21] исследовано нестационарное течение электропроводящей жидкости в окрестности
сжимающейся пленки. В [22] рассмотрено двумерное течение в пограничном слое неньюто-
новской степенной жидкости в окрестности сжимающейся пленки. Теплоперенос в окрест-
ности точки торможения в неустановившемся потоке, набегающем на сжимающуюся (рас-
тягивающуюся) пленку, изучался в работе [23].

В [24] решена задача о неустановившемся течении наножидкости в окрестности про-
ницаемой сжимающейся (растягивающейся) по линейному закону пленки.

При исследовании течения жидкости, происходящего при высокой температуре, необ-
ходимо учитывать тепловое излучение. Имеется небольшое количество работ, в которых
изучалось нестационарное течение жидкости, вызванное сжатием пленки, с учетом теп-
лового излучения. В [25] исследован процесс теплопереноса в пограничном слое жидкости,
обтекающей клин, с учетом теплового излучения. В [26] с учетом теплового излучения
изучалось влияние сил плавучести на тепломассоперенос в жидкости в окрестности точ-
ки торможения на растягивающейся пленке. В работе [27] исследовано влияние теплового
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излучения на теплоперенос в жидкости в окрестности точки торможения на проницаемой

растягивающейся пленке. Автомодельное решение задачи о теплопереносе с учетом теп-
лового излучения в жидкости в окрестности движущейся пластины получено в [28]. В [29]
изучалось влияние теплового излучения на течение микрополярной жидкости в окрестно-
сти пористой сжимающейся пленки. В работе [30] исследовано влияние теплового излу-
чения на течение жидкости в окрестности пористой сжимающейся по экспоненциальному

закону пленки, в [31] — на магнитогидродинамическое течение жидкости в окрестности

сжимающейся пленки с учетом конвективных краевых условий.
В настоящей работе решается задача о течении наножидкости вблизи сжимающейся

по экспоненциальному закону пленки с учетом теплового излучения.
1. Математическая формулировка задачи. Рассмотрим неустановившееся тече-

ние несжимаемой наножидкости на сжимающейся по экспоненциальному закону пластине

с учетом теплового излучения. Базовой жидкостью является вода, наполнителем — нано-
частицы меди. Уравнения неразрывности, движения и теплопереноса с учетом теплового
излучения имеют вид [24, 32]

∂u
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+
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∂u
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∂qr

∂y
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Для системы (1)–(3) задаются следующие начальные и краевые условия:

t < 0: u = 0, v = 0, T = T∞,

t > 0: u = −Uw, v = −vw, T = Tw(x, t) = T∞ + T0 ex/(2L) /(1− γt), y = 0,

u → 0, T → T∞, y →∞.

(4)

В (1)–(4) u, v — компоненты вектора скорости в направлениях осей x и y соответственно;

Uw = a ex/L /(1−γt) — переменная скорость частиц, принадлежащих поверхности пласти-
ны; a > 0 и γ > 0 — константы, имеющие размерности [м/c] и [c−1] соответственно; L —

характерная длина; vw = v0 ex/(2L) /
√

1− γt — переменная скорость всасывания; v0 > 0 —
константа; T — температура; qr — поток тепла; Tw — температура поверхности пласти-
ны; T0 — отсчетная температура; T∞ — постоянная температура потока на бесконечности;
µnf — вязкость наножидкости; ρnf — плотность наножидкости; αnf — коэффициент тер-
модиффузии наножидкости; (ρcp)nf — удельная теплоемкость наножидкости [33]:

µnf =
µf

(1− ϕ)2,5
, ρnf = (1− ϕ)ρf + ϕρs, αnf =

knf

(ρcp)nf
,

(ρcp)nf = (1− ϕ)(ρcp)f + ϕ(ρcp)s,
knf

kf
=

ks + 2kf − 2ϕ(kf − ks)

ks + 2kf + ϕ(kf − ks)
,

ϕ — объемная доля твердых частиц в наножидкости; knf — теплопроводность наножид-
кости; µf — вязкость базовой жидкости; kf — теплопроводность базовой жидкости; ks —
теплопроводность твердых частиц; (ρcp)f — удельная теплоемкость базовой жидкости;
(ρcp)s — удельная теплоемкость твердых частиц. Для потока тепла примем аппроксима-
цию Росселанда [34]:

qr = −4σ∗

3k∗
∂T 4

∂y
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(σ∗ — константа Стефана — Больцмана; k∗ — коэффициент поглощения). Температура
такова, что величину T 4 можно разложить в ряд Тейлора. Разлагая T 4 в окрестности

точки T∞ и пренебрегая членами более высокого порядка малости, получаем

T 4 ' 4T 3
∞T − 3T 4

∞. (5)

С учетом (5) уравнение (3) записывается в следующем виде:
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Выполним следующую замену переменных:

u =
a

1− γt
ex/L f ′(η), v = −

√
avf

2L(1− γt)
ex/(2L)[f(η) + ηf ′(η)],

η =

√
a

2Lvf (1− γt)
ex/(2L) y, θ(η) =

T − T∞
Tw − T∞

.

(7)

В переменных (7) уравнения (2), (6) сводятся к нелинейным обыкновенным дифференци-
альным уравнениям

1

(1− ϕ)2,5(1− ϕ + ϕ ρs/ρf )
f ′′′ + ff ′′ − 2f ′2 − A(2f ′ + ηf ′′) = 0,

knf/kf

Pr [1− ϕ + ϕ(ρcp)s/(ρcp)f ]
θ′′ +

3N

3N + 4
[fθ′ − f ′θ − A(2θ + ηθ′)] = 0,

(8)

а краевые условия приводятся к виду

f(0) = S, f ′(0) = −1, θ(0) = 1, f ′(∞) → 0, θ(∞) → 0, (9)

где штрих обозначает производную по переменной η; Pr = vf/αf — число Прандтля;

N = knfk∗/(4σ∗T 3
∞) — параметр теплового излучения; S = v0

√
2L/(avf ) > 0 — параметр

всасывания; A = γL e−x/L /a — параметр неустановившегося течения. При A 6= 0 течение
является нестационарным, и решение, полученное в данной работе, не является автомо-
дельным. При A = 0 течение является установившимся и полученное решение является
автомодельным.

Выражения для локального коэффициента поверхностного трения и локального числа

Нуссельта записываются в виде
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,

или
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√
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x
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3N
θ′(0),

где Rex = xUw/vf — локальное число Рейнольдса.
2. Результаты решения задачи и их обсуждение. Численное решение системы

дифференциальных уравнений (8) с краевыми условиями (9) было получено с использо-
ванием пакета Matlab при различных значениях параметра нестационарности потока A,
параметра теплового излучения N , объемной доли твердых частиц ϕ, числа Прандтля Pr
и параметра всасывания S. Теплофизические характеристики рассматриваемой жидкости
(воды) и частиц меди приведены в таблице.
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Термофизические характеристики воды и частиц меди

Компонент наножидкости Cp, Дж/(кг ·K) ρ, кг/м3 k, Вт/(м ·К) α · 10−7, м2/c

Вода 4179 997,1 0,613 1,47
Частицы меди 385 8933 400 1163,1
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Рис. 1. Зависимости f ′′(0) (а) и −θ′(0) (б) от параметра S при ϕ = 0,05, Pr = 1,
N = 2 и различных значениях A:
сплошные линии — первое решение, штриховые — второе решение; 1 — A = 0, 2 —
A = 0,2, 3 — A = 0,4

На рис. 1 представлены зависимости коэффициента поверхностного трения f ′′(0) и ко-
эффициента теплопереноса −θ′(0) от параметра S при различных значениях параметра A.
Видно, что с увеличением параметра A значения f ′′(0) и −θ′(0) увеличиваются. В случае
установившегося течения (A = 0) при S > 2,038 имеется два автомодельных решения,
при S < 2,038 решения отсутствуют. В случае неустановившегося течения при A = 0,2 и
S > 1,985 имеется два неавтомодельных решения, при S < 1,985 решения отсутствуют;
при A = 0,4 и S > 1,856 имеется два неавтомодельных решения, при S < 1,856 реше-
ния отсутствуют. Таким образом, с увеличением параметра нестационарности потока A
уменьшается нижнее граничное значение интервала изменений параметра всасывания S,
в котором существует два решения.

На рис. 2 приведены зависимости коэффициента поверхностного трения f ′′(0) и коэф-
фициента теплопереноса −θ′(0) от параметра S при различных значениях объемной доли
твердых частиц ϕ.

Для первого решения значения f ′′(0) увеличиваются с увеличением ϕ, для второго
решения значения f ′′(0) уменьшаются с увеличением ϕ (см. рис. 2,а). Значения −θ′(0)
уменьшаются с увеличением ϕ для обоих решений (см. рис. 2,б).

Интегрирование уравнений по параметру η проводилось до тех пор, пока разность на
бесконечности между полученным решением и заданными значениями параметров потока

не становилась меньше заданной малой величины.
Для каждого значения параметра ϕ существует критическое значение Sc параметра S,

такое что при S > Sc существует два решения. При A = 0,2 эти значения равны Sc = 2,199;
1,985; 1,874 для ϕ = 0; 0,05; 0,10 соответственно. При увеличении объемной доли частиц
в жидкости ϕ критическое значение Sc уменьшается.

На рис. 3, 4 приведены зависимости −θ′(0) от параметра S при различных значениях
числа Прандтля Pr и параметра теплового излучения N . Как для первого решения, так
и для второго с увеличением числа Прандтля и параметра теплового излучения величи-
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Рис. 2. Зависимости f ′′(0) (а) и −θ′(0) (б) от параметра S при A = 0,2, Pr = 1,
N = 2 и различных значениях параметра ϕ:
сплошные линии — первое решение, штриховые — второе решение; 1 — ϕ = 0, 2 —
ϕ = 0,05, 3 — ϕ = 0,10
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Рис. 3. Зависимость −θ′(0) от параметра S при A = 0,2, ϕ = 0,05, N = 2
и различных значениях параметра Pr:
сплошные линии — первое решение, штриховые — второе решение; 1 — Pr = 1, 2 —
Pr = 2, 3 — Pr = 3

Рис. 4. Зависимость −θ′(0) от параметра S при A = 0,2, ϕ = 0,05, Pr = 1
и различных значениях параметра N :
сплошные линии — первое решение, штриховые — второе решение; 1 — N = 1, 2 —
N = 2, 3 — N = 4
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Рис. 5. Распределения скорости (а) и температуры (б) по толщине пограничного
слоя при ϕ = 0,05, S = 2,3, Pr = 2, N = 2 и различных значениях параметра A:
сплошные линии — первое решение, штриховые — второе решение; 1 — A = 0, 2 —
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Рис. 6. Распределения скорости (а) и температуры (б) по толщине погранично-
го слоя при A = 0,2, S = 2,3, Pr = 2, N = 2 и различных значениях параметра ϕ:
сплошные линии — первое решение, штриховые — второе решение; 1 — ϕ = 0, 2 —
ϕ = 0,05, 3 — ϕ = 0,10

на −θ′(0) увеличивается. Таким образом, наличие теплового излучения приводит к увели-
чению скорости теплопереноса в движущейся жидкости.

На рис. 5 представлены распределения скорости и температуры по толщине погранич-
ного слоя при различных значениях параметра A. Видно, что с увеличением параметра A
скорость потока вблизи пластины увеличивается, а вдали от нее уменьшается. Таким
образом, толщина гидродинамического пограничного слоя увеличивается с увеличением
параметра A. Толщина теплового пограничного слоя также увеличивается с увеличением
параметра A. Для первого решения толщина пограничного слоя меньше, чем для второго.

На рис. 6 приведены распределения скорости и температуры по толщине погранич-
ного слоя при различных значениях параметра ϕ. С увеличением параметра ϕ скорость

жидкости увеличивается для первого решения и уменьшается для второго. При этом уве-
личивается температура жидкости в каждой точке и, следовательно, толщина теплового
пограничного слоя. Увеличение температуры обусловлено тем, что с увеличением объем-
ной доли частиц возрастает теплопроводность наножидкости.
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Рис. 7. Распределения скорости (а) и температуры (б) по толщине пограничного
слоя при A = 0,2, ϕ = 0,05, Pr = 2, N = 2 и различных значениях параметра S:
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Рис. 8. Распределение температуры по толщине пограничного слоя при A = 0,2,
ϕ = 0,05, S = 2,3, N = 2 и различных значениях числа Прандтля Pr:
сплошные линии — первое решение, штриховые — второе решение; 1 — Pr = 2, 2 —
Pr = 3, 3 — Pr = 5

Рис. 9. Распределение температуры по толщине пограничного слоя при A = 0,2,
ϕ = 0,05, S = 2,3, Pr = 2 и различных значениях параметра N :
сплошные линии — первое решение, штриховые — второе решение; 1 — N = 1, 2 —
N = 2, 3 — N = 4
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Изменяя параметр всасывания, можно регулировать завихренность жидкости, возни-
кающую вследствие сжатия пластины, и, следовательно, толщину пограничного слоя. На
рис. 7 представлены распределения скорости и температуры по толщине пограничного

слоя при различных значениях параметра S. Видно, что с увеличением параметра S ско-
рость увеличивается для первого решения и уменьшается для второго (см. рис. 7,а). Для
обоих решений толщина теплового пограничного слоя уменьшается с увеличением пара-
метра S (см. рис. 7,б). С увеличением параметра всасывания частицы жидкости притяги-
ваются к поверхности пластины, вследствие чего уменьшается диффузия завихренности
в жидкость.

На рис. 8, 9 приведены распределения температуры по толщине пограничного слоя
при различных значениях числа Прандтля и параметра излучения. Видно, что для обоих
решений с увеличением числа Прандтля температура жидкости уменьшается (см. рис. 8).
Температура жидкости и толщина теплового пограничного слоя уменьшаются с увеличе-
нием параметра теплового излучения N для обоих решений (см. рис. 9).

Заключение. Численно решена задача о теплопереносе в неустановившемся течении
наножидкости в окрестности пористой пластины, сжимающейся по экспоненциальному
закону. В качестве базовой жидкости использовалась вода, в качестве наполнителя —
частицы меди. Исходная задача сведена к краевой задаче для двух обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений. Получено два неавтомодельных решения задачи и выполнен их
анализ при различных значениях параметров задачи. Проведенное исследование позволяет
сделать следующие выводы.

При увеличении параметра, характеризующего степень нестационарности течения,
коэффициент поверхностного трения и теплопроводность увеличиваются.

При наличии теплового излучения c увеличением числа Прандтля теплопроводность
увеличивается. Температура пограничного слоя уменьшается при увеличении интенсив-
ности теплового излучения.

Как для первого решения, так и для второго с увеличением объемной доли частиц меди
в наножидкости коэффициент поверхностного трения и скорость жидкости увеличиваются,
а коэффициент теплообмена уменьшается.

С увеличением объемной доли частиц меди в наножидкости увеличивается диапазон

значений параметра всасывания, в котором существует неавтомодельное решение.
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