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1. Введение

Статья посвящена апостериорным оценкам погрешности конечноэлементных реше-
ний краевой задачи

∆∆u+ σu = f(x) в Ω,

u = ∂u/∂ν = 0 на ∂Ω,
(1.1)

где ν — внутренняя нормаль к границе ∂Ω, σ = κ2 и κ — произвольная поэлемент-
но постоянная неотрицательная функция. Достаточно простая и локально эффектив-
ная апостериорная оценка погрешности для смешанного метода конечных элементов
Сьярле–Равьяра в случае полигональной области Ω и σ ≡ 0 была получена методом
невязки Gudi [8]. При этом не использовались ни условие эллиптичности краевой за-
дачи, ни условие квазиоднородности сетки. По глобально и локально эффективным
апостериорным оценкам погрешности того же класса смешанных методов есть и дру-
гие работы, в которых методом невязки оцениваются несколько различающиеся нормы
погрешности, см., например, Charbonneau и др. [6], Verfürth [11] и ссылки в этих ра-
ботах. Совсем недавно Du и др. [7] рассмотрели смешанный метод конечных элемен-
тов (МКЭ) для задачи ε2∆2u − ∆u = f(x), u = ∂u/∂ν = 0 на ∂Ω, с малым пара-
метром ε > 0. Принимая во внимание дифференциальные свойства решения, они оце-
нили отличную от используемой в [8] норму погрешности, определяемую выражением
(ε|v − vh|H1(Ω) + |v − vh|L2(Ω) + |u− uh|H1(Ω))

1/2, в которой v = ∆u и (vh, uh)> — решение
смешанного МКЭ. Методом невязки были получены апостериорные оценки, робастные
по ε, а их точность подтверждена оценками снизу, называемыми в литературе оценками
эффективности.

Апостериорные оценки метода невязки характеризуются относительно сильной зави-
симостью от постоянных в локальных и нередко глобальных оценках аппроксимации.
В то же время имеются апостериорные оценки погрешности другого типа, в которых
точность приближенных решений измеряется посредством свободно выбираемых тести-
рующих полей потоков, напряжений, моментов и т. п. Они включают оценки, иногда
называемые функциональными мажорантами ошибки, оценки, основанные на восста-
новлении потоков, напряжений и т. п., и другие и позволяют избежать интенсивного
применения оценок аппроксимации. Одновременно развивались и широко применялись
на практике различные способы нахождения тестирующих полей, в том числе получае-
мых с помощью процедур восстановления, обладающих свойством суперсходимости или
обеспечивающих выполнение уравнений равновесия.

Попытка распространить результаты для смешанных МКЭ на краевую задачу (1.1)
при σ ≥ 0 была сделана Корнеевым [9, 10]. Однако в отличие от конформных методов,
см. [9], полученные оценки, типа функциональных мажорант, были точными в случае σ,
не сильно изменяющимся между элементами, но при значительных скачках утрачивали
робастность. Дополнительное их ограничение в том, что, как правило, предполагаются
выполненными, иногда неявно, условие эллиптической регулярности задачи или усло-
вие квазиоднородности сетки. В данной статье для смешанных МКЭ, введенных для
задачи (1.1) при σ ≡ 0 Сьярле и Равьяром [5], мы доказываем апостериорные оценки
ошибки в форме функциональных мажорант, которые робастны для σ, изменяющихся
между конечными элементами в значительных пределах. Благодаря тому, что условие
эллиптичности не используется при их выводе, они применимы к более широкому клас-
су задач. Отметим также простоту их вывода и отсутствие условия квазиоднородности
сеток. Для подтверждения точности апостериорных оценок по порядку мы доказываем
соответствующие оценки снизу.
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Статья содержит четыре пункта. В п. 2 даются слабая формулировка основной за-
дачи и смешанный метод Сьярле–Равьяра ее решения, а также обсуждаются основные
предположения. Апостериорные оценки погрешности доказываются в п. 3, а их точность
при несколько более сильных предположениях подтверждается оценками снизу в п. 4.

Для норм и полунорм в пространствах Соболева Hk(Ω) = W k
2 (Ω) используются стан-

дартные обозначения ‖ ·‖k, | · |k или ‖ ·‖k,Ω, | · |k,Ω при соглашении, что | · |0 = ‖ ·‖0 = ‖ ·‖.
При описании основной и смешанной формулировок задачи используются также про-
странства H2

0 (Ω) = {φ ∈ H2(Ω) : u(y) = ∂u/∂ν(y) = 0 для y ∈ ∂Ω}, H̊1(ω) = {φ ∈
H1(Ω) : u(y) = 0 для y ∈ ∂Ω} и H2

0 (Ω,∆2) = {φ ∈ H2
0 (Ω) : ∆2φ ∈ L2(Ω)}.

2. Слабые формулировки задач, некоторые предположения

Слабая формулировка задачи (1.1) имеет вид: найти такую функцию u ∈ H2
0 (Ω), что

aM(u, v) + (σu, v) = (f, v) ∀ v ∈ H2
0 (Ω), (2.1)

где

aM(w, v) = (∆w ,∆v), (w , v) := (w , v)Ω =

∫
Ω

wv dx .

Коэффициент реакции σ предполагается кусочно-постоянной функцией, т. е. σ = σr =
κ2
r = const ≥ 0 при x ∈ τr на комплексе конформных конечных элементов, определенных

на подобластях τr, r = 1, 2, . . . ,R, объединение замыканий которых покрывают доста-
точно гладкую область Ω:

Ω =
R⋃
r=1

τ r, τr′ ∩ τr′′ = ∅ при r′ 6= r′′.

В смешанной формулировке задачи (1.1), предложенной Сьярле и Равьяром, нужно
найти вектор w = (v, u)>∈H1(Ω)×H̊1(Ω), удовлетворяющий системе из двух интеграль-
ных тождеств

(v, q) + 〈∇u,∇q〉 = 0, ∀ q ∈ H1(Ω),

−〈∇v,∇g〉+ (σu, g) = (f, g) ∀ g ∈ H̊1(Ω) ,
(2.2)

в которой 〈·, ·〉 — скалярное произведение вектор-функций 〈z,y〉 = (z1, y1) + (z2, y2), где
y = (y1, y2)> и z = (z1, z2)>.

Предположим, область Ω есть полигон и T h — ее триангуляция. Тогда для реше-
ния уравнений (2.2) можно использовать два конечно-элементных комплекса Kh,u и Kh,v,
определенных на T h, с C0-совместными треугольными лагранжевыми конечными эле-
ментами, имеющими прямые стороны. Они индуцируют, соответственно, пространства:

Uh(Ω) =
{
φh ∈ C(Ω) : φh |τr∈ Ppu , pu ≥ 2, r = 1, 2, . . . ,R

}
,

Vh(Ω) =
{
ψh ∈ C(Ω) : ψh |τr∈ Ppv , pv ≥ 2, r = 1, 2, . . . ,R

}
.

Эти пространства обладают, как известно, следующими аппроксимационными свой-
ствами: для любой w ∈ H l(Ω) и w̃ = Gh,uw ∈ Uh(Ω) справедливы оценки аппроксимации
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|w̃ − w|k,τr ≤ cr,k,lhl−k|w|l,τr , cr,k,l = const, (2.3)

где Gh,u : C(Ω) → Uh(Ω) — линейный оператор интерполяции Лагранжа по значениям
функции на множестве конечно-элементных узлов и k ≤ l, 2 ≤ l ≤ pu + 1, r = 1, 2, . . .R.
Естественно считать, что Gh,uw |∂Ω = 0, т. е. Gh,uw ∈ Ůh(Ω) := Uh(Ω) ∩ H̊1(Ω), если
w ∈ H̊ l(Ω):= H̊1(Ω) ∩ H l(Ω). Аналогичные оценки аппроксимации справедливы для
w ∈ H l(Ω), w̃ = Gh,vw ∈ Vh(Ω), Gh,v : C(Ω)→ Vh(Ω).

Решение wh = (vh, uh)> ∈ Vh(Ω) × Ůh(Ω) смешанного метода удовлетворяет системе
уравнений

(vh, qh) + 〈∇uh,∇qh〉 = 0 ∀ qh ∈ Vh(Ω),

−〈∇vh,∇gh〉+ (σuh, gh) = (f, gh) ∀ g ∈ Ůh(Ω),
(2.4)

и, как следствие (2.2), (2.4), ошибка численного решения

efem = (ev, eu)>, где eu = uh − u, ev = vh + ∆u,

удовлетворяет уравнениям:

(ev, qh) + 〈∇eu,∇qh〉 = 0 ∀ qh ∈ Vh(Ω),

−〈∇ev,∇gh〉+ (σeu, gh) = 0 ∀ gh ∈ Ůh(Ω).
(2.5)

Введем для краткости обозначение ∆h для оператора, который сопоставляет доста-
точно гладкой функции v, заданной на Ω, функцию, равную ∆hv = ∆v, x ∈ τr, на
каждом конечном элементе. Таким образом, ‖∆hv‖2 = ‖∆hv‖2Ω =

∑
r ‖∆v‖2τr . В качестве

меры ошибки будет использована норма

]||efem||[=
1√
2

{
‖ev‖2 + ‖∆heu‖2 + 2‖κeu‖2

}1/2
. (2.6)

Апостериорные оценки ошибки данной работы опираются на операторы восстановле-
ния прогибов и лапласианов и их градиентов. Например, может быть использован срав-
нительно дешевый и точный оператор Gh : Vh(Ω)→ Vh(Ω), который каждой φh ∈ Vh(Ω)
сопоставляет L2-проекцию ψh на некоторое более гладкое конечно-элементное простран-
ство Vh(Ω) ⊂ C1(Ω)∩H2(Ω). Имеется обширная литература по операторам восстановле-
ния градиентов и их влиянию на оценки ошибки, см. [12, 14] и цитируемую в этих работах
литературу. Мы не обсуждаем подобные вопросы, поскольку эффекты суперсходимости
не относятся к проблематике данной работы и выбор оператора восстановления, сохра-
няющего основные аппроксимационные свойства численного решения, является доста-
точным для получения точных по порядку оценок. Ввиду важности простоты и локаль-
ности предпочтение отдается квазиинтерполяционным операторам Dh : Ůh(Ω)→ Vh,0(Ω)
и Dh : Vh(Ω) → Vh(Ω), получаемым посредством процедуры осреднения, используемой
для вычисления узловых параметров функций конформных конечно-элементных про-
странств Vh,0(Ω) ⊂ C1(Ω) ∩H2

0 (Ω) и Vh(Ω) ⊂ C1(Ω) ∩H2(Ω) соответственно. Пусть A —
любая глобальная степень свободы, служащая узловым параметром функции ψh = Dhφh
и являющаяся значением в некотором узле x(j) ∈ τ r или функции формы ψh, или ее про-
изводной из множества Ψj заданных в узле узловых параметров. По φh ∈ Vh мы находим

A(Dhφh) =
1

|ωA|
∑
τr∈ωA

A(φh |τr),
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где ωA — множество треугольников триангуляции T h, которые имеют степень свободы A,
и |ωA| — число элементов этого множества. Найденные таким путем узловые параметры
функции ψh однозначно определяют эту функцию.

Оператор Dh может быть частично отличным; в общем случае пространства Vh(Ω)
функций, восстановленных по uh и vh, также могут быть различными. Ради простоты,
в частности, для уменьшения числа конечно-элементных пространств, вовлеченных в
оценки погрешности, мы далее предполагаем, что Uh(Ω) = Vh(Ω) и, соответственно,
Ůh(Ω) = V̊h(Ω): = Vh(Ω) ∩ H̊1(Ω). Кроме того, абстрагируясь от различий указанного
типа, мы сформулируем свойство, которое должно оставаться выполненным и является
важным для получения оценок снизу, доказываемых в п. 4.

Пусть E — сторона триангуляции T h, he = |E|, и νe — нормаль к ней. Для определен-
ности можно считать, что нормаль направлена направо при движении вдоль стороны
от ее конца, являющегося узлом с меньшим номером по сравнению с номером узла на
противоположном конце стороны. Для функции φ ∈ W 1

∞(Ω) символ
[[
∂φ

∂νe

]]
обозначает

скачок на стороне E производной от φ по нормали νe при пересечении стороны в направ-
лении нормали. Мы вводим предположение:

α) для Dh = Dh,Dh выполняется

‖uh −Dhuh‖2T ≤ cTh4
T

∑
z∈T

∑
E∈Ez

1

he

∫
E

[[
∂uh
∂νe

]]2

ds, (2.7)

где T = τr — треугольник триангуляции, hT = diam[T ], z — вершина треугольника T ,
Ez — множество сторон, имеющих z одним из концов, и cT — постоянная, зависящая
только от условий квазиоднородности формы треугольников триангуляции.

Даже для выпуклых полигональных областей при правой части из L2(Ω) решение u
может принадлежать только пространству H3(Ω), см. Bacuta и др. [2]. Этот факт и
стремление к простоте имели следствием применение для восстановления функций про-
гибов пространств Vh,0(Ω), индуцированных конечно-элементными комплексами, узло-
вые параметры которых содержали производные только первого порядка. Примером
может служить пространство Сие–Клафа–Точера (HCT), см. [5, Ch. 6, §1] и [8], опре-
деленного на триангуляции, общей с пространством Vh(Ω). Для оператора Dh и про-
странства HCT в качестве Vh,0(Ω) справедливость (2.7) была доказана Brenner и др. [4].
Эта работа опирается на более раннюю работу Brenner и Sung [3], где были изучены оба
типа операторов восстановления. При этом пространства Vh(Ω), Vh,0(Ω) генерировались
посредством C1 TUBA конечных элементов, см. Argyris и др. [1], узловые параметры
которых содержат вторые производные.

Пространство HCT обеспечивает для гладких функций не более четвертого порядок
аппроксимации в L2(Ω), не достаточного для адекватных апостериорных оценок погреш-
ности более точных МКЭ. Однако имеется другое семейство C1 конечных элементов,
представленное в монографии Зенкевича [13], которое допускает более высокие поряд-
ки точности без привлечения вторых и более высокого порядка производных в качестве
узловых параметров. Криволинейная версия таких конечных элементов, позволяющих,
в частности, точно учитывать криволинейные границы областей Ω, была предложена и
изучена Корнеевым и Хусановым [18]. В простейшем варианте — это конечный элемент
3-го порядка с 13-ю узловыми параметрами. Когда стороны треугольника прямые, уз-
ловые параметры включают значения функций формы в вершинах и центре тяжести,
по две производных в вершинах и производные по нормали в серединах сторон. Этот
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конечный элемент является модификацией полного несовместного 3-го порядка элемен-
та Hermit Triangle, см. [5, стр. 68], и получен из последнего добавлением трех узлов
в серединах сторон с указанными узловыми параметрами. Координатными функциями
модифицированного конечного элемента являются не полиномы, а дробно-рациональные
функции, см. [13, Section 10.10] и [18].

Конечно-элементный комплекс с криволинейными элементами определяется посред-
ством триангуляции T ′h с областью определения Ωh, все узлы границы ∂Ωh которой
лежат на ∂Ω. Tреугольники этой триангуляции обозначаем через τ ′r. Если τ ′r имеет не
более одной вершины на ∂Ω, то τr := τ ′r принимается за область определения конечного
элемента. Если τ ′r ∈ T ′h имеет две вершины на ∂Ω, тогда одна сторона, соединяющая эти
вершины, заменяется частью границы ∂Ω и определяет область τr конечного элемента в
виде криволинейного треугольника. Очевидно, при таком определении

Rh∑
r=1

τ r = Ω .

На криволинейных треугольниках Корнеев и Хусанов [18] построили C1-конформные ко-
нечные элементы, имеющие такую же по порядку точность, как соответствующие конеч-
ные элементы с прямолинейными сторонами. Конструкции C0 пространств МКЭ Vh(Ω)
с теми же самыми областями конечных элементов, точно учитывающие криволинейную
границу ∂Ω области, можно найти в работах Корнеева [15–17].

Нужно отметить, что возможность использовать криволинейные конечные элементы,
точно учитывающие криволинейные границы, важна по крайней мере по двум причи-
нам. Если граница ∂Ω гладкая и σ ограничена, то задача является H2-регулярной, см.
Бакута и др. [2]. Однако для полигональной аппроксимации границы ∂Ω это свойство мо-
жет быть, вообще говоря, утрачено. Кроме того, даже при сохранении H2-регулярности
перемещение первого краевого условия с ∂Ω на ∂Ωh понижает порядок точности МКЭ
по сравнению со случаем точной аппроксимации границы.

3. Оценки ошибки смешанного метода Сьярле-Равьяра

Пусть ũ ∈ Vh,0(Ω) — некоторая аппроксимация функции u, восстановленная по uh, и
ẽ = ũ−u. Добавляя и вычитая ũ в ]||efem||[ и воспользовавшись неравенством треугольника,
получим

]||efem||[ ≤
1√
2

{{
‖vh −∆ũ‖2 + ‖κ(uh − ũ)‖2

}1/2
+ |||uh − ũ|||+ 2|||ẽ |||

}
. (3.1)

В соответствии с принципом двойственности

|||ẽ ||| = 1√
2

(
‖∆(ũ− u)‖2 + ‖κ(ũ− u)‖2

)1/2
= sup

φ∈H2
0 (Ω)\0

aM(ẽ, φ) + (σẽ, φ)

|||φ|||
, (3.2)

и числитель дроби можно преобразовать как

aM(ẽ, φ) + (σẽ, φ)=(∆ũ− vh,∆φ) +
(
σ(ũ− uh), φ

)
+ (vh −∆u,∆φ) +

(
σ(uh − u), φ

)
. (3.3)

Если проинтегрировать по частям и принять во внимание (2.1) и (2.4), можно написать
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(vh−∆u,∆φ) +
(
σ(uh − u), φ

)
= (vh,∆φ)− aM(u, φ) + (σ(uh − u), φ)

= −(∇vh,∇φ)− (f, φ) + (σuh, φ)

= −(∇vh,∇(φ− φh))− (f, (φ− φh)) + (σuh, (φ− φh)) ∀φh ∈ Ůh(Ω). (3.4)

Имеются по крайней мере две опции для оценки первого слагаемого в правой части.
В одной мы вводим вектор µ = (µ1, µ2)>, компоненты µk ∈ Vh которого аппроксимируют
производные ∂vh/∂xk. В другой для аппроксимации указанных производных применя-
ется вектор ∇ṽ, где функция ṽ ∈ Vh(Ω) аппроксимирует vh. Обращаясь к первой опции,
определим µk как L2-проекции производных ∂vh/∂xk на пространство Vh(Ω). Функция
φh в (3.4) может быть определена как L2-проекция φ на пространство Ůh(Ω) или как
интерполяция Лагранжа функции φ в пространстве Ůh(Ω). Теперь, принимая во внима-
ние (3.4) и оценки аппроксимации (2.3) в форме

|φ− φh|k ≤ ck,2h2−k|φ |2, k = 0, 1, (3.5)

получаем∣∣(vh −∆u,∆φ) + (σ(uh − u), φ)| =
∣∣∣−(∇vh − µ,∇(φ− φh)

)
−
(
µ,∇(φ− φh)

)
−(

f, (φ− φh)
)

+
(
σuh, (φ− φh)

)∣∣∣
≤
[
c1,2h ‖∇vh−µ‖+ c0,2h

2‖f − σuh −∇ · µ‖
]
|φ |2. (3.6)

Так как |φ |2 ≤ |||φ|||, из (3.1), (3.2) и (3.6) следует

|||ẽ ||| ≤
{
‖∆ũ− vh‖2 + ‖κ(ũ− uh)‖2

}1/2
+[

c1,2h‖∇vh − µ‖+ c0,2h
2‖f − σuh −∇ · µ‖

] |φ |2
|||φ|||

.
{
‖∆ũ− vh‖2 + ‖κ(ũ− uh)‖2

}1/2
+ c1,2h ‖∇vh − µ‖+ c0,2h

2‖f − σuh −∇ · µ‖

и

]||efem||[ ≺
{
‖vh −∆ũ‖2 + ‖κ(uh − ũ)‖2

}1/2
+ |||uh − ũ|||+

c1,2h ‖∇vh − µ‖+ c0,2h
2‖f − σuh −∇ · µ‖, (3.7)

где “≺” обозначает неравенство с опущенной абсолютной постоянной.
Если ввести обозначение ẽh = (ẽv, ẽu) = (vh−∆ũ, uh − ũ)>, то оценка записывается в

более краткой форме:

]||efem||[≺ ]||ẽh||[ + c1,2h ‖∇vh − µ‖ + c0,2h
2‖f − σuh −∇ · µ‖. (3.8)

Постоянные ck,l = maxr(cr,k,l) (являющиеся глобальными) и h = maxr hr, где hr — размер
треугольника τr, завышают оценку ошибки. Немного усложняя доказательство, прихо-
дим к оценке с локальными постоянными.

Теорема 1. Пусть решение u краевой задачи (1.1) принадлежит пространству
H2

0 (Ω,∆2). Пусть также ũ и компоненты µk вектор-функции µ — любые функции
из пространств Vh,0(Ω) и Vh(Ω) соответственно. Тогда
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]||efem||[ ≺ ]||ẽh||[ +

(∑
r

c2
1,2,rh

2
r‖∇vh−µ‖2τr

)1/2

+

(∑
r

c2
0,2,rh

4
r‖f −σuh−∇·µ‖2τr

)1/2

. (3.9)

Как было замечено, вместо µ можно использовать ∇ṽ для некоторой аппроксимации
ṽ ∈ Vh(Ω) функции vh, в частности ṽ = Dhvh. В этом случае, применяя стандартное
обратное неравенство к норме ‖∇(vh − ṽ)‖τr , приведем оценку к виду

]||efem||[ ≺ ]||ẽh||[ +

(∑
r

c2
1,0,rc

2
1,2,r‖vh − ṽ‖2τr

)1/2

+

(∑
r

c2
0,2,rh

4
r‖f − σuh −∆ṽ‖2τr

)1/2

. (3.10)

Подчеркнем, что оценки (3.9), (3.10) не подразумевают квазиоднородности сетки и
сохраняются, например, для произвольной сетки, удовлетворяющей условиям регуляр-
ности формы. Это важно при применении апостериорных оценок погрешности при со-
здании адаптивных алгоритмов.

Введем также норму []efem[]:

[]efem[]2 = ]||efem||[ 2 +
∑
E∈Γe

1

he

∫
E

[[
∂eu
∂νe

]]2

ds

=
1

2

{
‖ev‖2 + ‖∆heu‖2 + 2‖κeu‖2

}
+
∑
E∈Γe

1

he

∫
E

[[
∂eu
∂νe

]]2

ds, (3.11)

которая является адаптацией нормы, использованной Gudi [8], к случаю σ не равного
тождественно нулю. Нетрудно увидеть, что одновременно с (3.10) выполняется оценка

[]efem[] ≺ η(uh, vh, ũ, ṽ), (3.12)

где

η(uh, vh, ũ, ṽ) =

(
]||ẽh||[ 2+

∑
E∈Γe

1

he

∫
E

[[
∂uh
∂νe

]]2

ds

)1/2

+

(∑
r

c2
1,0,rc

2
1,2,r‖vh − ṽ‖2τr

)1/2

+

(∑
r

c2
0,2,rh

4
r‖f − σuh −∆ṽ‖2τr

)1/2

.

4. Эффективность апостериорных оценок

Теперь перейдем к доказательству оценок снизу, обычно называемых в литературе
оценками эффективности. Для простоты ограничимся случаем квазиоднородных сеток и
дополнительно предположим, что для соответствующего пространства Vh(Ω) выполня-
ется свойство α. Неравенство (2.7) непосредственно приводит к оценке младших членов:

‖κ(uh − ũ)‖2 ≤ c (max
x∈Ω

σ)h4
∑
E ∈Γe

∫
E

1

he

∣∣∣∣[∂uh∂νe

]∣∣∣∣2ds, (4.1)

где Γe — межэлементная граница, включающая стороны и вершины, лежащие в Ω. Если
принять во внимание неравенство
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‖∆h(uh − ũ)‖2 ≤ c
∑
E ∈Γe

∫
E

1

he

∣∣∣∣[∂uh∂νe

]∣∣∣∣2ds, (4.2)

вытекающее из (4.1) и обратного неравенства для полиномиальных функций, а также
неравенство треугольника

‖vh −∆ũ|| ≤ ‖vh −∆u‖+ ‖∆h(u − uh)‖+ ‖∆h(uh − ũ)‖ ,

то получим, что

2 ]||ẽh||[2 = ‖ẽv‖2 + ‖∆hẽu‖2 + 2‖κẽu‖2

. ‖vh −∆u‖2 + ‖∆h(u− uh)‖2 + ‖∆h(uh − ũ)‖2 + 2 ‖κ(uh − ũ)‖2

. ‖vh −∆u‖2 + ‖∆h(u− uh)‖2 +
(
1 + cmax

x∈Ω
σh4

)∑
E∈Γe

1

he

∥∥∥∥[[∂uh∂νe

]]∥∥∥∥2

E
. (4.3)

При этом a . b означает неравенство a ≤ c b с опущенной постоянной c, зависящей от
условий квазиравномерности триангуляции.

Обращаясь к слагаемому типа невязки в (3.9), (3.12), можно написать

‖f−σuh−∆ṽ‖T ≤ ‖κ(u−uh)‖T + ‖∆h(vh−ṽ)‖T + ‖f̄MM−∆hvh‖T + ‖fMM−f̄MM‖T , (4.4)

где T = τr — любой треугольник триангуляции, fMM=f −σu = ∆2u и f̄ — L2-проекция f
на пространство поэлементно полиномиальных функций порядка p, определяемых соот-
ношением ∫

T
f̄φdx =

∫
T
fφdx ∀φ ∈ Pp и ∀T ∈ T h.

Слагаемое ‖f̄MM − ∆hvh‖T оценивается с помощью известной техники пузырьковых
функций при незначительных отличиях, например от [8, лемма 3.2], связанных с присут-
ствием младшего члена в дифференциальном операторе краевой задачи. Пусть
βT ∈ H2

0 (T ) — пузырьковая функция на треугольнике T и φ = βT (f̄MM − ∆hvh). Бла-
годаря неравенствам∥∥f̄MM−∆hvh

∥∥
T
.
∥∥∥β1/2

T (f̄MM−∆hvh)
∥∥∥
T
,

∥∥βT (f̄MM−∆hvh)
∥∥
T
.
∥∥f̄MM−∆hvh

∥∥
T
, (4.5)

имеем ∥∥f̄MM −∆hvh
∥∥2

T
.
∫
T
βT
(
f̄MM −∆hvh

)2
dx =

∫
T

(
f̄MM −∆hvh

)
φ dx

=

∫
T

(
f̄MM − fMM

)
φ dx+

∫
T

(
fMM −∆hvh

)
φ dx. (4.6)

Оценку ∫
T

(fMM −∆hvh)φ dx =

∫
T

(∆u− vh)∆φ dx ≤ c2,0h
−2
T ‖∆u− vh‖T ‖φ‖T

. h−2
T ‖∆u− vh‖T

∥∥f̄MM −∆hvh
∥∥
T

(4.7)

получаем теперь в результате интегрирования по частям, применения обратного нера-
венства и (4.5).

В то же время, согласно (4.5),
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∫
T

(
f̄MM − fMM

)
φ dx .

∥∥f̄MM − fMM∥∥T ∥∥f̄MM −∆hvh
∥∥
T
, (4.8)

и первый множитель в правой части (4.8) оценивается как∥∥f̄MM − fMM∥∥T =
∥∥f̄ − f∥∥

T
+
∥∥κT (ū− u)

∥∥
T
≤
∥∥f̄ − f∥∥

T
+
∥∥κT (ũ− u)

∥∥
T
. (4.9)

Комбинируя (4.6)–(4.9), получаем следующую оценку:∥∥f̄MM −∆hvh
∥∥
T
.
∥∥f̄ − f∥∥

T
+ ‖κT (ũ− u)‖T + h−2

T ‖∆u− vh‖T

.
∥∥f̄ − f∥∥

T
+ ‖κ(u− uh)‖T + h−2

T ‖∆u− vh‖T +

(h2κT )

( ∑
z∈δT

∑
E∈Ez

∫
E

1

he

∣∣∣∣[∂uh∂νe

]∣∣∣∣2ds

)1/2

. (4.10)

Теперь осталось оценить вторую норму в (4.4). Для этой цели оценим сначала
‖vh − ṽ‖T и потом воспользуемся неравенством

‖∆(vh − ṽ)‖T . h−2
T ‖vh − ṽ‖T . (4.11)

При выполнении этого можно считать, что ṽ = D̄hvh или ṽ определена как L2-проекция
функции vh на пространство Vh(Ω).

Пусть δe является объединением замыканий двух треугольников с общей стороной E ,
φ = ψ1ψ2, где функция ψ1 =

[[
∂vh
∂νe

]]
на E и постоянна вдоль линий, ортогональных E ,

а функция ψ2 ∈ H2
0 (δe) ∩ C1(δe) является поэлементно полиномиальной, причем ψ2 ≥ 0

на E . Очевидное неравенство∫
δe

ψ2
1dx . he=e

(
vh
)
, где =e

(
vh
)

=

∫
E

[[
∂vh
∂νe

]]2

ds, (4.12)

оценка аппроксимации (2.3) и обратное неравенство позволяют написать∫
e

∣∣∣∣[∂vh∂νe

]∣∣∣∣φ ds =

∫
δe

∆hvhφ dx+

∫
δe

∇vh · ∇φ dx =

∫
δe

∆hvhφ dx−
∫
δe

vh∆φ dx

=

∫
δe

(∆hvh − fMM)φ dx+

∫
δe

(∆u− vh)∆φ dx

.
[
h2
e‖∆hvh − fMM‖δe + ‖∆u− vh‖δe

]
h−2
e ‖φ ‖

.
[
h2
e‖∆hvh − fMM‖δe + ‖∆u− vh‖δe

]
h−2
e

(
he=e(vh)

)1/2
.
[
h2
e‖∆hvh − fMM‖δe + ‖∆u− vh‖δe

]
h−3
e

(
he

3=e(vh)
)1/2

(4.13)

и далее прийти к выводу, что(∫
E
he

3

∣∣∣∣[∂vh∂νe

]∣∣∣∣2ds

)1/2

. h2
e‖∆hvh − fMM‖δe + ‖∆u− vh‖δe .

Следовательно, приняв во внимание (2.7), в результате имеем
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‖vh − D̄hvh‖T .

(
h3
T

∑
z∈T

∑
E∈Ez

=e
(
vh
))1/2

. h2
e‖∆hvh − fMM‖δT + h2

e‖f − fMM‖δT + ‖∆u− vh‖δT , (4.14)

где δT — множество треугольников, имеющих вершины, общие с вершинами треугольни-
ка T . Норма ‖∆hvh − fMM‖δT оценена в (4.10), и на следующем шаге мы дополнительно
используем (4.1):

‖vh − D̄hvh‖T . h2
T ‖f̄ − f‖δT + h2

T ‖κ(ũ− u)‖δT + ‖∆u− vh‖δT
. h2

T ‖f̄ − f‖δT + h2
T ‖κ(uh − u)‖δT + ‖∆u− vh‖δT +(

max
T⊂δT

(h2
TκT )

)( ∑
z∈δT

∑
E∈Ez

1

he
=e
(
uh
))1/2

. (4.15)

Поскольку в соответствии с (4.11) мы имеем

h2
T ‖∆h(vh − ṽ)‖T . ‖vh − ṽ‖T ,

и правая часть оценивается выражением (4.15), то, комбинируя получаемую оценку с
(4.4), (4.9), (4.10) и (4.15), приходим к оценке слагаемого типа невязки:

h2‖f − σuh −∆ṽ‖T . h2
T ‖f̄ − f‖δT + h2

T ‖κ(uh − u)‖δT + ‖∆u− vh‖δT +(
max
T⊂δT

(h2
TκT )

)( ∑
z∈δT

∑
E∈Ez

1

he
=e
(
uh
))1/2

.

“Сумма” по “Сумма” по E ∈ Γe в оценщике ошибки η, см. (3.12), присутствует так-
же в норме ошибки МКЭ (3.11), остальные три нормы, входящие в η, оценены в (4.3),
справедливом в виду (2.7) также и в локальном варианте, в (4.15) и (4.11). В итоге нами
доказана оценка ошибки снизу, называемая в литературе оценкой локальной эффектив-
ности апостериорной оценки и приводимая в следующей теореме.

Теорема 2. Пусть u ∈ H2
0 (Ω,∆2) — решение краевой задачи (2.1), wh = (vh, uh) —

решение смешанного метода конечных элементов (2.4), и пусть ũ = Dhuh, ṽ = D̄hvh.
Пусть, кроме того, триангуляция квазиоднородна, maxT⊂T h

(h2
TκT ) ≤ c = const и вы-

полняется условие α. Тогда

ηT (uh, vh, ũ, ṽ) . []efem[]δT + h2
∥∥f − f̄∥∥

δT
.
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