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Введение. Данная работа посвящена исследованию вопросов сжатия информации

равномерным кодом в системах хранения и обработки данных [1]. Сжатие информации
используется при выявлении скрытой информации [2], в теории управления [3], а также
при создании большемасштабных распределённых вычислительных систем [4]. В работе
[5] заложены основы теории сжатия информации, с помощью которой получены различные
алгоритмы устранения избыточности как при известной, так и при неизвестной статисти-
ке сообщений. Подробную библиографию по этому вопросу можно найти в [6, 7].

В предлагаемой работе изучается вопрос о пословном сжатии информации блоками

(словами одинаковой длины). Такое кодирование, называемое равномерным по выходу,
является обобщением кодирования длин серий [8], характеризуется отсутствием бегущей
ошибки синхронизации и удобно для последующего применения корректирующих кодов.
Равномерное по выходу кодирование при известной статистике сообщений изучалось в

[8–12], а при неизвестной статистике сообщений — в [6, 7, 13–18]. В частности, в [10] дока-
зано, что при увеличении объёма памяти равномерное по выходу кодирование известных
марковских источников является более эффективным, чем равномерное по входу.

Задача предлагаемой работы — доказать, что равномерное по выходу кодирование
эффективнее равномерного по входу. Особо следует отметить, что рассматриваемое здесь
кодирование сжимает информацию, порождённую любым источником из множества всех
марковских источников с конечной памятью. При заданной энтропии источника с ростом
памяти эффективность равномерного по выходу кодирования превосходит эффективность

равномерного по входу. Если память источника равна нулю, то полученные результаты
совпадают с результатами [18].

Основные определения и обозначения. Пусть буквы конечного алфавита A =
= {a1, a2, . . . , ak}, 2 ≤ k < ∞, порождаются источником θ. Мера, заданная на последова-
тельности букв, порождаемой источником, определяет его тип. Если вероятности порожде-
ния букв независимы, то источник называют бернуллиевским. В этом случае Pθ(aj) = θj ,
θ1 + θ2 + . . .+ θk = 1. Если же вероятность появления очередной буквы зависит от преды-

дущей, то Pθ(ai/aj) = θij ,
k∑

i= 1
θij = 1, и в этом случае источник называют марковским.
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Если вероятность появления очередной буквы зависит от s предшествующих букв, т. е.
Pθ(ai/v) = θvj , где v ∈ As, то источник θ называют марковским с памятью s. Следует

отметить, что для любого слова v ∈ As, 0 ≤ s < ∞, выполняется равенство
k∑

j= 1
θvj = 1.

Множество всех марковских источников памяти s обозначим Ωs.
Пусть u — произвольное слово в алфавите A, тогда Pθ(u) — вероятность слова u,

порождённого источником θ. Число |u| букв в слове u назовём его длиной. Энтропию ис-
точника θ обозначим H(θ). Как известно [19, 20], если θ — стационарный источник, то
H(θ) определяется равенством

H(θ) = − lim
n→∞

1

n

∑
u∈An

Pθ(u) logPθ(u). (1)

Здесь и далее log x = log2 x, 0 log 0 = 0.
Для бернуллиевского источника θ из (1) следует, что его энтропия H0(θ) вычисляется

по формуле

H0(θ) = −
k∑

i= 1

θi log θi. (2)

Если θ — марковский источник с памятью s, то его энтропия Hs(θ) имеет вид

Hs(θ) = −
∑
v ∈As

θ0v

k∑
i= 1

θvi log θvi, (3)

где θ0v — начальные стационарные вероятности слов v, v ∈ As. При s = 0 из (3) получаем
соотношение (2).

Рассмотрим T — конечное полное множество слов во входном алфавите. Множество T
полное, если оно префиксное, и при любом непустом слове u (в алфавите A) множество слов
T ∪ u уже не префиксное. Множество T назовём кодовым. Его примером может служить
множество всех слов длины n, взятых в алфавите A, т. е. An; множество An\ a1, . . . , ak︸ ︷︷ ︸

n

не

является кодовым, потому что оно неполное.
Пусть θ — произвольный источник из Ωs. Обозначим θ(T ) марковскую цепь, состоя-

ниями которой являются слова из T , а переходные вероятности Pθ(T )(u/v), u, v ∈ T , инду-
цируются источником θ. Будем рассматривать только марковские источники с памятью
s, переходные вероятности которых строго положительны. Тогда для любых u, v ∈ T вы-
полняются равенства Pθ(T )(u/v) > 0, поэтому для марковской цепи θ(T ) существует ста-

ционарное распределение P 0
θ(T )(u) > 0, u ∈ T . Средняя длина слова ds(T, θ) для кодового

множества T , как доказано в [21], запишется в виде

ds(T, θ) =
∑
u∈T

P 0
θ(T )(u)|u|. (4)

Полубесконечная последовательность букв, порождаемая источником θ, однозначно
разбивается на последовательность слов из фиксированного кодового множества T . По-
лученная последовательность слов из T с помощью отображения ϕ переводится в сло-
ва выходного алфавита B, который, не уменьшая общности, можно считать двоичным.
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Из неравенства Мак-Милана — Крафта [19, 20] следует, что самое общее из всех воз-
можных дешифруемых кодирований ϕ такое, что множество слов в выходном алфавите
ϕ(T ) = {ϕ(u), u ∈ T} является префиксным. Если длины всех слов некоторого множества
D равны между собой, то считается, что D состоит из блоков, в противном случае — из

слов переменной длины. В зависимости от видов множеств T и ϕ(T ) логически возможны
следующие виды кодирований:

1) отображающее блоки в слова переменной длины (обозначается BV );
2) отображающее слова переменной длины в блоки (V B);
3) отображающее слова переменной длины в слова переменной длины (V V );
4) отображающее блоки в блоки (BB).
Итак, всякое кодирование ϕ однозначно определяется тройкой (T, ϕ, ϕ(T )). Среднее

количество букв выходного алфавита при кодировании типа σ (σ = BV, V B, V V ), при-
ходящееся на одну букву входного, назовём стоимостью кодирования и обозначим через

Cσ(T, θ, ϕ). В [21] доказано, что стоимость кодирования типа σ (σ = BV, V B, V V ) для
произвольного кодового множества T и любого источника θ, θ ∈ Ωs, 0 ≤ s <∞, находится
из равенства

Cσ(T, θ, ϕ) =
1

d(T, θ)− ŝ+ 1

∑
u∈T

P 0
θ(T )(u)|ϕ(u)|, (5)

где величина d(T, θ) задаётся равенством (4), |ϕ(u)| — число букв в слове ϕ(u).
Эффективность кодирования ϕ, как обычно [5, 9, 19, 20], будем оценивать разностью

между стоимостью кодирования Cσ(T, θ, ϕ) и энтропией источника H(θ). Эта разность
далее называется избыточностью кодирования и обозначается rσ(T, θ, ϕ), т. е.

rσ(T, θ, ϕ) = Cσ(T, θ, ϕ)−H(θ). (6)

Величину Rσ(N,Ω), определяемую соотношением

Rσ(N,Ω) = inf
ϕ

sup
θ∈Ω

rσ(T, θ, ϕ), (7)

где нижняя грань берётся по всем кодированиям ϕ, для которых кодовое множество T
имеет не более чем kN слов, назовём избыточностью универсального кодирования типа σ
для множества источников Ω сложности N . Построение хорошего кодирования при задан-
ной сложности — основной вопрос при изучении передачи сообщений по каналу без шума.
Решение поставленной задачи позволяет ответить на вопрос: какой избыточности можно
достигнуть при заданной сложности кодирования?

Если множество источников Ω состоит из единственного источника, то мы имеем де-
ло с кодированием известного источника, которое подробно изучено для различных типов
кодирования, например, в работах [5, 9–12]. Универсальное кодирование марковских ис-
точников различных типов также хорошо изучено [6, 7, 13–18].

В частности, в работе [12] показано, что кодирование типа V B для марковских ис-
точников с растущей памятью s эффективнее кодирования типа BV , т. е. избыточность
кодирования RV B(N, θ) меньше, чем RBV (N, θ). Из [22] следует, что для избыточности
RBV (N,Ωs) универсального равномерного по входу кодирования марковских источников
Ωs, определяемой равенством (7), имеет место асимптотическое равенство

RBV (N,Ωs) ∼
ks(k − 1)

2
log k

log · log ‖AN‖
log ‖AN‖

. (8)

Отметим, что (8) верно и в случае, если Ωs заменить любым множеством Ω ⊂ Ωs, которое
имеет ненулевую меру Лебега.
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Вопросы сжатия информации возникают и при решении других задач, например при
восстановлении непрерывного сигнала в случае равномерной дискретизации [23].

Построение кодирования и оценка его эффективности. В данной работе показа-
но, что существует последовательность кодирований ϕN типа V B с областью определения
TN таких, что ‖TN‖ ≤ kN , для которых избыточность rV B(TN , θ, ϕN ) при любом источ-
нике θ из Ωs стремится к нулю. Получена верхняя оценка избыточности в зависимости от
‖TN‖.

Как было отмечено выше, марковский источник θ связанности s задаётся начальным
распределением вероятностей θ0v появления блока v за первые s шагов работы источника
и вероятностями θvi появления буквы ai после блока v, ai ∈ A, v ∈ As. Отсюда следует,
что вероятность Pθ(u) порождения слова u, |u| > s, начинающегося блоком v, v ∈ As,
источником θ определяется равенством

Pθ(u) = θ0v

∏
v ∈As

k∏
i= 1

θ
rvi(u)
vi . (9)

В (9) и далее rvi(u) — число вхождений блоков vi в слово u.
На множестве источников Ωs найдём распределение ω(θ) [6], которое задаётся форму-

лой

ω(θ) =
[r(k/2)

kπk/2

]
1
/√√√√ ∏

v ∈As

k∏
i= 1

θvi. (10)

Проинтегрировав вероятность слова u, порождённого источником θ, по множеству
источников Ωs, если на Ωs задана плотность ω(θ), и используя (9), (10), получим [6]

P̄s(u) =
[Γ(k/2)

kπk/2

]ks ∏
v ∈As

k∏
j= 1

Γ(rvj(u) + 1/2)

Γ(rv(u) + k/2)
, (11)

где Γ(z) — гамма-функция от z; rv(u) =
k∑

j= 1
rvj(u).

Величина P̄s(u), определяемая равенством (11), — это средняя вероятность слова u по
множеству источников Ω с заданной плотностью ω(θ) (10).

В работе [17] для множества марковских источников Ωs был предложен метод уни-
версального равномерного по выходу кодирования ϕN , т. е. построена последовательность
кодовых множеств TN , N = 1, 2, . . ., для которой выполняется равенство

lim
N→∞

sup
θ∈Ωs

rV B(TN , θ, ϕN ) = 0,

где величина rV B(TN , θ, ϕN ) находится из равенства (6). Кодовое множество TN включа-
ет все слова u в алфавите A, для которых одновременно выполняются следующие нера-
венства:

1/P̄S(u) ≤ kN , u ∈ TN ,

1/P̄S(uaj) > kN , u ∈ TN и, по крайней мере, для одного aj ∈ A.
(12)



В. К. Трофимов 15

Кодирование ϕN каждому слову u ставит в соответствие последовательность ϕN (u), со-
держащую |ϕN (u)| символов выходного алфавита. Очевидно, что |ϕN (u)| = ] log ‖TN‖[.

Как доказано в [17], для избыточности rV B(TN , θ, ϕN ), вычисляемой по формуле (6),
предложенное равномерное по выходу универсальное кодирование позволяет получить

оценку

rV B(TN , θ, ϕN ) ≤ ks(k − 1) + 2

2

log d(TN , θ) + C

d(TN , θ)
. (13)

В формуле (13) постоянная C не зависит ни от θ, ни от TN .

Формулировка и доказательство основного утверждения. Докажем вспомога-
тельное предложение.

Лемма. Для последовательности кодовых множеств {TN}, N = 1, 2, . . ., построенных
выше для произвольного источника θ ∈ Ωs такого, что Hs(θ) > δ > 0, справедливо следу-
ющее равенство:

ds(TN , θ) =
log ‖TN‖

Hs(θ) + αN (θ)
,

где αN (θ)→ 0 при N →∞.
Док а з а т е л ь с т в о. Из (4) для ds(TN , θ) следует справедливость равенства

ds(TN , θ) ≥ min
u∈TN

|u|. (14)

Величина min
u∈TN

|u| → ∞ при N → ∞, что вытекает из построения кодового множества

TN согласно правилу (12). Из (13), (14) с учётом того, что функция log x/x убывает при
x→∞, имеем

r(TN , θ, ϕN ) ≤ k + 1

2

log min
u∈TN

|u|

min
u∈TN

|u|
+

C

min
u∈TN

|u|
. (15)

Правая часть неравенства (15) не зависит от θ, а это означает, что r(TN , θ, ϕN ) → 0
равномерно по θ при N →∞.

Используя определение r(TN , θ, ϕN ) ((5), (6)) и теорему о связи предела и бесконечно
малых величин, из (15) получаем

log |TN |
d(TN , θ)

−H(θ) = αN (θ)

(αN (θ) стремится к нулю равномерно при N → ∞). Отсюда вытекает справедливость
равенства

d(TN , θ) =
log ‖TN‖

H(θ) + αN (θ)
.

Тем самым лемма доказана.
Перейдём к формулировке и доказательству основного результата работы.
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Теорема. Существует последовательность кодирований ϕN , N = 1, 2, . . ., такая, что
избыточность rV B(TN , θ, ϕN ) кодирования ϕN при заданной мощности кодового множества
‖TN‖ ≤ kN для произвольного источника θ ∈ Ωs удовлетворяет неравенству

rV B(N, θ) ≤ ks(k + 1)

2
H(θ)

log · log ‖TN‖
log ‖TN‖

(1 + o(1)),

где o(1)→ 0 равномерно по θ при N →∞.
Док а з а т е л ь с т в о. Пусть {TN}, N = 1, 2, . . ., — кодовые множества, построен-

ные по правилу, определяемому соотношениями (12). Как доказано в [17], для избыточнос-
ти кодирования rV B(TN , θ, ϕN ) при любом источнике θ, θ ∈ Ωs, имеет место неравенство

rV B(TN , θ, ϕN ) ≤ ks(k − 1) + 2

2

log d(TN , θ) + C

d(TN , θ)
, (16)

где постоянная C не зависит ни от θ, ни от TN (теорема 1 из [17]).
Из неравенства (16) и леммы, доказанной выше, вытекает

rV B(TN , θ, ϕN ) ≤ ks(k − 1) + 2

2

log
log ‖TN‖

Hs(θ) + αN (θ)
+ C

log ‖TN‖
Hs(θ) + αN (θ)

,

или, преобразуя второй сомножитель, запишем

r(TN , θ, ϕN ) ≤ ks(k − 1) + 2

2
[H(θ) + αN (θ)]×

× log · log ‖TN‖ − log(H(θ) + αN (θ))

log ‖TN‖
+

(Hs(θ) + αN (θ))C

log ‖TN‖
. (17)

Согласно [5, 19, 20] для величины Hs(θ) выполняются неравенства 0 ≤ H(θ) ≤ log k;
кроме того, lim

N→∞
αN (θ) = 0, поэтому при любом θ имеет место неравенство

(H(θ) + αN (θ)) log[H(θ) + αN (θ)] ≤ (1 + log k) log(1 + log k).

Отсюда и из неравенства (17) следует

rV B(TN , θ, ϕN ) ≤ ks(k + 1)

2
H(θ)

log · log ‖TN‖
log ‖TN‖

(1 + o(1)), (18)

где o(1)→ 0 равномерно по θ при N →∞.
Теорема доказана.

Следствие. При выполнении неравенства H(θ)
log k < ks(k−1)

ks(k−1)+2 равномерное по выходу

кодирование эффективнее равномерного по входу.
Док а з а т е л ь с т в о. При фиксированном источнике θ ∈ Ωs избыточность равно-

мерного по выходу кодирования, как это было доказано в теореме (соотношение (18)),
стремится к нулю со скоростью

ks(k − 1) + 2

2
H(θ)

log · log ‖TN‖
log ‖TN‖

, (19)



В. К. Трофимов 17

а равномерное по входу кодирование согласно (8) имеет скорость стремления к нулю рав-
ную величине

ks(k − 1)

2
log k · log

log · log ‖TN‖
log ‖TN‖

. (20)

При фиксированном N , если H(θ)→ 0, величина (19) также стремится к нулю, при этом
величина (20) постоянная. Следовательно, для источников, у которых энтропия мала, рав-
номерное по выходу кодирование всегда лучше равномерного по входу. Из сравнения (19)
и (20) видно, что при выполнении неравенства

H(θ)

log k
<

ks(k − 1)

ks(k − 1) + 2
(21)

предложенное V B-кодирование эффективнее BV -кодирования. Отметим, что в (21) левая
часть неравенства меньше единицы, правая часть как при s → 0, так и при k → ∞,
возрастая, стремится к единице, т. е. с увеличением s мы всегда будем выигрывать при
V B-кодировании.

Заключение. В данной работе предложен метод неравномерного по входу, но равно-
мерного по выходу кодирования информации, порождаемой неизвестным марковским ис-
точником. Доказано, что при таком кодировании среднее число букв выходного алфавита,
приходящееся на одну букву входного алфавита, с ростом числа кодовых слов стремится
к энтропии. Установлено, что предложенное кодирование лучше равномерного по входу.
При s = 0 полученный результат совпадает с результатом [18].
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