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Рассмотрена задача о колебаниях вязкоупругой пластины с сосредоточенными масса-
ми в геометрически нелинейной постановке. В уравнении движения пластины действие
сосредоточенных масс учитывается с использованием δ-функции Дирака. С помощью
метода Бубнова — Галеркина задача сводится к решению системы обыкновенных нели-
нейных интегродифференциальных уравнений типа уравнений Вольтерры. Для реше-
ния полученной системы с сингулярным ядром Колтунова— Ржаницына применен чис-
ленный метод, основанный на использовании квадратурных формул. Исследовано вли-
яние вязкоупругих свойств материала пластины, а также расположения и количества
сосредоточенных масс на амплитудно-частотные характеристики колебания. Проведено
сравнение результатов численных расчетов, полученных с использованием различных
теорий.
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В машиностроении, строительной и авиационной промышленности часто возникают
задачи о колебаниях пластин и оболочек из композитных материалов с продольными и

поперечными ребрами, накладками или узлами приборов. При теоретическом изучении
такого рода задач эти присоединенные элементы целесообразно интерпретировать как до-
полнительные массы, жестко соединенные с системами и сосредоточенные в точках. Вли-
яние сосредоточенных масс на систему имеет инерционный характер [1]. Существует ряд
работ, в которых рассмотрены колебания упругих систем с сосредоточенными массами

[1–6]. В этих работах либо решались задачи в линейной постановке [1], либо учитывались
лишь некоторые свойства материалов конструкций [2–6]. В то же время задачи о нелиней-
ных колебаниях упругих пластин и оболочек с сосредоточенными массами исследованы

недостаточно: имеются лишь отдельные работы на эту тему (см., например, [7]).
Как известно, большинство композитных материалов обладают ярко выраженными

вязкоупругими свойствами [8]. Широкое применение в промышленности новых материа-
лов, обладающих вязкоупругими свойствами, и анализ их динамического поведения сви-
детельствуют о существенном влиянии на их прочность неоднородностей типа присоеди-
ненных масс.

Значительно меньше внимания уделялось изучению особенностей поведения неодно-
родных в инерционном отношении вязкоупругих систем [9]. Задачи рассматривались с ис-
пользованием либо дифференциальной модели Фойгта, либо интегральной модели Больц-
мана — Вольтерры, в которой при расчетах в качестве ядер релаксации применялись
экспоненциальные ядра, не описывающие реальные процессы в оболочках и пластинах

в начальные моменты времени [10].
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Рис. 1. Схема пластины с сосредоточенными массами

Одной из особенностей рассматриваемой задачи является то, что при использовании
метода Бубнова — Галеркина задача и в линейной и в нелинейной постановках сводится к

решению нераспадающихся систем интегродифференциальных уравнений с сингулярными

ядрами, исследование которых существенно затруднено. Поэтому во многих работах для
координатных функций вводятся дополнительные условия (см., например, [3]).

Целью данной работы является исследование нелинейных колебаний вязкоупругой

пластины с сосредоточенными массами.
1. Математическая модель. Рассмотрим прямоугольную вязкоупругую пластину

толщиной h со сторонами a и b, изготовленную из однородного изотропного материала

с сосредоточенными массами Mp в точках (xp, yp), p = 1, 2, . . . , I (рис. 1).
Зависимость между напряжениями σx, σy, τxy и деформациями εx, εy, γxy в срединной

поверхности запишем в виде [8, 10]

σx =
E

1− µ2
(1−R∗)(εx + µεy), σy =

E

1− µ2
(1−R∗)(εy + µεx),

τxy =
E

2(1 + µ)
(1−R∗)γxy,

(1)

где E — модуль упругости; µ — коэффициент Пуассона; R∗ — интегральный оператор с

ядром релаксации R(t):

R∗ϕ =

t∫
0

R(t− τ)ϕ(τ) dτ.

Связь между деформациями εx, εy, γxy в срединной поверхности и перемещениями u,
v, w в направлениях x, y, z представим в виде [11]

εx =
∂u

∂x
+

1

2

[(∂w

∂x

)2
−

(∂w0

∂x

)2]
, εy =

∂v

∂y
+

1

2

[(∂w

∂y

)2
−

(∂w0

∂y

)2]
,

γxy =
∂u

∂y
+

∂v

∂x
+

∂w

∂x

∂w

∂y
− ∂w0

∂x

∂w0

∂y
,

(2)

где w0 = w0(x, y) — начальный прогиб.
Влияние сосредоточенных масс на вязкоупругую пластину имеет инерционный харак-

тер и учитывается в уравнении движения c помощью δ-функции Дирака [1]:

m(x, y) = ρh +
I∑

p=1

Mpδ(x− xp)δ(y − yp) (3)

(ρ — плотность материала пластины).
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Подставляя (1) и (2) (с учетом (3)) в уравнения [11]

∂σx

∂x
+

∂τxy

∂y
= 0,

∂τxy

∂x
+

∂σy

∂y
= 0,

−D

h
(1−R∗)∇4(w − w0) +

∂

∂x

(
σx

∂w

∂x
+ τxy

∂w

∂y

)
+

∂

∂y

(
τxy

∂w

∂x
+ σy

∂w

∂y

)
+

+
q

h
−

(
ρ +

1

h

I∑
p=1

Mpδ(x− xp)δ(y − yp)
)∂2w

∂t2
= 0,

∂2εx

∂y2
+

∂2εy

∂x2
−

∂2γxy

∂x ∂y
= −1

2
[L(w,w)− L(w0, w0)]

и вводя функцию напряжения F в виде [11]

σx =
∂2F

∂y2
, σy =

∂2F

∂x2
, τxy = − ∂2F

∂x ∂y
,

получим систему уравнений типа уравнений Кармана

D

h
(1−R∗)∇4(w − w0) +

(
ρ +

1

h

I∑
p=1

Mpδ(x− xp)δ(y − yp)
)∂2w

∂t2
= L(w,F ) +

q

h
,

1

E
∇4F = −1

2
(1−R∗)[L(w, w)− L(w0, w0)],

(4)

где D = Eh3/[12(1− µ2)] — жесткость пластины при изгибе; q — внешняя нагрузка;

L(w, w) = 2
[∂2w

∂x2

∂2w

∂y2
−

( ∂2w

∂x∂y

)2]
, L(w, F ) =

∂2w

∂x2

∂2F

∂y2
+

∂2F

∂x2

∂2w

∂y2
− 2

∂2w

∂x ∂y

∂2F

∂x ∂y
.

Таким образом, математическая модель задачи о колебаниях вязкоупругих пластин с
сосредоточенными массами в геометрически нелинейной постановке описывается системой

интегродифференциальных уравнений в частных производных (4) при соответствующих
граничных и начальных условиях.

Используя результаты [12], можно получить математические модели задачи о нели-
нейных колебаниях вязкоупругих пластин с сосредоточенными массами:

D

h
(1−R∗)∇4(w − w0) +

(
ρ +

1

h

I∑
p=1

Mpδ(x− xp)δ(y − yp)
)∂2w

∂t2
=

=
6D

h3ab
∇2w(1−R∗)

{ a∫
0

b∫
0

[(∂w

∂x

)2
+

(∂w

∂y

)2
−

(∂w0

∂x

)2
−

(∂w0

∂y

)2]
dx dy

}
+

q

h
. (5)

2. Выбор ядра релаксации. Как показывают исследования, интегральные соотно-
шения наследственной теории вязкоупругости эквивалентны линейным дифференциаль-
ным соотношениям с постоянными коэффициентами, если ядро представляет собой сумму
экспоненциальных функций. В то же время при обработке экспериментальных данных

оказывается, что ядра, содержащие один или несколько экспоненциальных членов, мало-
пригодны для описания свойств реальных материалов, поэтому необходимо использовать
более сложные зависимости на основе слабосингулярных функций. При этом нужно учи-
тывать следующие обстоятельства. Результаты исследования ползучести и релаксации
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вязкоупругих материалов свидетельствуют о том, что интенсивность релаксационных про-
цессов на начальной стадии испытаний чрезвычайно велика. При этом скорости процессов
настолько большие, что их непосредственное измерение в начальный момент оказывается
невозможным. Поэтому сами процессы необходимо рассматривать как динамические, а их
скорости считать равными бесконечности [10].

Данное явление можно описать с использованием слабосингулярных функций, обеспе-
чивающих конечные деформации и напряжения, в отличие от сильносингулярных функ-
ций, применение которых приводит к бесконечно большим значениям. Слабосингулярные
функции хорошо описывают скорости релаксационных процессов, если содержат доста-
точное количество реологических параметров, например ядра, предложенные Ю. Н. Ра-
ботновым, А. Р. Ржаницыным, М. А. Колтуновым и др. [10].

В дальнейшем при расчете задач будем использовать простейшее и в то же время до-
статочно общее слабосингулярное ядро Колтунова— Ржаницына с тремя реологическими

параметрами (A, β и α) [10]:

R(t) = A e−βt tα−1, 0 < α < 1. (6)

3. Алгоритм численного решения нелинейных задач динамики вязкоупру-
гих систем с сосредоточенными массами. Численный метод, предложенный в [13],
применим для решения систем нелинейных интегродифференциальных уравнений вида

N∑
n=1

aknẅn + ω2
kwk = Xk

(
t, w1, . . . , wN ,

t∫
0

ϕk(t, τ, w1(τ), . . . , wN (τ)) dτ
)
,

wk(0) = w0k, ẇk(0) = ẇ0k, k = 1, 2, . . . , N,

(7)

где wk = wk(t) — неизвестные функции времени; Xk, ϕk — непрерывные функции в обла-
сти изменения аргументов; akn, ωk — заданные постоянные величины.

К системам (7) сводятся многие нелинейные динамические задачи вязкоупругости
[14–16], в частности задачи о колебаниях и динамической устойчивости вязкоупругих кон-
струкций с сосредоточенной массой.

Систему (7) запишем в матричном виде

Aẅ + ω2w = X
(
t, w,

t∫
0

ϕ(t, τ, w(τ)) dτ
)
, w(0) = w0, ẇ(0) = ẇ0, (8)

где

A =


a11 a12 . . . a1N

a21 a22 . . . a2N

. . . . . . . . . . . .
aN1 aN2 . . . aNN

 , w =


w1

w2

. . .
wN

 , ω2 =


ω2

1 0 . . . 0
0 ω2

2 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . ω2

N

 ,

X =


X1

X2

. . .
XN

 , ϕ =


ϕ1

ϕ2

. . .
ϕN

 .

Решая систему (8) относительно w, для определения неизвестных в точках ti = ih,
i = 0, 1, 2, . . . (h — шаг интерполяции) получим рекуррентную формулу

wi+1 = ẇ0ti+1 + w0 + A−1
i∑

j=0

Aj(ti+1 − tj)
[
− ω2wj + X

(
tj , wj ,

j∑
k=0

Bkϕ(tj , tk, wk)
)]

, (9)
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где A−1 — матрица, обратная матрице A; Aj , Bk (j = 0, 1, . . . , i, k = 0, 1, . . . , j) — узлы

интерполяционной формулы.
Соответствующая задача в двумерной постановке при использовании метода Бубно-

ва — Галеркина сводится к решению системы нелинейных интегродифференциальных

уравнений вида

N∑
n=1

M∑
m=1

aklnmẅnm + ω2
klwkl = Xkl

(
t, w11, . . . , wNM ,

t∫
0

ϕkl(t, τ, w11(τ), . . . , wNM (τ)) dτ
)
,

wkl(0) = w0kl, ẇkl(0) = ẇ0kl, k = 1, 2, . . . , N, l = 1, 2, . . . ,M.

Если в рассматриваемой задаче ввести матрицы A, ω2, X, ϕ, то для определения
зависимости w = w(t) получим матричное уравнение (8), решение которого находится из
рекуррентного соотношения (9).

4. Тестовый пример. Рассмотрим систему нелинейных интегродифференциальных
уравнений вида

ü + λ2
1u = px + λ2

t∫
0

R(t− τ)u(τ) dτ + λ3

t∫
0

R1(t− τ)v(τ) dτ + λ4

t∫
0

R2(t− τ)w2(τ) dτ,

v̈ + ϕ2
1v = py + ϕ2

t∫
0

R1(t− τ)v(τ) dτ + ϕ3

t∫
0

R(t− τ)u(τ) dτ + ϕ4

t∫
0

R2(t− τ)w2(τ) dτ,

ẅ + ω2
1w = q + ω2

t∫
0

R3(t− τ)w(τ) dτ + ω3w

t∫
0

R(t− τ)u(τ) dτ +
(10)

+ ω4w

t∫
0

R1(t− τ)v(τ) dτ + ω5

t∫
0

R2(t− τ)w2(τ) dτ

с начальными условиями u(0) = 1, u̇(0) = −β1, v(0) = 1, v̇(0) = −β2, w(0) = 1, ẇ(0) = −β3,
где

R(t) = A e−β1t tα−1, R1(t) = A1 e−β2t tα1−1, R2(t) = A2 e−2β3t tα2−1,

R3(t) = A3 e−β3t tα3−1, 0 < α < 1, 0 < α1 < 1, 0 < α2 < 1, 0 < α3 < 1,

px =
(
β2

1 + λ2
1 −

λ2A

α
tα

)
e−β1t−λ3A1

α1
e−β2t tα1 − λ4A2

α2
e−2β3t tα2 ,

py =
(
β2

2 + ϕ2
1 −

ϕ2A1

α1
tα1

)
e−β2t−ϕ3A

α
e−β1t tα − ϕ4A2

α2
e−2β3t tα2 ,

q =
(
β2

3 + ω2
1 −

ω2A3

α3
tα3

)
e−β3t−ω3A

α
e−(β1+β3)t tα − ω4A1

α1
e−(β2+β3)t tα1 − ω5A2

α2
e−2β3t tα2 .

Система уравнений (10) имеет точное решение u = e−β1t, v = e−β2t, w = e−β3t, удовле-
творяющее начальным условиям. Дважды интегрируя систему уравнений (10) с учетом
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начальных условий, приближенные значения un = u(tn), vn = v(tn), wn = w(tn) в узлах
tn = (n− 1)∆t, n = 1, 2, . . . (аналогично формуле (9)) находим из соотношений

un = 1− β1tn +
n−1∑
i=0

Bi(tn − ti)
[
px(ti)− λ2

1ui +

+
i∑

k=0

(λ2A

α
Ck e−β1tk ui−k +

λ3A1

α1
C1k e−β2tk vi−k +

λ4A2

α2
C2k e−2β3tk w2

i−k

)]
,

vn = 1− β2tn +
n−1∑
i=0

Bi(tn − ti)
[
py(ti)− ϕ2

1vi +

+
i∑

k=0

(ϕ2A1

α1
C1k e−β2tk vi−k +

ϕ3A

α
Ck e−β1tk ui−k +

ϕ4A2

α2
C2k e−2β3tk w2

i−k

)]
,

(11)

wn = 1− β3tn +
n−1∑
i=0

Bi(tn − ti)
[
q(ti)− ω2

1wi +

+
i∑

k=0

(ω2A3

α3
C3k e−β3tk wi−k +

ω3A

α
wiCk e−β1tk ui−k +

+
ω4A2

α2
wiC1k e−β2tk vi−k +

ω5A2

α2
C2k e−2β3tk w2

i−k

)]
,

где Bi, Ck, C1k, C2k, C3k — коэффициенты квадратурной формулы трапеции; B0 = h/2;
Bi = h (i = 1, 2, . . . , n− 1);

C0 = hα/2, Ci = hα[iα − (i− 1)α]/2, Ck = hα[(k + 1)α − (k − 1)α]/2,

Cl0 = hαl/2, Cli = hαl [iαl − (i− 1)αl ]/2, Clk = hαl [(k + 1)αl − (k − 1)αl ]/2,

k = 1, 2, . . . , n− 1, l = 1, 2, 3.

В таблице приведены результаты расчетов по формулам (11) в интервале t = 0÷ 0,8
с шагом ∆t = 0,001. Использовались следующие начальные данные: λ = 1,1; λ1 = 1,2;
λ2 = 1,3; λ3 = 1,4; λ4 = 1,5; ϕ = 1,2; ϕ1 = 1,3; ϕ2 = 1,4; ϕ3 = 1,5; ϕ4 = 1,6; ω = 1,3;
ω1 = 1,4; ω2 = 1,5; ω3 = 1,6; ω4 = 1,7; ω5 = 1,8; A = 0,01; A1 = 0,02; A2 = 0,03;
A3 = 0,04; β = 0,25; β1 = 0,26; β2 = 0,27; β3 = 0,28; α = 0,05; α1 = 0,06; α2 = 0,07;

t
Решение

∆
Точное Приближенное

0 1,000 000 1,000 000 —
0,1 0,974 335 0,974 237 9,8 · 10−5

0,2 0,949 329 0,948 868 4,6 · 10−4

0,3 0,924 964 0,923 942 10−3

0,4 0,901 225 0,899 560 1,6 · 10−3

0,5 0,878 095 0,875 867 2,2 · 10−3

0,6 0,855 559 0,853 050 2,5 · 10−3

0,7 0,833 601 0,831 336 2,0 · 10−3

0,8 0,812 207 0,810 994 1,2 · 10−3
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α3 = 0,08. Из таблицы следует, что погрешность ∆ расчетов, выполненных описанным
методом, совпадает с погрешностью использованных квадратурных формул и имеет тот
же порядок малости относительно шага интерполяции.

5. Расчет нелинейных колебаний вязкоупругой пластины с сосредоточен-
ными массами. Метод Бубнова — Галеркина. Пусть пластина шарнирно оперта со
всех сторон. Прогибы пластины w и w0 аппроксимируем функцией

w(x, y, t) =
N∑

n=1

M∑
m=1

wnm(t) sin
nπx

a
sin

mπy

b
,

w0(x, y) =
N∑

n=1

M∑
m=1

w0nm sin
nπx

a
sin

mπy

b
.

(12)

Подставляя (12) во второе уравнение (4) и приравнивая в обеих частях этого урав-
нения коэффициенты при одинаковых гармониках тригонометрических функций, находим
функцию усилий

F (x, y, t) = E
N∑

i,j=1

M∑
r,s=1

(1−R∗)(wirwjs − w0irw0js)
(
Cirjs cos

(i + j)πx

a
cos

(r + s)πy

b
+

+ Airjs cos
(i + j)πx

a
cos

(r − s)πy

b
+ Dirjs cos

(i− j)πx

a
cos

(r + s)πy

b
+

+ Birjs cos
(i− j)πx

a
cos

(r − s)πy

b

)
. (13)

Здесь

Cirjs = − λ2ir(ir − js)

4[(i + j)2 + λ2(r + s)2]2
, Airjs =

λ2ir(ir + js)

4[(i + j)2 + λ2(r − s)2]2
,

Dirjs =
λ2ir(ir + js)

4[(i− j)2 + λ2(r + s)2]2
, Birjs = − λ2ir(ir − js)

4[(i− j)2 + λ2(r − s)2]2
, λ =

a

b
.

Подставляя (13) и (12) в первое уравнение (4) и выполняя процедуру метода Бубно-
ва — Галеркина с использованием свойств функции Дирака [1], для определения неизвест-
ных wkl = wkl(t) получим следующую систему нелинейных интегродифференциальных

уравнений:

ρb4

Eh2π2
ẅkl +

4b3

π2ah3E

N∑
n=1

M∑
m=1

( I∑
p=1

Mp sin
kπxp

a
sin

nπxp

a
sin

lπyp

b
sin

mπyp

b

)
ẅnm +

+
π2

12(1− µ2)

[(k

λ

)2
+ l2

]2
(1−R∗)(wkl − w0kl) =

=
16αklhq

klπ4E

( b

h

)4
− 1

h2

N∑
n,i,j=1

M∑
m,r,s=1

aklnmirjswnm(1−R∗)(wirwjs − w0irw0js),

(14)

wkl(0) = w0kl, ẇkl(0) = ẇ0kl, k = 1, 2, . . . , N, l = 1, 2, . . . ,M.

Здесь αkl = 1, если k и l нечетные, αkl = 0, если k или l четное; коэффициент aklnmirjs

определяется из [14, 15].
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Вводя в (14) безразмерные величины xp/a, yp/b, Mp/M0, wkl/h, w0kl/h, (q/E)(b/h)4,
ωt, R(t)/ω и сохраняя при этом прежние обозначения, получим

N∑
n=1

M∑
m=1

Bklnmẅnm +
1

4

[(k

λ

)2
+ l2

]2
(1−R∗)(wkl − w0kl) =

=
48αkl(1− µ2)

klπ6
q − 3(1− µ2)

π2

N∑
n,i,j=1

M∑
m,r,s=1

aklnmirjswnm(1−R∗)(wirwjs − w0irw0js), (15)

wkl(0) = w0kl, ẇkl(0) = ẇ0kl, k = 1, 2, . . . , N, l = 1, 2, . . . ,M,

где ω =
√

(4D/ρh)(π/b)4 — частота основного тона колебаний; M0 = abρh — масса пла-

стины; Bklnm = 4
I∑

p=1

Mp sin kπxp sin nπxp sin lπyp sin mπyp при k 6= n, l 6= m, в иных случаях

Bklkl = 1 + 4
I∑

p=1

Mp sin2 kπxp sin2 lπyp.

Интегрирование системы (15) проводилось с помощью численного метода, основан-
ного на использовании квадратурных формул, алгоритм которого приведен в п. 3. При
расчетах в качестве ядер релаксации использовались слабосингулярные ядра Колтуно-
ва — Ржаницына (6). Расчеты проводились на алгоритмическом языке Delphi.

Ниже приведены результаты вычислений при различных значениях физических и

геометрических параметров вязкоупругой пластины (рис. 2–7). За исключением случаев,
оговоренных особо, в качестве исходных принимались следующие значения параметров:
w0 = 10−3, A = 0,05, β = 0,01, α = 0,25, q = 0, λ = 1.

Исследована сходимость метода Бубнова — Галеркина (рис. 2). При вычислении про-
гиба удерживались семь первых гармоник (N = 7, M = 1). Расчеты показали, что даль-
нейшее увеличение количества членов не оказывает существенного влияния на амплитуду

колебаний вязкоупругой пластины.
На рис. 3 представлена зависимость прогиба в центре упругой (кривая 1) и вязкоупру-

гих пластин (кривые 2, 3) от времени. Видно, что учет вязкоупругих свойств материала
пластины приводит к затуханию колебательного процесса. В начальный период решения
упругой и вязкоупругой задач мало различаются, однако с течением времени вязкоупругие
свойства начинают оказывать существенное влияние. Как показывают исследования, уве-
личение реологического параметра A и уменьшение параметра α приводят к уменьшению
амплитуды и соответственно частоты колебаний.

Дальнейшие расчеты показали, что изменение третьего реологического параметра
вязкости β (0 < β < 1) не оказывает существенного влияния на процесс колебаний вязко-
упругой пластины, что также подтверждает неприемлемость применения экспоненциаль-
ных ядер релаксации при расчетах динамических задач вязкоупругих систем.

На рис. 4 приведены результаты расчета деформирования квадратной пластины с

сосредоточенной в центре массой M1 = 0,1 при отсутствии поперечной нагрузки (q = 0).
Видно, что в начальные моменты времени результаты, полученные с использованием этих
ядер, почти совпадают, однако с течением времени их различие увеличивается, и при
t = 10 оно составляет более 30 %. В то же время значения амплитуды, полученные в вяз-
коупругой задаче с использованием экспоненциального ядра релаксации, несущественно
отличаются от полученных в упругой постановке не только в начальные моменты, но и
на достаточно большом промежутке времени.
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Рис. 2. Зависимость прогиба от времени:
1 — N = 1; 2 — N = 3; 3 — N = 7; 4 — N = 11

Рис. 3. Зависимость прогиба от времени:
1 — A = 0; 2 — A = 0,05; 3 — A = 0,1
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Рис. 4 Рис. 5

Рис. 4. Зависимость прогиба от времени при M1 = 0,1:
1 — упругий материал пластины; 2, 3 — вязкоупругий материал (2 — экспоненциальное

ядро релаксации; 3 — слабосингулярное ядро Колтунова — Ржаницына)

Рис. 5. Зависимость прогиба от времени:
1 — M1 = 0; 2 — M1 = 0,1; 3 — M1 = 0,2
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Рис. 6. Зависимость прогиба от времени при M1 = 0,1, y1 = 1/2:
1 — x1 = 1/2; 2 — x1 = 1/3; 3 — x1 = 1/6

Рис. 7. Зависимость прогиба от времени при w0 = 0,5, q = 1, M1 = 0,1, x1 =
y1 = 1/2:
1 — линейная теория; 2 — теория Бергера; 3 — гипотеза Кирхгофа — Лява

Влияние сосредоточенной массы в центре пластины на колебательный процесс по-
казано на рис. 5. Видно, что увеличение сосредоточенной массы приводит к уменьшению
амплитуды и частоты колебаний. Следует отметить, что в частном случае, когда в центре
пластины отсутствует сосредоточенная масса (M1 = 0), получаются результаты, совпа-
дающие с приведенными в работе [17].

Исследовано также влияние положения сосредоточенной массы на колебательный про-
цесс (рис. 6). Установлено, что по мере удаления сосредоточенной массы от центра пла-
стины частота колебаний увеличивается.

На рис. 7 приведены результаты расчетов с использованием различных теорий для
квадратной пластины с сосредоточенной в центре массойM1 = 0,1. Как показывают иссле-
дования в случае отсутствия начальных неправильностей и внешних нагрузок, результа-
ты расчетов, полученные с использованием этих теорий, совпадают. Однако при наличии
внешних нагрузок и увеличении значений начальных неправильностей зависимости w(t),
полученные по теориям Кирхгофа — Лява и Бергера, различаются уже в начальные мо-
менты времени. Тем не менее результаты, полученные с использованием линейной теории,
даже при этих условиях в течение достаточно длительного времени совпадают с получен-
ными по теории Бергера (в расчетах по теории Бергера использовалось уравнение (5)).

Заключение. Анализ результатов исследования нелинейных динамических задач о
колебаниях вязкоупругих пластин c сосредоточенными массами позволяет сделать следу-
ющие выводы.

Численные результаты, полученные c использованием экспоненциального ядра, обыч-
но применяемого в качестве ядра релаксации, почти совпадают с результатами, получен-
ными в упругой постановке. Поэтому возникает необходимость выбрать в качестве ядер
релаксации ядра Колтунова— Ржаницына, содержащие достаточное количество реологи-
ческих параметров для получения численных результатов, описывающих реальные про-
цессы, происходящие в вязкоупругих конструкциях, и хорошо согласующихся с экспери-
ментальными данными [10].
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Увеличение сосредоточенной массы приводит к более интенсивному уменьшению ам-
плитуды и частоты колебаний.

Как в упругом, так и в вязкоупругом случаях по мере удаления сосредоточенной массы
от центра пластины частота колебаний увеличивается.

В зависимости от значений геометрических и физических параметров пластин в расче-
тах необходимо выбрать соответствующую теорию (линейную, Бергера или Кирхгофа —
Лява). В случае колебаний квадратной пластины при отсутствии внешних нагрузок и на-
чальных неправильностей результаты, полученные с использованием указанных теорий,
совпадают. Однако при учете начальных неправильностей пластины и наличии внешних
нагрузок различие результатов, полученных по этим теориям, возникает уже в начальные
моменты времени. В данной постановке задачи наиболее приемлемой теорией является

классическая теория Кирхгофа — Лява.
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