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1.

Для численного решения гиперболических уравнений была предложена трехслойная
по времени и двухточечная по пространству схема Upwind Leapfrog [1], которая имеет
второй порядок аппроксимации на гладких решениях и является явной и условно устой-
чивой при числах Куранта r ∈ (0, 1]. Детальный анализ этой схемы был проведен в
работах [2, 3], в которых с учетом кососимметричности своего пространственного шаб-
лона она была названа схемой CABARET. Основные достоинства этой схемы связаны с
тем, что она задана на компактном пространственном шаблоне и является обратимой по
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времени и точной при двух различных числах Куранта r = 0.5; 1, что наделяет ее уни-
кальными диссипативными и дисперсионными свойствами [3]. Для численного решения
уравнений одномерной газовой динамики был разработан балансно-характеристический
вариант схемы CABARET [4], который с учетом коррекции потоковых переменных (необ-
ходимой для монотонизации разностного решения на ударных волнах) показал высокую
точность при расчете классического теста Blast Wave [5]. Было показано, что разра-
ботанная в [4] схема при определенных ограничениях на численные начальные данные
является монотонной [6] и сильно монотонной [7] при числах Куранта r ∈ (0, 0.5].

В настоящее время широко применяется двухслойная по времени форма записи схемы
CABARET [8], в частности, для численного моделирования пространственно многомер-
ных газодинамических течений [9], мезомаcштабныx течений в океане [10] и волновых
течений мелкой воды над неровным дном [11]. Монотонность этой схемы при аппрокси-
мации линейного уравнения переноса в одномерном случае изучалась в [12], а в двумер-
ном — в [13]. Условия монотонности двухслойной по времени схемы CABARET, аппрок-
симирующей квазилинейный скалярный закон сохранения, исследовались в [14] и [15].

В этой работе проведен анализ монотонности двухслойной по времени схемы
CABARET, аппроксимирующей многомерный квазилинейный скалярный закон сохра-
нения. Показано, что поскольку при стандартной коррекции потоковых переменных схе-
ма CABARET не сохраняет монотонности пространственно одномерных разностных ре-
шений [12–15], то это приводит к появлению на первых временных шагах схемных ос-
цилляций при расчете пространственно многомерных разрывных решений. Предложена
модификация многомерной схемы CABARET, которая в линейном приближении сохра-
няет монотонность пространственно одномерных разностных решений и, как следствие,
обеспечивает подавление нефизических осцилляций при расчете многомерных разрыв-
ных решений. Приведены результаты тестовых расчетов, иллюстрирующие преимуще-
ства модифицированной схемы.

2.

Рассмотрим задачу Коши для m-мерного скалярного закона сохранения

∂v

∂t
+

m∑
i=1

∂fi(v)

∂xi
= 0, v(x, 0) = v0(x), (1)

с монотонно возрастающими функциями потоков fi(v):

ai(v) = f ′i(v) > 0, i = 1,m, (2)

и ограниченной начальной функцией v0(x), где x = (x1, x2, . . . , xm). Обобщенное решение
этой задачи v(x, t) существует при всех t > 0 и является ограниченным.

Аппроксимируем задачу (1) двухслойной по времени схемой CABARET [8], заданной
на равномерной по пространству прямоугольной сетке

{xj , tn} : xj = jh, tn+1 = tn + τn, t0 = 0, (3)

в которой j = (j1, j2, . . . , jm) — мультииндекс, h = (h1, h2, . . . , hm) — постоянный вектор
пространственных шагов схемы, jh = (j1h1, j2h2, . . . , jmhm), τn — шаг сетки по времени,
определяемый из условия устойчивости:
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τn = rmin
i
hi/max

k
|a (Unk )| , |a| =

√
a21 + a22 + · · ·+ a2m, (4)

r ∈ (0, 1) — число Куранта, Unk = u(xk, tn) — консервативная сеточная переменная,
заданная в полуцелых пространственных узлах

xk = kh =
(
(j1 + 1/2)h1, (j2 + 1/2)h2, . . . , (jm + 1/2)hm

)
,

где k = j + e · 1/2, e = (1, 1, . . . , 1). В этой схеме наряду с консервативными пере-
менными Unk используются также потоковые переменные (unk)

±
i = T

±1/2
i ◦ Unk , где Tαi —

оператор сдвига на α шагов hi по пространственной переменной xi, действие которого
на каждую функцию u(x, t) определяется равенством

Tαi ◦ u(x, t) = u(x1, . . . , xi−1, xi + αhi, xi+1, . . . , xm).

При реализации схемы CABARET на первом этапе по известным на n-м временном
слое величинам Unk и (unk)

±
i из разностных уравнений

U
n+1/2
k − Unk
τn/2

+

m∑
i=1

fi
(
(unk)

+
i

)
− fi

(
(unk)

−
i

)
hi

= 0 (5)

находятся значения консервативных переменных Un+1/2
k на полуцелом временном слое

n + 1/2. На втором этапе с учетом условий (2) путем линейной экстраполяции по фор-
мулам (

un+1
k

)+
i
= 2U

n+1/2
k − (unk)

−
i , i = 1,m, (6)

определяются предварительные значения потоков на (n+ 1)-м временном слое.
На третьем этапе при помощи стандартной функции ограничителя

F (u,m,M) =

 u, m ≤ u ≤M,
m, u ≤ m,
M, u ≥M

(7)

происходит корректировка потоков (6):(
un+1
k

)+
i
= F

((
un+1
k

)+
i
, (mn

k)i , (M
n
k )i

)
, (8)(

mn
k

)
i
= min

(
(unk)

−
i , U

n
k , (u

n
k)

+
i

)
+ τn (g

n
k)i , (9)(

Mn
k

)
i
= max

(
(unk)

−
i , U

n
k , (u

n
k)

+
i

)
+ τn (g

n
k)i , (10)(

gnk
)
i
= −

∑
l 6=i

fl
(
(unk)

+
l

)
− fl

(
(unk)

−
l

)
hl

. (11)

Сеточные функции (11) получаются путем аппроксимации источниковых членов, возни-
кающих при записи уравнения (1) в виде

∂v

∂t
+
∂fi(v)

∂xi
= −

∑
l 6=i

∂fl(v)

∂xl
.

На четвертом (завершающем) этапе из разностных уравнений
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Un+1
k − Un+1/2

k

τn/2
+

m∑
i=1

fi

((
un+1
k

)+
i

)
− fi

((
un+1
k

)−
i

)
hi

= 0 (12)

находятся значения консервативных переменных Un+1
k на (n+ 1)-м временном слое.

3.

Было показано [14, 15], что в пространственно одномерном случае (m = 1) коррекция
потоков (8)–(11) не гарантирует монотонности схемы CABARET, т. е. при любых числах
Куранта r ∈ (0, 1) существуют такие одномерные решения этой схемы, которые будучи
монотонными по пространственной переменной на начальном временном слое n = 0 те-
ряют свою монотонность при переходе на следующий временной слой n = 1. Из тестовых
расчетов следует, что при r ∈ (0, 0.5] возникающие схемные осцилляции затухают через
несколько временных шагов, в то время как при r ∈ (0.5, 1) их амплитуда с течением
времени изменяется незначительно.

Аналогичная ситуация имеет место при расчете по стандартной схеме CABARET
(5)–(12) пространственно многомерных разрывных решений. Для иллюстрации этого на
рисунке 1 на два момента времени (n = 1; 3) приведены результаты численного расчета
задачи Коши (1) для двумерного (m = 2) нелинейного уравнения переноса с кубическими
функциями потоков f1 = f2 = v3/3 и со следующими разрывными кусочно-постоянными
начальными данными:

v0(x) = v0(x1, x2) =

{
2, x ∈ K,
1, x /∈ K, (13)

где K = {(x1, x2) : 1 ≤ x1 ≤ 2, 1 ≤ x2 ≤ 2}. Расчеты проводились на сетке (3) с про-
странственными шагами h1 = h2 = h = 0.1, числом Куранта r = 0.5 и сеточными
начальными данными:

U0
k =

{
2, xk ∈ K,
1, xk 6∈ K,

(
u0k
)±
i
=
T±1i + T 0

i

2
◦ U0

k, i = 1, 2. (14)

Из рис. 1 следует, что на первых временных шагах консервативные переменные Unk , где
k = (j1 +1/2, j2 +1/2), имеют заметные схемные осцилляции на фронте ударной волны,
которые с течением времени постепенно затухают.

Рис. 1. Консервативные переменные Un
k , полученные по стандартной схеме CABARET



В.В. Остапенко, Т.В. Протопопова 435

4.

Для аппроксимации многомерного линейного уравнения переноса была предложе-
на [13] модификация двухслойной по времени схемы CABARET, сохраняющая монотон-
ность относительно всех пространственно одномерных разностных решений. На случай
квазилинейного скалярного закона сохранения (1) мы обобщим эту модификацию следу-
ющим образом. На первом этапе по разностным уравнениям (5) вычисляются значения
консервативной переменной U

n+1/2
k . На втором этапе из уравнения (6) определяются

предварительные значения потоковой переменной
(
un+1
k

)+
i
, которые на третьем этапе

корректируется по формуле(
ũn+1
k

)+
i
= F

((
un+1
k

)+
i
, (mn

k)i , (M
n
k )i

)
, (15)

где функция F и величины (mn
k)i, (M

n
k )i задаются соотношениями (7), (9) и (10).

Если выполнены неравенства

T−1i ◦ Unk ≤ Unk ≤ T 1
i ◦ Unk , (16)

означающие локальное монотонное возрастание функции Unk в i-м пространственном
направлении, то при помощи функции

F1 (u,M) =

{
u, u ≤M,
M, u ≥M,

(17)

ограничивающей сверху, проводится дополнительная коррекция потока
(
ũn+1
k

)+
i
по фор-

муле (
ûn+1
k

)+
i
= F1

((
ũn+1
k

)+
i
, (ψnk)i + τn (g

n
k)i

)
, (18)

где

(ψnk)i =
2
(
Unk −

(
1− (rnk)i

)
(unk)

−
i

)(
rnk
)
i

− (unk)
+
i , (rnk)i =

τnai

(
U
n+1/2
k

)
hi

. (19)

Если выполнены неравенства

T−1i ◦ Unk ≥ Unk ≥ T 1
i ◦ Unk , (20)

означающие локальное монотонное убывание функции Unk в i-м пространственном на-
правлении, то при помощи функции

F2 (u,m) =

{
u, u ≥ m,
m, u ≤ m, (21)

ограничивающей снизу, проводится дополнительная коррекция потока
(
ũn+1
k

)+
i
по фор-

муле (
ûn+1
k

)+
i
= F2

((
ũn+1
k

)+
i
, (ψnk)i + τn (g

n
k)i

)
. (22)

Если ни одно из двух условий (16) или (18) не выполнено, то коррекция потока
(
ũn+1
k

)+
i

не проводится, т. е. полагается, что
(
ûn+1
k

)+
i
=
(
ũn+1
k

)+
i
.
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На четвертом этапе из разностных уравнений

Un+1
k − Un+1/2

k

τn/2
+

m∑
i=1

fi

((
ûn+1
k

)+
i

)
− fi

((
ûn+1
k

)−
i

)
hi

= 0 (23)

находятся значения консервативных переменных Un+1
k на (n+ 1)-м временном слое. На

пятом этапе проводится завершающая коррекция потоковых переменных(
un+1
k

)+
i
= F

((
ûn+1
k

)+
i
,
(
m̃n+1

k

)
i
,
(
M̃n+1

k

)
i

)
, (24)

где (
m̃n+1

k

)
i
= min

(
Un+1
k , T 1

i ◦ Un+1
k

)
,
(
M̃n+1

k

)
i
= max

(
Un+1
k , T 1

i ◦ Un+1
k

)
. (25)

5.

С учетом результатов работ [12, 13] для модифицированной схемы CABARET спра-
ведлива

Теорема. В линейном приближении многомерная схема CABARET (5)–(11),
(15)–(25) является монотонной относительно всех своих пространственно одномерных
решений, т. е. таких разностных решений

{
Unk , (u

n
k)

+
i

}
, которые зависят от изменения

только одной компоненты мультииндекса k.

Для формулировки идеи доказательства предположим, что пространственно одно-
мерное разностное решение зависит от пространственной переменной xi. С учетом этого
такое одномерное решение можно записать в виде

{
Uni , u

n
i+1/2

}
. В линейном приближе-

нии модифицированной схемы CABARET из монотонности этого решения на n-м вре-
менном слое следует его монотонность на (n+1)-м временном слое. Для доказательства
этого результата достаточно показать [12] сохранение монотонности разностного реше-
ния относительно индекса i при следующих переходах:{

Uni , u
n
i+1/2

}
⇒

{
Uni , u

n+1/2
i+1/2

}
⇒

{
Un+1
i , u

n+1/2
i+1/2

}
⇒

{
Un+1
i , un+1

i+1/2

}
. (26)

Сохранение монотонности при первых двух переходах в (26) следует из первой (15) и
второй (18), (22) коррекции потоков, а при третьем переходе в (26) — из третьей коррек-
ции (24).

6.

Для иллюстрации преимущества модифицированной схемы CABARET по сравнению
со стандартной на рис. 2 при тех же параметрах, что на рис. 1, приведены результаты
численного расчета, полученные с использованием модифицированной схемы. Из этого
рисунка следует, что, в отличие от стандартной, в модифицированной схеме на первых
временных шагах отсутствуют осцилляции разностного решения на фронте ударной вол-
ны. На рис. 3 графики сеточной функции Unk приведены на временных слоях n = 30; 60,
когда осцилляции разностного решения в стандартной схеме полностью сглаживаются и
численные решения, получаемые по стандартной и модифицированной схемам, визуаль-
но становятся идентичными.
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Рис. 2. Консервативные переменные Un
k , полученные по модифицированной схеме CABARET,

на первых временных шагах

Рис. 3. Консервативные переменные Un
k , полученные по схеме CABARET, на временных слоях

n = 30; 60

Для более детального сравнения двух рассматриваемых схем CABARET на рис. 4
(точками для стандартной схемы и кружками для модифицированной схемы) на вре-
менных слоях n = 1; 3; 7; 30; 60; 120 приведены графики одномерной сеточной функции
V n
j+1/2 = Unj+1/2,j+1/2, получаемой в ортогональном сечении функции Unk , проходящем

через ось
ξ = {(x1, x2) : x1 = x2}.

Сплошной линией на рис. 4 показано “точное” решение, которое моделируется расчетом
по модифицированной схеме на более мелкой сетке с пространственным шагом h = 0.01.
Графики для временных слоев n = 1; 3; 7 иллюстрируют процесс затухания в стандарт-
ной схеме осцилляции на фронте ударной волны относительно монотонизированного ре-
шения, получаемого по модифицированной схеме. На временных слоях n = 30; 60; 120,
когда осцилляция разностного решения в стандартной схеме сглаживается, численные
решения, получаемые по обеим схемам, заметно отличаются только на фронте ударной
волны.

Отставание на рис. 4 численного фронта ударной волны от “точного” (слабо заметное
при n = 60 и более отчетливое при n = 120) объясняется размазыванием в разностном
решении вертикальных граней разрывного точного решения, которое с течением времени
увеличивается. Для подтверждения этого на рис. 5 при n = 30; 60; 120 кружками пока-
заны изолинии Unk = 1.4 разностного решения относительно соответствующих изолиний
“точного” решения, изображенных сплошными замкнутыми линиями.
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Рис. 4. Сравнение численных результатов, полученных по стандартной (точки) и модифици-
рованной (кружки) схемам CABARET с точным решением (сплошная линия)

Рис. 5. Сравнение изолиний U = 1.4 точного решения (сплошные замкнутые линии) с числен-
ным решением Un

k = 1.4 (кружки), полученным по модифицированной схеме CABARET

7.
В заключение отметим, что предложенная модификация схемы CABARET естествен-

ным образом обобщается на квазилинейные гиперболические системы законов сохране-
ния, описывающие многомерные задачи гидравлики и газовой динамики.
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