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Исследуются нелинейные параметрические колебания продольно подкрепленной орто-
тропной цилиндрической оболочки, заполненной вязкой жидкостью. Движение жидко-
сти описывается с помощью линеаризованного уравнения Навье — Стокса. Уравнения
движения подкрепленной ортотропной оболочки, заполненной вязкой жидкостью, по-
лучены на основе принципа стационарности действия Остроградского — Гамильтона.
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Введение. В последнее время возрастает интерес к исследованию напряженно-
деформированного состояния ребристых анизотропных оболочек при воздействии на них

динамических нагрузок. В работе [1] изучены осесимметричные колебания цилиндриче-
ской круговой оболочки при ее взаимодействии с вязкой ньютоновской жидкостью. Неста-
ционарное взаимодействие вязкой жидкости с упругой оболочкой исследовано в работе [2]
с использованием линеаризованных уравнений Навье — Стокса и нелинейной теории по-
логих оболочек Доннелла. В [3] выполнено экспериментальное исследование больших ам-
плитудных колебаний пустых и заполненных жидкостью круглых цилиндрических обо-
лочек, подвергнутых радиальному гармоническому возбуждению. Влияние материальной
ортотропии на нелинейные колебания и динамическую неустойчивость круглых цилин-
дрических оболочек, контактирующих с жидкостью, изучено в работе [4]. При этом ис-
пользовалась нелинейная теория Доннелла для случая тонкой оболочки и предполагалось,
что жидкость не является вязкой несжимаемой. Уравнения движения были получены с

помощью подхода Галеркина и решены методом Рунге — Кутты. В работе [5] с помо-
щью вариационного принципа решена задача о параметрическом колебании поперечно

подкрепленной поврежденной ортотропной цилиндрической оболочки, заполненной вязкой
жидкостью, под действием внешнего давления. На основе вариационного принципа Остро-
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градского— Гамильтона построены системы дифференциальных уравнений относительно

амплитуды перемещений поперечно подкрепленной поврежденной ортотропной цилиндри-
ческой оболочки, заполненной вязкой жидкостью. Поверхностные нагрузки, действующие
со стороны жидкости на поперечно подкрепленную цилиндрическую оболочку, определя-
ются из решений линеаризованного уравнения Навье — Стокса. В [6] с помощью вари-
ационного принципа в геометрически нелинейной постановке решена задача о парамет-
рических колебаниях продольно подкрепленной ортотропной цилиндрической оболочки,
контактирующей с упругой средой и находящейся под действием внутреннего давления.
Влияние внешней среды учтено с помощью модели Пастернака. Построены амплитудно-
частотные зависимости для параметрических колебаний цилиндрической подкрепленной

оболочки, заполненной средой.
В работах [7–18] исследуются волны деформации в упругих оболочках и упругих со-

осных оболочках, взаимодействующих с вязкой несжимаемой жидкостью. Показано, что
амплитуда движущейся волны может увеличиваться или уменьшаться в зависимости от

значения коэффициента Пуассона материала оболочки, т. е. наличие жидкости приводит
к разрушению уединенной волны. При этом уравнение, описывающее волновой процесс, не
имеет точного решения, поэтому данное явление обнаружено и исследовано с помощью ком-
пьютерного моделирования. Решение задачи о взаимодействии слоя жидкости с соосными
упругими оболочками сводится к решению связанной системы уравнений, описывающей
волновой процесс в оболочках и имеющей точное решение. Особый интерес представляет
исследование развития волн деформации во внутренней оболочке при наличии возмущения

во внешней оболочке, которое также проводится с использованием компьютерного моде-
лирования.

Анализ литературы показывает, что исследования нелинейных параметрических ко-
лебаний продольно подкрепленной ортотропной цилиндрической оболочки, заполненной
вязкой жидкостью, не проводились.

В данной работе с использованием вариационного принципа в геометрически нелиней-
ной постановке решается задача о параметрических колебаниях продольно подкрепленной

ортотропной цилиндрической оболочки, заполненной вязкой ньютоновской жидкостью и

находящейся под действием внешнего давления. Движение жидкости описывается с помо-
щью линеаризованного уравнения Навье — Стокса.

1. Постановка задачи. Дифференциальные уравнения движения и естественные
граничные условия для продольно подкрепленной ортотропной цилиндрической оболоч-
ки, контактирующей с вязкой жидкостью, получим на основе вариационного принципа
Остроградского — Гамильтона. Выражение для полной энергии системы, состоящей из
цилиндрических круговых оболочек, продольных подкрепляющих элементов и вязкой жид-
кости (рис. 1), можно записать в виде

Π = G+K +

k1∑
i=1

Hi + A, (1)

где G, K — потенциальная и кинетическая энергия цилиндрической оболочки;

k1∑
i=1

Hi —

полная энергия продольных ребер, используемых при подкреплении; A — совершаемая

внешними силами работа, при вычислении которой учитывается влияние вязкой жидко-
сти; k1 — число продольных ребер. Формулы для вычисления этих величин приведены
в работах [6, 18]. Контакт между цилиндрической оболочкой и продольными стержнями
полагается жестким [18].
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Рис. 1. Схема продольно подкрепленной ортотропной цилиндрической оболоч-
ки, находящейся под действием радиальной нагрузки, при динамическом взаи-
модействии с вязкой жидкостью:
1 — ортотропная оболочка, 2 — вязкая жидкость

Интенсивность нагрузки qx, qy, qz1, действующей на оболочку со стороны вязкой жид-
кости, определяется из решения линеаризованного уравнения Навье — Стокса [1]. К вы-
ражениям (1) добавляются контактные и граничные условия.

Для оболочки с шарнирно опертыми краями краевые условия при x = 0 и x = l имеют
вид

Nx = 0, Mx = 0, w = 0, v = 0,

где Nx, Mx, v, w — продольные усилия, изгибающий момент, окружная и нормальная
составляющие перемещения точек оболочки соответственно.

В точках на внутренней поверхности оболочки при r = R− h/2 имеют место следую-
щие соотношения:

vx =
∂u

∂t
, vθ =

∂v

∂t
, vr =

∂w

∂t
; (2)

qx = −σrx, qθ = −σrθ, qz1 = −p. (3)

Здесь vx, vr, vθ — компоненты вектора скорости v произвольной точки жидкости; p —
давление в произвольной точке жидкости; qx, qθ, qz1 — силы, действующие со стороны
вязкой жидкости на оболочку; σrx, σrθ — вязкостные силы [1].
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Уравнения движения подкрепленной ортотропной оболочки, контактирующей с вязкой
жидкостью, получены на основе принципа стационарности действия Остроградского —
Гамильтона

δW = 0,

где W =

t′′∫
t′

Π dt — действие по Гамильтону; t′, t′′ — заданные произвольные моменты

времени.
2. Решение задачи. Рассмотрим нелинейные параметрические колебания продоль-

но подкрепленной круговой ортотропной цилиндрической оболочки под действием ради-
альной нагрузки q2z = q̃0 + q̃1 sin (ω1t), где q̃0 — средняя или основная нагрузка; q̃1 —
амплитуда изменения нагрузки; ω1 — частота изменения давления оболочки, заполненной
вязкой жидкостью.

Для описания движения жидкости используем линеаризованное уравнение Навье —
Стокса для вязкой сжимаемой жидкости [1]

ρm
∂v

∂t
= − grad p+

1

3
grad div v + µ̄∇2v. (4)

Пренебрегая в уравнении (4) изменением плотности, решение уравнения Навье — Стокса

запишем через скалярный потенциал ϕ и векторный потенциал ψ:

v = gradϕ+ rotψ. (5)

Подставляя (5) в (4), имеем

ρm
∂ (gradϕ+ rotψ)

∂t
= − grad p+

1

3
µ grad div v + µ̄∆v. (6)

Из (5) нетрудно получить

div v = ∆ϕ, grad div v = grad ∆ϕ.

Используя векторное тождество rot rotv = grad div v −∆v, можно записать

∆v = grad div v − rot rotv = grad ∆ϕ− rot rotv.

C помощью (5) находим

rot rotv = rot rot (gradϕ+ rotψ) = rot rot gradϕ+ rot (rot rotψ) = − rot ∆ψ,

grad div v = grad (∆ϕ).

Подставляя полученные соотношения в уравнение движения (6), находим

ρm
∂

∂t
(gradϕ) + grad p− 4

3
µ̄ grad ∆ϕ− µ̄ rot ∆ψ + ρm

∂

∂t
rotψ = 0,

или

grad
(
ρm

∂ϕ

∂t
+ p− 4

3
µ̄∆ϕ

)
+ rot

(
− µ̄∆ψ + ρm

∂ψ

∂t

)
= 0.

Это уравнение справедливо, если положить

ρm
∂ϕ

∂t
+ p− 4

3
µ̄∆ϕ = 0; (7)

−µ̄∆ψ + ρm
∂ψ

∂t
= 0. (8)
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Таким образом, частное решение уравнения (4) можно получить на основе частных ре-
шений (7), (8), из которых следует, что для нахождения потенциалов ϕ и ψ нужно знать

давление p и плотность ρm жидкости.
Рассмотрим случай, когда жидкость является вязкой ньютоновской. В этом случае к

системе линеаризованных уравнений Навье — Стокса (4), содержащей пять неизвестных
(три компоненты скорости vx, vr, vθ, давление p и плотность ρm), добавляются уравне-
ние неразрывности ∂ρ/∂t + ρm div v = 0 и замыкающее систему уравнение ∂p/∂ρ = a2

∗.
В работе [1] после ряда преобразований получено линеаризованное волновое уравнение

1

a2
∗

∂2p

∂2t
= ∇2

(
p+

4µ̄

3ρma2
∗

∂p

∂t

)
, (9)

решение которого имеет вид

p = (p0Jn(λr) + c0Yn(λr)) ei(kx+nθ+ωt),

где λ =
√
ω2/[a2

∗(1 + 4iµ̄ω/(3ρma2
∗))]− k2 ; Jn, Yn — функции Бесселя первого и второго

рода порядка n соответственно; n — число волн вдоль окружности; k = mπ/L — волновое

число; m — количество продольных волн в оболочке; ω — циклическая частота волны;
µ̄ — динамическая вязкость; ρm — плотность жидкости в невозмущенном состоянии; a∗ —
скорость распространения малых возмущений в жидкости; p0, c0 — постоянные.

Полагая функцию p ограниченной при r = 0, находим c0 = 0, тогда

p = p0Jn(λr) ei(kx+nθ+ωt) . (10)

Из (7) для нахождения ϕ получаем уравнение

∆ϕ− 3ρm

4µ̄

∂ϕ

∂t
= p0Jn(λr) ei(kx+nθ+ωt) . (11)

Решение однородного уравнения (11) имеет вид

ϕ = C1In(k̃r) + C2Kn(k̃r),

где k̃ =
√
k2 + 3iωρm/(4µ̄) ; In(k̃r), Kn(k̃r) — модифицированные функции Бесселя перво-

го и второго рода порядка n соответственно; C1, C2 — постоянные. С помощью метода

вариации постоянных решение уравнения (11) можно записать в виде

ϕ(r) = p0f(r) + µ1İn(k̃r),

где

f(r) = −İn(k̃r)

R∫
r

∆−1(ξ)Jn(λξ)Kn(k̃ξ) dξ +Kn(k̃r)

r∫
0

∆−1(ξ)Jn(λξ)İn(k̃ξ) dξ,

∆(r) = İn(k̃r)K ′
n(k̃r)− İ ′n(k̃r)Kn(k̃r).

Уравнение для компонент вектора ψ(ψ1, ψ2, ψ3) имеет вид

∆ψ =
ρm

µ̄

∂ψ

∂t
,

или

ψ′′
i (r) +

1

r
ψ′

i(r)−
(
k2 +

iωρm

µ̄
+
n2

r2

)
ψi(r) = 0. (12)
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Решение уравнения (12) имеет вид

ψi = µ2Jn(qr), i = 1, 2, 3. (13)

Здесь q =
√
k2 + iω/µ̄ .

Используя (4), (9), (10), получаем выражения для компонент вектора скорости

vx =
(
− kω

ρma2
∗
p0f(r) + ikJn(kr)µ1 + (inJn(qr)− qJ ′n(qr))µ2

)
ei(kx+nθ+ωt),

vθ =
(
− nω

ρma2
∗
p0f(r) + inJn(kr)µ1 + i

(
k − n

R

)
Jn(qr)µ2

)
ei(kx+nθ+ωt),

vr =
( iω

ρma2
∗
p0f

′(r) + kJ ′n(kr)µ1 + (qJ ′n(qr)− ikJn(qr))µ2

)
ei(kx+nθ+ωt) .

С помощью формулы для силы вязкости [1] находим

σrx = µ̄
[
− 2kω

ρma2
∗
f ′(r)p0 + 2ikJ ′n(kr)µ1 +

+
(
− k

(
k − n

R

)
Jn(qr) +

in

R
J ′n(qr)− J ′′n(qr)

)
µ2

]
ei(kx+nθ+ωt),

σrθ = µ̄
[
− 2nω

Rρma2
∗
f ′(r)p0 +

2in

R
J ′n(kr)µ1 + (14)

+
(
i
(
k − n

R

)
Jn(qr)− ikJ ′n(qr) + J ′′n(qr)

)
µ2

]
ei(kx+nθ+ωt),

σrr = p0Jn(λr) ei(kx+nθ+ωt) .

Используя контактные условия (3) и выражения (14), получаем компоненты qx, qy, qz1 силы,
действующей со стороны вязкой жидкости на оболочку:

qx = µ̄
[
− 2kω

ρma2
∗
f ′(R)p0 + 2ikJ ′n(kR)µ1 +

+
(
− k

(
k − n

R

)
Jn(qR) +

in

R
J ′n(qR)− J ′′n(qR)

)
µ2

]
ei(kx+nθ+ωt),

qz1 = p0Jn(λR) ei(kx+nθ+ωt),

qy = µ̄
[
− 2nω

Rρma2
∗
f ′(R)p0 +

2in

R
J ′n(kR)µ1 +

+
(
i
(
k − n

R

)
Jn(qR)− ikJ ′n(qR) + J ′′n(qR)

)
µ2

]
ei(kx+nθ+ωt) .

Смещение точек оболочки будем искать в виде

u = u0kn ei(kx+nθ+ωt), v = v0kn ei(kx+nθ+ωt), w = w0kn ei(kx+nθ+ωt) . (15)

Здесь u0kn, v0kn, w0kn — неизвестные постоянные.
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Контактные условия (2) приводят к системе алгебраических уравнений относительно
неизвестных постоянных p0, µ1, µ2, u0kn, v0kn, w0kn. Эта система позволяет выразить
постоянные p0, µ1, µ2 через постоянные u0kn, v0kn, w0kn. В результате получаем

qx = µ̄iω∆−1
[(

− 2kω

ρma2
∗
f ′(R)∆11 + 2ikJ ′n(kR)∆12 +

+
(
− k

(
k − n

R

)
Jn(qR) +

in

R
J ′n(qR)− J ′′n(qR)

)
∆13

)
u0kn +

+
(
− 2kω

ρma2
∗
f ′(R) ∆21 + 2ikJ ′n(kR) ∆22 +

+
(
− k

(
k − n

R

)
Jn(qR) +

in

R
J ′n(qR)− J ′′n(qR)

)
∆23

)
v0kn +

+
(
− 2kω

ρma2
∗
f ′(R) ∆31 + 2ikJ ′n(kR) ∆32 +

+
(
− k

(
k − n

R

)
Jn(qR) +

in

R
J ′n(qR)− J ′′n(qR)

)
∆33

)
w0kn

]
ei(kx+nθ+ωt),

qθ = µ̄iω∆−1
[(

− 2nω

Rρma2
∗
f ′(R) ∆11 +

2in

R
J ′n(kR) ∆12 +

+
(
i
(
k − n

R

)
Jn(qR)− ikJ ′n(qR) + J ′′n(qR)

)
∆13

)
u0kn +

+
(
− 2nω

Rρma2
∗
f ′(R) ∆21 +

2in

R
J ′n(kR) ∆22 +

+
(
i
(
k − n

R

)
Jn(qR)− ikJ ′n(qR) + J ′′n(qR)

)
∆23

)
v0kn +

+
(
− 2nω

Rρma2
∗
f ′(R) ∆31 +

2in

R
J ′n(kR) ∆32 +

+
(
i
(
k − n

R

)
Jn(qR)− ikJ ′n(qR) + J ′′n(qR)

)
∆33

)
w0kn

]
ei(kx+nθ+ωt),

qz1 = Jn(λR)iω∆−1(∆11u0kn + ∆21v0kn + ∆31w0kn) ei(kx+nθ+ωt),

где ∆ — главный определитель; ∆sp (s, p = 1, 2, 3) — вспомогательные определители

системы [6].
Вычислим работу действующей со стороны вязкой жидкости на оболочку силы, со-

вершаемую при переводе системы из деформированного состояния в начальное недефор-
мированное:

A0 =
2µ̄iω∆−1

nk
(eikl−1)(eπni/2−1) eiωt×

×
{[

− 2kω

ρ0a2
∗
f ′(R)∆11 + 2ikJ ′n(kR)∆12 +

+
(
− k

(
k − n

R

)
Jn(qR) +

in

R
J ′n(qR)− J ′′n(qR)

)
∆13

]
u2

0kn +
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+
[
− 2nω

Rρma2
∗
f ′(R)∆21 +

2in

R
J ′n(kR)∆22 +

+
(
i
(
k − n

R

)
Jn(qR)− ikJ ′n(qR) + J ′′n(qR)

)
∆23

]
v2
0kn + Jn(λR)µ̄−1∆31w

2
0kn +

+
[
− 2kω

ρma2
∗
f ′(R) ∆21 + 2ikJ ′n(kR) ∆22 +

+
(
− k

(
k − n

R

)
Jn(qR) +

in

R
J ′n(qR)− J ′′n(qR)

)
∆23 −

− 2nω

Rρma2
∗
f ′(R) ∆11 +

2in

R
J ′n(kR) ∆12 +

+
(
i
(
k − n

R

)
Jn(qR)− ikJ ′n(qR) + J ′′n(qR)

)
∆13

]
u0knv0kn +

+
[
− 2kω

ρma2
∗
f ′(R) ∆31 + 2ikJ ′n(kR)∆32 +

+
(
− k

(
k − n

R

)
Jn(qR) +

in

R
J ′n(qR)− J ′′n(qR)

)
∆33 + Jn(λR)µ̄−1 ∆31

]
u0knw0kn +

+
[
− 2nω

Rρma2
∗
f ′(R)∆31 +

2in

R
J ′n(kR)∆32 +

+
(
i
(
k − n

R

)
Jn(qR)− ikJ ′n(qR) + J ′′n(qR)

)
∆33 + Jn(λR)µ̄−1∆21

]}
v0knw0kn +

+
1

nk
(q̃0 + q̃1 eiω∗t)(eikl−1)(eπni/2−1)w0 eiωt .

Приведем решение задачи в первом приближении. Подставим аппроксимации (15) в
выражение для функционала Π. После интегрирования по x, y, t с учетом того, что x1 = 0,
x2 = l, y1 = 0, y2 = 2π, t′ = 0, t′′ = π/ω, получаем функцию W , зависящую от искомых
величин u0kn, v0kn, w0kn. Стационарное значение полученной функции определяется нели-
нейной системой уравнений

∂W

∂u0kn
= 0,

∂W

∂v0kn
= 0,

∂W

∂w0kn
= 0,

или{[
− 2kω

ρ0a2
∗
f ′(R)∆11 + 2ikJ ′n(kR)∆12 +

(
− k

(
k − n

R

)
Jn(qR) +

+
in

R
J ′n(qR)− J ′′n(qR)

)
∆13

]
− ω2

(
ρ0h

πL

2
+ L

k1∑
i=1

ρiFi sin2mθi

)
−

−
(hRLπk2B11

2
+
hm2πLB66

2R
+
L

2

k1∑
i=1

EiFik
2 sin2mθi

)}
u0kn +
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+
[
− 2kω

ρa2
∗
f ′(R)∆21 + 2ikJ ′n(kR)∆22 +

(
− k

(
k− n

R

)
Jn(qR) +

in

R
J ′n(qR)− J ′′n(qR)

)
∆23−

− 2nω

Rρ0a2
∗
f ′(R)∆11 +

2in

R
J ′n(kR)∆12 +

+
(
i
(
k − n

R

)
Jn(qR)− ikJ ′n(qR) + J ′′n(qR)

)
∆13

]
v0kn +

+
[
− 2kω

ρ0a2
∗
f ′(R)∆31 + 2ikJ ′n(kR)∆32 +

(
− k

(
k − n

R

)
Jn(qR) +

+
in

R
J ′n(qR)− J ′′n(qR)

)
∆33 + Jn(λR)µ̄−1∆31 +

hRk2πLB11

4

]
w0kn = 0,[

− 2kω

ρ0a2
∗
f ′(R)∆21 + 2ikJ ′n(kR)∆22 +

(
− k

(
k − n

R

)
Jn(qR) +

+
in

R
J ′n(qR)− J ′′n(qR)

)
∆23 −

2nω

Rρ0a2
∗
f ′(R)∆11 +

2in

R
J ′n(kR)∆12 +

+
(
i
(
k − n

R

)
Jn(qR)− ikJ ′n(qR) + J ′′n(qR)

)
∆13

]
u0kn +

+
[
− 2nω

Rρ0a2
∗
f ′(R)∆21 +

2in

R
J ′n(kR)∆22 +

+
(
i
(
k − n

R

)
Jn(qR)− ikJ ′n(qR) + J ′′n(qR)

)
∆23 +

L

2

k1∑
i=1

GiJкр i

R2
k2 cos2mθi −

−ω2
(
ρ0h

πL

2
+ L

k1∑
i=1

ρiFi cos2mθi + L

k1∑
i=1

ρiJкр i cos2mθi
R2

)]
v0kn +

+
[
− 2nω

Rρ0a2
∗
f ′(R)∆31 +

2in

R
J ′n(kR)∆32 − (16)

− ω2L

k1∑
i=1

mρiJкр i cos2mθi
R2

+
L

2

k1∑
i=1

GiJкр i

R2
k2m cos2mθi +

+
(
i
(
k − n

R

)
Jn(qR)− ikJ ′n(qR) + J ′′n(qR)

)
∆33 + Jn(λR)µ̄−1∆21

]
w0kn =

=
hR

2

B22πm
2

R2
L+

hR

2
B66k

2πL+

k1∑
i=1

EiJzik
4 cos2mθi,

[
− 2kω

ρ0a2
∗
f ′(R)∆31 + 2ikJ ′n(kR)∆32 −

hRk2πLB11

4
+

+
(
− k

(
k − n

R

)
Jn(qR) +

in

R
J ′n(qR)− J ′′n(qR)

)
∆33 + Jn(λR)µ̄−1∆31

]
u0kn +
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+
[
− 2nω

Rρ0a2
∗
f ′(R)∆31 +

2in

R
J ′n(kR)∆32 − ω2L

k1∑
i=1

ρi
Jкр i cos2mθi

R2
m−

−
(hmπL(B12 +B22)

2R
+
L

2

k1∑
i=1

GiJкр i

R2
mk2 cos2mθi

)
+

+
(
i
(
k − n

R

)
Jn(qR)− ikJ ′n(qR) + J ′′n(qR)

)
∆33 + Jn(λR)µ̄−1∆21

]
v0kn +

+
[
− 2Jn(λR)µ̄−1∆31 + πq̃0

(
1 +

q̃1
q̃0

sinω1t
)
−

− ω2
(ρ0hπL

R2
+ L

k1∑
i=1

ρiFi sin2mθi + L

k1∑
i=1

ρi
Jкр i cos2mθim

2

R2

)]
w0kn −

−
(9k4πLB11

32
+

9m4πLB22

32
+
πm2k2L(B12 + 2B66)

16R2

)
w3

0kn =

=
hπL(B11 + 2B12 +B22)

2R
+
L

2

k1∑
i=1

EiIyik
4 sin2mθi +

L

2

k1∑
i=1

GiJкр i

R2
m2k2 cos2mθi,

где Fi, Izi, Iyi, Jкр i — площадь поперечного сечения i-го продольного ребра и моменты
инерции относительно оси Oz и оси, параллельной оси Oy и проходящей через центр
тяжести сечения, а также его момент инерции при кручении; Ẽi, G̃i — модули упругости и

сдвига материала i-го продольного ребра; B11, B12, B22, B66 — основные модули упругости

ортотропного материала оболочки:

B11 =
E1

1− ν1ν2
, B22 =

E2

1− ν1ν2
, B12 =

ν2E1

1− ν1ν2
=

ν1E2

1− ν1ν2
, B66 = G12 = G,

E1, E2 — модули упругости ортотропного материала; ν1, ν2 — коэффициенты Пуассона

ортотропного материала; ρ0, ρi — плотность материала оболочки и продольного ребра

соответственно; h — толщина оболочки.
Следует отметить, что аналогичную задачу можно решить в случае, когда в реше-

ние (13) входят различные постоянные (обозначим их µ2, µ3, µ4). В этом случае контакт-
ные условия (2) приводят к системе алгебраических уравнений относительно неизвестных
постоянных p0, µ1, µ2, µ3, µ4, u0kn, v0kn, w0kn.Из этой системы можно выразить постоянные
p0, µ1, µ2 через постоянные u0kn, v0kn, w0kn, µ3, µ4. Тогда вместо функционала Π полу-
чаем функцию W , зависящую от искомых величин u0kn, v0kn, w0kn, µ3, µ4. Стационарное
значение полученной функции определяется следующей нелинейной системой уравнений:

∂W

∂u0kn
= 0,

∂W

∂v0kn
= 0,

∂W

∂w0kn
= 0,

∂W

∂µ3
= 0,

∂W

∂µ4
= 0.

Система (16) решена методом Ньютона при следующих исходных данных: R = 0,16 м,
h = 0,000 45 м, l = 0,8 м, ρ0 = ρi = 7800 кг/м3, Ẽi = 6,67 · 109 Па, ν1 = 0,11, ν2 = 0,19,
|hi| = 0,013 75R, k1 = 10, m = 8, Fi/(2πRh) = 0,015 91, Jyi/(2πR

3h) = 0,8289 · 10−6,
Jzi/(2πR

3h) = 0,13·10−6, Jkpi/(2πR
3h) = 0,5305·10−6, q̃0/E1 = 0,002, q̃1/q̃0 = 0,3, µ̄ = 0,355.

На рис. 2 приведена зависимость отношения нелинейной частоты к линейной от проги-
ба подкрепленной цилиндрической оболочки, заполненной жидкостью, в случае параметри-
ческих колебаний при различных значениях отношения E1/E2 материала оболочки. Видно,
что при фиксированном значении прогиба оболочки с увеличением отношения E1/E2 нели-
нейная частота колебаний рассматриваемой системы увеличивается. На рис. 3 представ-
лена зависимость отношения нелинейной частоты к линейной от количества продольных
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Рис. 2. Зависимость частоты колебаний от прогиба оболочки при k1 = 10 и
различных значениях E1/E2:
1 — E1/E2 = 0,75, 2 — E1/E2 = 1,00, 3 — E1/E2 = 1,25
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Рис. 3. Зависимость частоты колебаний от количества продольных ребер при
wmax/h = 0,6 и различных значениях E1/E2:
1 — E1/E2 = 0,75, 2 — E1/E2 = 1,00, 3 — E1/E2 = 1,25
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ребер. Видно, что с увеличением количества продольных ребер нелинейные частоты ко-
лебаний сначала увеличиваются, а затем, достигая максимума, начинают уменьшаться.
Это объясняется тем, что с увеличением количества продольных ребер сначала жесткость
системы увеличивается, а затем силы инерции превышают силы упругости.
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