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ляемой системы. Получены достаточные условия на управляемую систему, при которых явный метод
Рунге–Кутты второго порядка (модифицированный метод Эйлера) обеспечивает второй порядок точ-
ности относительно шага по времени при построении множеств достижимости, даже если разрывные
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The paper investigates the pixel method for constructing reachable sets of a dynamic controlled system.
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Введение

В силу многочисленных практических приложений задач управления (см. [1]) мно-
гие современные исследования направлены на повышение эффективности численных
методов их решения. Как правило, первым и самым ресурсоёмким шагом построения
оптимального управления является вычисление множеств достижимости управляемых
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систем [2, 3]. Среди перспективных методов вычисления множеств достижимости управ-
ляемых систем выделим семейство методов Рунге–Кутты, поскольку данные методы
обеспечивают высокие порядки точности относительно шага по времени при решении
обыкновенных дифференциальных уравнений. Однако те же самые методы (с точно-
стью до некоторых модификаций, отражающих специфику управляемых систем) не га-
рантируют тех же порядков точности при использовании их для вычисления множеств
достижимости управляемых систем, если не ограничить класс допустимых управлений
гладкими функциями [4]. Тем не менее в работе [4] показана возможность вычисления
множеств достижимости с высоким порядком точности относительно шага по времени
для линейных управляемых систем вида{

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t),

x(0) = x(0),

где A и B — постоянные матрицы, а класс допустимых управлений состоит из изме-
римых функций со значениями из p-мерного куба [0, 1]p. В работе [5] аналогичные ре-
зультаты получены для линейных дифференциальных включений. Также отметим не
менее важные работы, направленные на изучение различных видов устойчивости мето-
дов Рунге–Кутты для вычисления множеств достижимости управляемых систем [6] и
интегральных включений [7].

Настоящая работа посвящена нахождению максимально широкого класса нелиней-
ных управляемых систем, для которых модифицированный метод Эйлера гарантирует
второй порядок точности вычисления множеств достижимости относительно шага по
времени. Заметим относительно терминологии, что модифицированный метод Эйлера,
он же метод Коши–Эйлера, также является явным методом Рунге–Кутты второго по-
рядка со следующей таблицей Батчера [7]:

0 0 0
1/2 1/2 0
0 0 1 .

Важность рассмотрения метода Рунге–Кутты второго порядка состоит в том, что ре-
зультаты вычислительных экспериментов [8, 9] показали, что именно данный метод при
вычислении множеств достижимости является самым эффективным по быстродействию
по сравнению с методом Эйлера и методом Рунге–Кутты четвертого порядка, но в то же
время он остается самым простым после метода Эйлера.

1. Математическая постановка задачи

Рассмотрим управляемую систему:
dx

dt
= f(t, x(t), u(t)), t ∈ (t0, ϑ),

x(t0) = x(0),
(1)

где x(t) = (x1(t), . . . , xn(t)) — фазовая переменная системы со значениями из Rn,
u : R → R — функция, представляющая собой программное управление системой (1),
со значениями из отрезка P = [a, b], a < b, t — время, (t0, x

(0)) ∈ R × Rn — начальная
позиция системы (1).
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Пусть ΓN = {t0, . . . , tn = ϑ} — разбиение отрезка [t0, ϑ] на N равных частей,
∆ = ti+1 − ti, ti+ 1

2
=

ti + ti+1

2
, i = 0, N − 1.

Обозначим через Xi = X(ti, t0, x
(0)) множества достижимости в момент времени ti,

а через X̃i — их аппроксимации. Эти аппроксимации по методу Рунге–Кутты второго
порядка [2, 3] будем вычислять следующим образом:

X̃0 = {x(0)},

X̃i+1 = X̃i +
⋃
x∈X̃i

⋃
û∈P

∆ · f
(
ti+ 1

2
, x+

∆

2
f(ti, x, û), û

)
, i = 0, N − 1.

(2)

Целью данной работы является нахождение минимальных условий, достаточных для
того, чтобы maxi=1,N d(Xi, X̃i) = O(∆2) при N →∞.

2. Формулировка результата

Обозначим через U = {u(·) : u(·) ∈ C2[t0, ϑ], ‖u(·)‖C2[t0,ϑ] 6 M2, u(t) ∈ P при
t ∈ [t0, ϑ]}, где M2 > max{|a|, |b|} — некоторая постоянная.

Определение 1. Любое управление u(·) ∈ U назовём управлением без переключений.

Определение 2. Предположим, что некоторое управление

u(t) =

{
u1(t), t ∈ [t0, t∗],

u2(t), t ∈ (t∗, ϑ],

где u1(·) ∈ U, u2(·) ∈ U. Такое управление назовём управлением с одним переключением в
точке t∗, которую мы назовём моментом переключения. Аналогично можно определить
управление с несколькими переключениями.

Посредством V обозначим класс управлений со сколь угодно большим числом пере-
ключений, но моменты которых отделены по времени не менее чем на некоторое фикси-
рованное число ε > 0. Через L обозначим класс программных управлений из измеримых
функций со значениями из P .

Введём в рассмотрение следующие условия на систему (1).

C1. Существует некоторый компакт D ⊂ [t0, ϑ] × Rn, в котором гарантировано по-
мещается интегральная воронка X(t0, {x(0)}) управляемой системы (1) вместе с
некоторой её окрестностью.

C2. F (t, x) = {f(t, x, u) : u ∈ P} — выпуклый компакт в Rn при любых (t, x) ∈ D.

C3. Функция f(·, ·, ·) ∈ C2(D × P ).

C4. Область достижимости X(t, t0, {x(0)}) управляемой системы (1) c классом допусти-
мых управлений L в любой момент времени t ∈ (t0, ϑ] также представима в виде
пучка траекторий, соответствующих управлениям без переключений, т. е.

X(t, t0, {x(0)}) =
⋃

u(·)∈U

xu(t),

где каждая функция xu(·) — решение задачи Коши:
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{
ẋu(t) = f(t, xu(t), u(t)) при t0 < t < ϑ,

xu(t0) = x(0),

иначе говоря, классы управлений U и L порождают одинаковые интегральные во-
ронки.

C5. Классы управлений L и V порождают одинаковые интегральные воронки для уп-
равляемой системы (1).

C6. Для двух произвольных управлений u1(·) ∈ U, u2(·) ∈ U обозначим f1(t, x) =
f(t, x, u1(t)), f2(t, x) = f(t, x, u2(t)). Тогда должно выполняться тождество

∂f2
∂x

(t, x)f1(t, x)− ∂f1
∂x

(t, x)f2(t, x) ≡ ∂f1
∂t

(t, x)− ∂f2
∂t

(t, x),

где для k = 1 и k = 2 производные соответственно равны:

∂fk
∂t

(t, x) =


∂f1k
∂t

(t, x)

...
∂fnk
∂t

(t, x)

 ,
∂fk
∂x

(t, x) =


∂f1k
∂x1

(t, x) . . .
∂f1k
∂xn

(t, x)

...
...

∂fnk
∂x1

(t, x) . . .
∂fnk
∂xn

(t, x)

 .

C7.
∂f

∂u
(t, x, u) 6= 0 для всех (t, x, u) ∈ D × P .

Замечание 1. Производную на границе замкнутой области в условии C3 будем по-
нимать как предел производной изнутри области. При этом будет подразумеваться, что
такой предел существует, является конечным и не зависит от выбора последовательности
аргументов производной, которая сходится к рассматриваемой точке на границе. Ясно,
что если непрерывная производная определена также в некоторой окрестности границы
и, значит, мы можем её вычислить непосредственно на границе, то оба способа приведут
нас к одинаковому результату.

Замечание 2. Если правая часть системы (1) удовлетворяет условию подлинейного
роста, т. е. существует некоторая постоянная γ > 0 такая, что

‖f(t, x, u)‖ 6 γ(1 + ‖x‖) при (t, x, u) ∈ [t0, ϑ]× Rn × P,

то условие C1 автоматически выполняется c компактом

D = {(t, x) : t0 6 t 6 ϑ, ‖x− x(0)‖ 6 eγ(t−t0) − 1 + ε}, ε > 0.

Здесь и далее ‖ · ‖ обозначает евклидову норму вектора.

Теорема. При выполнении условий C1–C4 либо C1–C3, C5–C7 метод Рунге–Кутты (2)
при построении множеств достижимости управляемой системы (1) имеет второй
порядок точности, т. е. погрешность построения множеств достижимости в хау-
сдорфовой метрике для любого N не превосходит M∆2, где ∆ = (ϑ − t0)/N — шаг по
времени, M — некоторая постоянная, зависящая только от вида функции f и компак-
та D ⊂ [t0, ϑ]× Rn, в котором заведомо лежит интегральная воронка X(t, {x0}).
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Замечание 3. Аппроксимации, заданные формулами (2), на практике не вычислимы
из-за сложности аналитического описания множеств X̃i, i = 1, N . В общем случае мно-
жества X̃i, i = 1, N , требуется также аппроксимировать, например, конечными множе-
ствами точек. Однако в данной работе этот вопрос не рассматривается.

3. Вспомогательные утверждения

При выполненном условии C3 на функцию f(·, ·, ·) достигаются следующие максиму-
мы как максимумы непрерывных функций, заданных на компактах:

Mt = max
(t,x)∈D,
u∈P

∥∥∥∥∂f∂t (t, x, u)

∥∥∥∥ , Mx = max
(t,x)∈D,
u∈P

∥∥∥∥∂f∂x (t, x, u)

∥∥∥∥
F

, Mu = max
(t,x)∈D,
u∈P

∥∥∥∥∂f∂u (t, x, u)

∥∥∥∥ .
В качестве нормы якобиана

∥∥∥∂f
∂x

(t, x, u)
∥∥∥
F
можно взять любую матричную норму, согла-

сованную с векторной, например норму Фробениуса.
Обозначим через

L1 = Mt +Mx max
(t,x)∈D,
u∈P

‖f(t, x, u)‖+Mu max
u(·)∈U

‖u̇(t)‖ .

Заметим, что если u1(·) ∈ U, а функция x2(·) является движением системы (1), порож-
дённым некоторым (возможно, другим) управлением u2(·) ∈ U, то

max
t∈[t0ϑ]

∥∥∥∥ ddtf(t, x2(t), u1(t))

∥∥∥∥ = max
t∈[t0ϑ]

∥∥∥∥∂f∂t (t, x2(t), u1(t)) +
∂f

∂x
(t, x2(t), u1(t))f(t, x2(t), u2(t)) +

∂f

∂u
(t, x2(t), u1(t))u̇1(t)

∥∥∥∥ 6 L1.

Также обозначим через

L2 = max
(t,x)∈D,
u∈P

∥∥∥∥∂2f∂t2 (t, x, u)

∥∥∥∥+ 2 max
(t,x)∈D,
u∈P

∥∥∥∥ ∂2f∂x∂t
(t, x, u)

∥∥∥∥
F

max
(t,x)∈D,
u∈P

∥∥∥∥f(t, x, u(t)

∥∥∥∥+

2 max
(t,x)∈D,
u∈P

∥∥∥∥ ∂2f∂u∂t
(t, x, u)t

∥∥∥∥
F

max
t∈[t0,ϑ],
u(·)∈U

∥∥u̇(t)
∥∥+MxMt +

max
(t,x1),(t,x2),(t,x3)∈D;

u1,u2,u3∈P

∥∥∥∥( ∂

∂x1

(
∂f

∂x
(t, x1, u1)f(t, x2, u2)

)
+

∂

∂x2

(
∂f

∂x
(t, x1, u1)f(t, x2, u2)

))
f(t, x3, u3)

∥∥∥∥+ max
(t,x)∈D,
u(·)∈U

∥∥∥∥∂f∂u (t, x, u(t))ü(t)

∥∥∥∥+

max
(t,x)∈D,
u(·)∈U

∥∥∥∥ ∂∂u
(
∂f

∂u
(t, x, u(t))u̇(t)

)
u̇(t)

∥∥∥∥ max
(t,x)∈D,
u∈P

∥∥f(t, x, u)
∥∥+

max
(t,x)∈D,
u(·)∈U

∥∥∥∥ ∂∂u
(
∂f

∂u
(t, x, u(t))u̇(t)

)
u̇(t)

∥∥∥∥.
Данная постоянная обладает тем свойством, что



370 СИБИРСКИЙ ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ. 2020. Т. 23, N◦-- 4

∥∥∥∥ d2dt2 f(t, x2(t), u1(t))

∥∥∥∥ 6 L2.

Лемма. Пусть система (1) удовлетворяет условиям C1−C3, C5−C7. Числа α ∈ (0, 1),
∆ > 0 и моменты времени t0 < tα < t1 таковы, что t1− t0 = ∆, tα− t0 = α∆. И пусть
из точки x(0) = x(t0) можно попасть в точку x2(t1) следующим образом:

1) вначале двигаясь по траектории (t, x1(t)), соответствующей управлению u1(·) ∈
U и функции f1(t, x) = f(t, x, u1(t)), т. е.

x1(tα) = x(0) +

tα∫
t0

f1(τ, x1(τ)) dτ,

2) а затем — по траектории (t, x2(t)), соответствующей управлению u2(·) ∈ U и
функции f2(t, x) = f(t, x, u1(t)), т. е.

x2(t1) = x1(tα) +

t1∫
tα

f2(τ, x2(τ)) dτ.

Тогда существует программное управление u(·) ∈ C2([t0, t1]) такое, что двигаясь по
соответствующей ему траектории (t, x(t)), можно достаточно близко приблизиться

к точке x2(t1), т. е. ‖x(t1) − x2(t1)‖ 6
L2 + C̃1

6
∆3, где постоянная C̃1 зависит только

от вида функции f(·, ·, ·) и компакта D.

Доказательство. Заметим, что

x1(t) = x(0) + ẋ1(t0)(t− t0) + ẍ1(t0)
(t− t0)2

2
+

...
x 1(ξ)

(t− t0)3

6

= x(0) + f1(t0, x
(0))(t− t0) +

df1
dt

(t0, x1(t0))
(t− t0)2

2
+
d2f1
dξ2

(ξ, x1(ξ))
(t− t0)3

6

= x(0) + f1(t0, x
(0))(t− t0) +

(
∂f1
∂t

(t0, x
(0)) +

∂f1
∂x

(t0, x
(0))f1(t0, x

(0))

)
(t− t0)2

2
+

d2f

dξ2
(ξ, x1(ξ), u1(ξ))

(t− t0)3

6
,

где ξ ∈ (t0, t).
Следовательно,

xα = x1(tα) = x(0) + f1(t0, x
(0))α∆ +

(
∂f1
∂t

(t0, x
(0)) +

∂f1
∂x

(t0, x
(0))f1(t0, x

(0))

)
α2∆2

2
+

d2f

dξ21
(ξ1, x1(ξ1), u1(ξ1))

α3∆3

6
, ξ1 ∈ (t0, t1),

x2(t1) = xα + f2(tα, xα)(1− α)∆ +(
∂f2
∂t

(tα, xα) +
∂f2
∂x

(tα, xα)f2(tα, xα)

)
(1− α)2∆2

2
+

d2f

dξ22
(ξ2, x2(ξ2), u2(ξ2))

(1− α)3∆3

6
, ξ2 ∈ (tα, t1).

В свою очередь,



А.А. Ершов 371

f2(tα, xα) = f(tα, x1(tα), u2(tα))

= f(t0, x1(t0), u2(t2))+
df

dt
(t, x1(t), u2(t))

∣∣∣
t=t0

α∆+
d2f

dξ23
(ξ3, x1(ξ3), u2(ξ3))

α2∆2

2

= f2(t0, x
(0)) +

(
∂f2
∂t

(t0, x
(0)) +

∂f2
∂x

(t0, x
(0))f1(t0, x

(0))

)
α∆ +

d2f

dξ23
(ξ3, x1(ξ3), u2(ξ3))

α2∆2

2
,

∂f2
∂t

(tα, xα) +
∂f2
∂x

(tα, xα)f2(tα, xα)

=
∂f2
∂t

(tα, x1(tα)) +
∂f2
∂x

(tα, x1(tα))f2(tα, x1(tα))

=
∂f2
∂t

(t0, x
(0)) +

∂f2
∂x

(t0, x
(0))f2(t0, x

(0)) +

d

dξ4

(
∂f2
∂t

(ξ4, x1(ξ4)) +
∂f2
∂x

(ξ4, x1(ξ4))f2(ξ4, x1(ξ4))

)
α∆

=
∂f2
∂t

(t0, x
(0))+

∂f2
∂x

(t0, x
(0))f2(t0, x

(0))+
d2f

dξ4
(ξ4, x1(ξ4), u2(ξ4))α∆, ξ4 ∈ (t0, tα).

Далее будем опускать аргументы функций, если ими являются (t0, x
(0)), например,

f1(t1, x
(0)) будем обозначать как f1. С учетом этого обозначения получаем, что

x2(t1) = x(0) + f1α∆ +

(
∂f1
∂t

+
∂f1
∂x

f1

)
α2∆2

2
+
d2f

dξ1
(ξ1, x1(ξ1), u1(ξ1))

α3∆3

6
+(

f2 +

(
∂f2
∂t

+
∂f2
∂x

f1

)
α∆ +

d2f

dξ23
(ξ3, x1(ξ3), u2(ξ3))

α2∆2

2

)
(1− α)∆ +(

∂f2
∂t

+
∂f2
∂x

f2 +
d2f

dξ24
(ξ4, x1(ξ4), u2(ξ4))α∆

)
(1− α)2∆2

2
+

d2f

dξ22
(ξ2, x2(ξ2), u2(ξ2))

(1− α)3∆3

6

= x(0) + (αf1 + (1− α)f2)∆ +(
α2∂f1

∂t
+ (1− α2)

∂f2
∂t

+ α2∂f1
∂x

f1 + 2α(1− α)
∂f2
∂x

f1 + (1− α)2
∂f2
∂x

f2

)
∆2

2
+R,

где

R =
d2f

dξ1
(ξ1, x1(ξ1), u1(ξ1))

α3

6
∆3 +

d2f

dξ23
(ξ3, x1(ξ3), u2(ξ3))

α2

2
(1− α)∆3 +

d2f

dξ24
(ξ4, x1(ξ4), u2(ξ4))

α(1− α)2

2
∆3 +

d2f

dξ22
(ξ2, x2(ξ2), u2(ξ2))

(1− α)3

6
∆3,

причём

‖R‖ 6 L2

(
α3

6
+
α2(1− α)

2
+
α(1− α)2

2
+

(1− α)3

6

)
∆3 =

L2

6
(α+ (1− α))3∆3 =

L2

6
∆3.

Определим функцию ũ(t, x) на компакте D неявным образом из уравнения

f(t, x, ũ(t, x)) = αf1(t, x) + (1− α)f2(t, x). (3)
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Из условия C2 следует, что

αf1(t, x) + (1− α)f2(t, x) ∈ F (t, x) при любых (t, x) ∈ D.

Применяя теорему об обратном отображении [9, гл. VIII, § 6, теорема 1] к уравнению (3)
с учётом условия C7, получаем, что неявно заданная функция ũ(·, ·) ∈ C2(D) со значе-
ниями из P . Кроме того, дифференцируя уравнение (3) по t и по x и последовательно
выражая из него соответствующие производные функции ũ(·, ·), получаем, что ‖ũ‖C2(D)

ограничена некоторой постоянной C̃, зависящей только от функции f(·, ·, ·) и компакта
D × P .

Определим функцию x̃(·) как движение системы (1) под действием управления ũ(t, x)
(не являющегося программным). Иначе говоря, функция x̃(·) является решением инте-
грального уравнения

x̃(t) = x(0) +

t∫
t0

f(τ, x̃(τ), ũ(τ, x̃(τ))) dτ.

В силу достаточной степени гладкости функций f(·, ·, ·) и ũ(·, ·) и свойств решения на-
чальной задачи Коши функция x̃(·) ∈ C3([t0, t1]).

Покажем, что программное управление u(t) = ũ(t, x̃(t)) является искомым. В силу
гладкости функции x̃(·) построенное управление удовлетворяет условию u(·) ∈ C2([t0, ϑ]).
Обозначим через ϕ(t, x) = f(t, x, u(t)). Тогда

x(t) = x(0) +

t∫
t0

ϕ(τ, x(τ)) dτ.

Используя это интегральное представление, разложим функцию x(·) в ряд Тейлора в
точке t = t0 и затем подставим вместо t значение t1:

x(t1) = x(0) + ϕ(t0, x
(0))∆ +

(
∂ϕ

∂t
(t0, x

(0)) +
∂ϕ

∂x
(t0, x

(0))ϕ(t0, x
(0))

)
∆2

2
+
d2ϕ

dξ24
(ξ4, x(ξ4))

∆3

6
,

где ∥∥∥∥d2ϕdξ24 (ξ4, x(ξ4))

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥d2fdξ24 (ξ4, x(ξ4), u(ξ4))

∥∥∥∥ 6 C̃1,

причём, учитывая оценку ‖ũ‖C2(D) 6 C̃, можно выбрать постоянную C̃1 только по функ-
ции f(·, ·, ·) и компакту D × P .

Следовательно, для выполнения неравенства ‖x(t1)−x2(t1)‖ 6
L2 + C̃1

6
∆3 достаточно

выполнения двух условий:

1) ϕ(t0, x
(0)) = αf1(t0, x

(0)) + (1− α)f2(t0, x
(0)),

2)
∂ϕ

∂t
(t0, x

(0)) +
∂ϕ

∂x
(t0, x

(0))ϕ(t0, x
(0)) = α2∂f1

∂t
+ (1− α2)

∂f2
∂t

+ α2∂f1
∂x

f1 +

2α(1− α)
∂f2
∂x

f1 + (1− α)2
∂f2
∂x

f2 в точке (t0, x
(0)).

В силу (3) условие 1) очевидно выполняется. Проверим условие 2). Заметим, что
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∂ϕ

∂t
+
∂ϕ

∂x
ϕ = α

∂f1
∂t

+ (1− α)
∂f2
∂t2

+

(
α
∂f1
∂x

+ (1− α)
∂f2
∂x

)
(αf1 + (1− α)f2).

Отсюда

∂ϕ

∂t
+
∂ϕ

∂x
ϕ− α2∂f1

∂t
+ (1− α2)

∂f2
∂t
− α2∂f1

∂x
f1 − 2α(1− α)

∂f2
∂x

f1 − (1− α)2
∂f2
∂x

f2

= α(1− α)

(
∂f1
∂t
− ∂f2

∂t
+
∂f1
∂x

f2 −
∂f2
∂x

f1

)
= 0

в силу условия C5.
Отметим следующее очевидное утверждение.

Утверждение. Пусть имеется числовая последовательность a1 = c, ak+1 = akb+ c для

всех натуральных k, b 6= 1. Тогда ak+1 =
bk+1 − 1

b− 1
c.

4. Доказательство теоремы

Рассмотрим сначала случай, когда выполнены условия C1–C4.
Оценим h(X̃i+1, Xi+1), i = 0, N − 1. Для этого покажем, что любой точки x̃(i+1) ∈ X̃i+1

найдётся точка x(i+1), достаточно близкая к точке x̃(i+1).
Из выражения (2) следует, что

x̃(i+1) = x̃(i) + ∆f

(
ti+1/2, x̃

(i) +
∆

2
f(ti, x̃

(i), û)

)
,

где û ∈ P , а x̃(i) — некоторая точка из X̃(i).
По определению хаусдорфова отклонения найдётся точка x(i) ∈ X(i) такая, что

‖x(i)− x̃(i)‖ 6 h(Xi, X̃i). Рассмотрим управление u(t) ≡ û. Под действием этого управле-
ния на интервале времени [ti, τi+1] движение системы (1) из точки x(i) перейдёт в точку

x(i+1) = x(i) +

ti+1∫
ti

f(τ, x(τ), û) dτ,

где функция x(·) является решением начальной задачи Коши{
ẋ(t) = f(t, x(t), û), t ∈ (ti, ti+1),

x(ti) = x(i).

Поскольку постоянное управление û ∈ L, то x(i+1) ∈ Xi+1. Оценим ‖x(i+1) − x̃(i+1)‖.
Итак,

‖x(i+1) − x̃(i+1)‖ 6 ‖x(i) − x̃(i)‖+

∥∥∥∥∥
ti+1∫
ti

(
f(τ, x(τ), û)−f

(
ti+1/2, x̃

(i)+
∆

2
f(ti, x̃

(i), û), û

))
dτ

∥∥∥∥∥
= ‖x(i) − x̃(i)‖+

∥∥∥∥∥
ti+1∫
ti

(
f(ti+1/2, x(ti+1/2), û) +
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df

dτ
(ti+1/2, x(ti+1/2), û)(τ − ti+1/2) +

d2f

dξ2
(ξ, x(ξ), û)

(τ − ti+1/2)
2

2
− f

(
ti+1/2, x̃

(i) +
∆

2
f(ti, x̃

(i), û), û

))
dτ

∥∥∥∥∥
6 h(X̃i, Xi) +

∥∥∥∥∥
ti+1/2∫
ti

(
f(ti+1/2, x(ti+1/2), û)−

f

(
ti+1/2, x̃

(i) +
∆

2
f(ti, x̃

(i), û), û

))
dτ

∥∥∥∥∥+
L2

24
∆3

6 h(X̃i, Xi) +

∥∥∥∥∥
ti+1/2∫
ti

x(ti+1/2)∫
x̃(i)+∆

2
f(ti,x̃(i),û)

∂f

∂x
(ti+1/2, ζ, û) dζ dτ

∥∥∥∥∥+
L2

24
∆3

6 h(X̃i, Xi) +

∥∥∥∥x(ti+1/2)− x̃(i) −
∆

2
f(ti, x̃

(i), û)

∥∥∥∥Mx∆ +
L2

24
∆3,

где значение ξ ∈ (ti, ti+1/2) используется для записи разложения функции f(·, ·, ·) в ряд
Тейлора с остаточным членом в дифференциальной форме. В свою очередь,

x(ti+1/2) = x(i)+

ti+1/2∫
ti

f(τ, x(τ), û) dτ = x(i) +

ti+1/2∫
ti

(
f(ti, x

(i), û)+
df

dη
(η, x(η), û)(τ − ti)

)
dτ

= x(i) + f(ti, x
(i), û)

∆

2
+
df

dη
(η, x(η), û)

∆2

8
, η ∈ (ti, ti+1/2).

Используя это выражение, получаем, что

‖x(i+1) − x̃(i+1)‖ 6 h(X̃i, Xi) +

∥∥∥∥x(i) − x̃(i) + f(ti, x
(i), û)

∆

2
− f(ti, x̃

(i), û)
∆

2
+

df

dη
(η, x(η), û)

∆2

8

∥∥∥∥Mx∆ +
L2

24
∆3

6 h(X̃i, Xi) + h(Xi, X̃i)Mx∆ + ‖f(ti, x
(i), û)− f(ti, x̃

(i), û)‖Mx

2
∆2 +

L1Mx

8
∆3 +

L2

24
∆3

6 h(X̃i, Xi)

(
1 +Mx∆ +

Mx

2
∆2

)
+

(
L1Mx

8
+
L2

24

)
∆3.

В силу произвольности выбора точки x̃(i+1) ∈ X̃i+1, отсюда получаем, что

h(X̃i+1, Xi+1) 6 h(X̃i, Xi)

(
1 +Mx∆ +

Mx

2
∆2

)
+

(
L1Mx

8
+
L2

24

)
∆3. (4)

Теперь оценим h(Xk+1, X̃k+1), k = 0, N − 1. Для этого покажем, что для любой точки
x(k+1) ∈ Xk+1 найдётся точка x̃(k+1) ∈ X̃k+1, достаточно близкая к точке x(k+1).

Рассмотрим множество Xk+1, где k — некоторое целое число от 0 до N − 1. В си-
лу условия C4 любая точка x(k+1) из множества Xk+1 является значением некоторой
функции x∗(·) ∈ C2([t0, ϑ]) в точке t = tk+1, которая в свою очередь является решением
начальной задачи Коши



А.А. Ершов 375

{
ẋ∗(t) = f(t, x∗(t), u∗(t)), t ∈ (tk, tk+1),

x∗(tk) = x(k),

где u∗(·) ∈ U, x(k) — точка из множества Xk.
Выберем теперь из множества X̃k точку x̃(k), ближайшую к x(k). Из определения

хаусдорфова отклонения следует, что

‖x(k) − x̃(k)‖ 6 h(Xk, X̃k).

Обозначим ū = u∗
(
tk+ 1

2

)
, x(k+1/2) = x∗

(
tk +

∆

2

)
, x̃(k+1/2) = x̃k +

∆

2
f(tk, x̃

(k), ū). Тогда

‖x(k+1/2) − x̃(k+1/2)‖ =

∥∥∥∥∥x(k) +

tk+
∆
2∫

tk

f(τ, x∗(τ), u∗(τ)) dτ − x̃(k) − ∆

2
f(tk, x̃

(k), ū)

∥∥∥∥∥
6 ‖x(k) − x̃(k)‖+

∥∥∥∥∥
tk+

∆
2∫

tk

(f(τ, x∗(τ), u∗(τ))− f(tk, x̃
(k), ū)) dτ

∥∥∥∥∥
6 h(X(k), X̃(k)) +

∥∥∥∥∥
tk+

∆
2∫

tk

(
f(tk, x

(k), u∗(tk)) +

τ∫
tk

df

dξ
(ξ, x∗(ξ), u∗(ξ)) dξ − f(tk, x̃

(k), ū)

)
dτ

∥∥∥∥∥
6 h(X(k), X̃(k)) +

∆

2

∥∥f(tk, x
(k), u∗(tk))− f(tk, x̃

(k), ū)
∥∥+

L1

tk+
∆
2∫

tk

( τ∫
tk

dξ

)
dτ

6 h(X(k), X̃(k)) +
∆

2

∥∥f(tk, x
(k), u∗(tk))− f(tk, x

(k), ū) + f(tk, x
(k), ū)−

f(tk, x̃
(k), ū)

∥∥+
∆2

8
L1

6 h(X(k), X̃(k)) +
∆

2

(
MuM2

∆

2
+Mxh(X(k), X̃(k))

)
+

∆2

8
L1

= h(Xk, X̃k)

(
1 +

∆

2
Mx

)
+

∆2

4

(
L1

2
+MuM2

)
.

В свою очередь,

‖x(k+1) − x̃(k+1)‖ =

∥∥∥∥∥x(k) +

tk+1∫
tk

f(τ, x∗(τ), u∗(τ)) dτ − x̃(k) −∆ · f(tk+ 1
2
, x̃(k+1/2), ū)

∥∥∥∥∥
6 ‖x(k) − x̃(k)‖+

∥∥∥∥∥
tk+1∫
tk

(
f(τ, x∗(τ), u∗(τ))− f(tk+ 1

2
, x̃(k+1/2), ū)

)
dτ

∥∥∥∥∥
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6 h(Xk, X̃k)+

∥∥∥∥∥
tk+1∫
tk

(
f
(
tk+ 1

2
, x∗
(
tk+ 1

2

)
, ū
)
+
df

dt
(tk+ 1

2
, x∗(tk+ 1

2
), ū)(τ−tk+ 1

2
)+

d2

dξ2
(ξ, x∗(ξ), u∗(ξ))

(τ − tk+ 1
2
)2

2
− f(tk+ 1

2
, x̃(k+1/2), ū)

)
dτ

∥∥∥∥∥
6 h(Xk, X̃k) +

∥∥∥∥∥
tk+1∫
tk

(
f(tk+ 1

2
, x∗(tk+ 1

2
), ū)− f(tk+ 1

2
, x̃(k+1/2), ū)

)
dτ

∥∥∥∥∥+

L2

tk+1∫
tk

(τ − tk+ 1
2
)2

2
dτ

6 h(Xk, X̃k) + ∆Mx‖x(k+1/2) − x̃(k+1/2)‖+
∆3

24
L2

6 h(Xk, X̃k)

(
1 +Mx∆ +

M2
x

2
∆2

)
+

(
MxL1

8
+
L2

24
+
MuM2

4

)
∆3.

В силу произвольности выбора точки x̃(i+1) ∈ X̃i+1 из последнего неравенства выте-
кает, что

h(Xk+1, X̃k+1) 6 h(Xk, X̃k)

(
1 +Mx∆ +

M2
x

2
∆2

)
+

(
MxL1

8
+
L2

24
+
MuM2

4

)
∆3. (5)

Из (4) и (5) следует, что

d(X̃k+1, Xk+1) 6 d(X̃k, Xk)

(
1 +Mx∆ +

M2
x

2
∆2

)
+

(
MxL1

8
+
L2

24
+
MuM2

4

)
∆3.

Используя утверждение (см. утверждение в конце п. 3), получаем оценку

d(X̃N , XN ) 6

(
L1

8
+

L2

24Mx
+
MuM2

4Mx

)(
exp

((
Mx +

Mx

2
∆

)
(ϑ− t0)

)
− 1

)
∆2.

Данная оценка гарантирует второй порядок точности относительно шага по време-
ни при построении множеств достижимости управляемой системы (1) методом Рунге–
Кутты (2).

Рассмотрим второй случай, когда вместо условия С4 выполнены условия С5–C7. Оче-
видно, что в данном случае оценка

h(X̃i+1, Xi+1) 6 h(X̃i, Xi)

(
1 +Mx∆ +

Mx

2
∆2

)
+

(
L1Mx

8
+
L2

24

)
∆3 (6)

также выполняется, так как множества X̃i, i = 1, N , не изменились, а классом допу-
стимых управлений, приводящим движения системы (1) на множества Xi, i = 1, N ,
по-прежнему является L.

Оценим хаусдорфово отклонение h(Xk+1, X̃k+1), k = 0, N − 1.
В силу C5 для каждой точки x(N) ∈ XN , кроме “измеримого” управления, существу-

ет управление u(·) ∈ V с не сгущающимися по времени переключениями, переводящее
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движение системы (1) из начальной точки x(0) в точку x(N). Выберем число N отрез-
ков разбиения Γ настолько большим, чтобы для любой точки x(N) ∈ XN каждый из
отрезков Γ содержал не более одного момента переключения управления, под действием
которого системы (1) приходит в точку x(N). В худшем случае каждый из отрезков разби-
ения Γ содержит по одному моменту переключения управления для каждой траектории
движения системы, из множества траекторий, достаточного для заполнения множества
достижимости XN . Для оценки сверху будем считать, что все отрезки разбиения Γ со-
держат по одному такому моменту.

Рассмотрим множество Xk, где k — некоторое целое число от 0 до N − 1. В силу
условия C5 произвольная точка x(k+1) из множества Xk+1 является значением некоторой
функции x12(·) в точке t = tk+1, и которая, в свою очередь, является решением начальной
задачи Коши {

ẋ12(t) = f(t, x12(t), u12(t)), t ∈ (tk, tk+1),

x12(t) = x
(k)
12 ,

где u12(·) ∈ V, x(k)12 ∈ Xk.
В силу леммы существует такая точка x̂(k+1)

3 = x3(tk+1), что

‖x(k+1) − x̂(k+1)
3 ‖ 6 L2 + C̃1

6
∆3,

и которая является значением в точке t = tk+1 решения начальной задачи Коши{
ẋ3(t) = f(t, x3(t), u3(t)), t ∈ (tk, tk+1),

x3(tk) = x
(k)
3 ,

где ‖u3‖C2[t0,ϑ] 6 C̃, x(k)3 ∈ Xk.
Обозначим через Ũ = {u(·) : u(·) ∈ C2[t0, ϑ], ‖u(·)‖C2[t0,ϑ] 6 C̃, u(t) ∈ P при t ∈ [t0, ϑ]}.

В этих обозначениях u3(·) ∈ Ũ. Заметим, что Ũ отличается от U лишь заменой постоянной
M2 на C̃.

Определим
L̃1 = Mt +Mx max

(t,x)∈D,
u∈P

‖f(t, x, u)‖+Mu max
u(·)∈Ũ

‖u̇(t)‖ .

Аналогично определим L̃2 заменой U на Ũ в определении L2.
Аналогично рассмотрению первого случая можно показать, что найдётся такая точка

x̃(k+1) ∈ X̃k+1, что

‖x̂(k+1)
3 − x̃(k+1)‖ 6 h(Xk, X̃k)

(
1 +Mx∆ +

M2
x

∆
∆2

)
+

(
MxL̃1

8
+
L̃2

24
+
MuL̃2

4

)
∆3.

Соответственно,

‖x(k+1) − x̃(k+1)‖ 6 ‖x(k+1) − x̂(k+1)
3 ‖+ ‖x̂(k+1)

3 − x̃(k+1)‖

6 h(Xk, X̃k)

(
1 +Mx∆ +

M2
x

2
∆2

)
+(

MxL̃1

8
+
L̃2

24
+
MuL̃2

4
+
L2 + C̃1

6

)
∆3.

Отсюда, в силу произвольности выбора x(k+1) ∈ Xk+1, вытекает, что
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h(Xk+1, X̃k+1) 6 h(Xk, X̃k)

(
1 +Mx∆ +

M2
x

2
∆2

)
+(

MxL̃1

8
+
L̃2

24
+
MuL̃2

4
+
L2 + C̃1

6

)
∆3. (7)

Из (6) и (7) следует, что

d(Xk+1, X̃k+1) 6 d(Xk, X̃k)

(
1 +Mx∆ +

M2
x

2
∆2

)
+

(
Mx
˜̃
L1

8
+

5
˜̃
L2

24
+
Mu
˜̃
L2

4
+
C̃1

6

)
∆3,

где ˜̃L1 = max{L1, L̃1},
˜̃
L2 = max{L2, L̃2}.

Таким образом, используя утверждение, получаем оценку

d(X̃N , XN ) 6

( ˜̃
L1

8
+

5
˜̃
L2

24Mx
+
MuM2

4Mx
+
C̃1

6

)
×(

exp

((
Mx +

Mx

2
∆

)
(ϑ− t0)

)
− 1

)
∆2.

5. Примеры

Пример 1. Рассмотрим математический маятник, описываемый системой{
ẋ1 = x2,
ẋ2 = −αx2 − sinx1 + u,

где α > 0 — коэффициент трения, x1 = x1(t) — угол отклонения маятника от вер-
тикального положения, x2 = ẋ1(t) — скорость отклонения маятника от вертикального
положения. Управление маятником на промежутке [t0, ϑ] осуществляется при помощи
управляющего воздействия u = u(t), стеснённого ограничением u = u(t) ∈ P = [a, b],
a < b.

В данной системе

f(t, x, u) =

(
x2

−αx2 − sinx1 + u

)
,

∂f

∂t
= 0,

∂f

∂x
=

(
0 1

− cosx1 −α

)
.

Несложно видеть, что для данной системы условие C6 нарушается в каждой точке
фазового пространства.

Пример 2. Найдём нетривиальный пример функции f(t, x, u) в системе (1), для которой
выполнены условия C1–C3, C6 и С7. Будем искать такую функцию в виде

f(t, x, u) = g(t, x)u+ q(t, x).

Для упрощения будем считать, что фазовая переменная x — скаляр, класс U состоит из
постоянных управлений, класс V — из кусочно-постоянных.

Для такой функции условие С6 будет эквивалентно выполнению тождества

∂g

∂x
(t, x) q(t, x) (u2 − u1)−

∂q

∂x
(t, x) g(t, x) (u2 − u1) ≡ −

∂g

∂t
(u2 − u1)

для любых u1, u2 ∈ P .
Разделив на (u2 − u1)q2(t, x), получаем тождество
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(
g(t, x)

q(t, x)

)′
x

≡ −(g(t, x))′t
q2(t, x)

.

Данному тождеству удовлетворяют, например, функции g(t, x) = et, q(t, x) = x. Окон-
чательно получаем, что примером управляемой системы, удовлетворяющей условиям
C1–C3, C6 и С7, является система (1) с функцией f(t, x, u) = etu+ x, т. е. система{

ẋ(t) = etu(t) + x(t), t ∈ (t0, ϑ),

x(t0) = x(0).

Если предположить, что условие C5 для неё также выполнено, то мы будем иметь
управляемую систему, множества достижимости которой вычисляются методом (2) с
гарантированным вторым порядком точности относительно шага по времени.

6. Заключение

Несложно заметить, что метод Рунге–Кутты второго порядка имеет второй поря-
док точности при вычислении областей достижимости только на весьма узком клас-
се управляемых систем. Тем не менее представляет научный интерес выявить данный
класс систем. Для описания данного класса желательно иметь легко проверяемые усло-
вия на вектор-функцию в правой части системы, которым не является в общем случае
условие C4. Лемма лишь частично решает эту проблему, так как взамен условия С4 воз-
никает условие С5, которое также нелегко проверить в общем случае. Кроме того, для
практического использования полученных результатов необходимо выяснить оптималь-
ное соотношение между шагом по времени и диаметром сетки на фазовом пространстве
при численном вычислении множеств достижимости.
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