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Построена линейная теория статического цилиндрического изгиба тонкой пластины без
использования гипотез Кирхгоффа. Учитываются поперечный сдвиг, обжатие по тол-
щине и возникающая при этом продольная сила. С учетом изменения площадей обеих
поверхностей при изгибе определяется поперечная распределенная сила. Предполагает-
ся, что среднее давление на пластину на несколько порядков больше, чем перепад дав-
лений. Рассматривается изгиб в условиях плоских деформированного и напряженного
состояний.
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Введение. В природе и технике имеются тонкостенные объекты типа балки, пласти-
ны, пленки, панели, оболочки, которые находятся в среде с высоким давлением. Среднее
давление на их стенки может быть на несколько порядков больше перепада давлений,
при котором происходит изгиб. Например, на нижнюю и верхнюю поверхности пластины
толщиной h, находящейся в горизонтальном положении на глубине H водной среды, дей-
ствуют давление обжатия γH (γ — удельный вес воды) и перепад γh (архимедова сила).
Величина H может на несколько порядков превышать h. Возникает вопрос о возможности
применения теории изгиба тонких пластин, построенной на основе гипотез Кирхгоффа,
при высоких давлениях. Как известно, первая из этих гипотез состоит в том, что при
изгибе поперечное сечение пластины остается плоским и перпендикулярным ее изогну-
той срединной поверхности [1–4]. Это позволяет свести анализ трехмерной деформации
тонкого тела к анализу двумерной деформации. В соответствии с законом Гука из этой
гипотезы следует равенство нулю деформации поперечного сдвига и соответствующей пе-
ререзывающей силы, что противоречит уравнениям равновесия. Вторая гипотеза состоит
в том, что нормальные напряжения между слоями, параллельными срединной поверхно-
сти, пренебрежимо малы по сравнению с напряжениями вдоль поверхности пластины.

Анализу точности теорий, основанных на данных гипотезах, посвящено большое коли-
чество работ, в частности [5–7]. Уточнение этих теорий необходимо для нетонких пластин
и оболочек, особенно из анизотропных и композитных материалов [8]. Например, при по-
строении теории изгиба плит средней толщины последовательно сохраняются величины

Работа выполнена в рамках государственного задания РАН.

c© Ильгамов М. А., 2023



180 ПРИКЛАДНАЯ МЕХАНИКА И ТЕХНИЧЕСКАЯ ФИЗИКА. 2023. Т. 64, N-◦ 6

p2 p2
p1 p1

à á

x

z

y

Рис. 1. Цилиндрический изгиб пластины с изолированными кромками:
а — шарнирное закрепление, б — жесткая заделка

порядка (h/L)2 (L — длина) [7]. При этом учитываются деформации поперечного сдвига
и обжатия по толщине. Погрешность такой теории незначительна при h/L < 1/3. В целом
линейная теория изгиба пластины из изотропных материалов, основанная на гипотезах
Кирхгоффа, имеет точность h/L и применима при h/L 6 10−1.

В данной работе изучается влияние на изгиб тонкой пластины высокого давления, дей-
ствующего на ее поверхности. Устойчивость колонны, балки, находящихся под действием
всестороннего давления, изучена в [9] с помощью уравнений, основанных на указанных
гипотезах, а в [10, 11] на основе соотношений трехмерной теории упругости без исполь-
зования этих упрощений. Заметим, что в работах [12–14] рассмотрен изгиб пластины с
учетом взаимовлияния среднего давления pm = p0 + (p1 + p2)/2 и разности площадей
поверхностей, возникающей при изгибе под действием перепада давлений pe = p1 − p2

(p1, p2 — избыточные давления на поверхностях пластины; p0 — давление сборки).
С использованием уравнений равновесия пластины

dM

dx
= Q,

dQ

dx
+N

d2w

dx2
= −q, q = pe + pmh

d2w

dx2
, (1)

где N , Q — продольная и перерезывающая силы; M — изгибающий момент; w — функ-
ция прогиба; q — поперечная распределенная сила, установлено, что влияние высокого
давления на изгиб шарнирно закрепленной тонкой пластины с изолированными кромками

(рис. 1,а) проявляется в изменении изгибной жесткости D(1 + α), где

D =
Eh3

12(1− ν2)
, α ≈ pm

E

(L
h

)2
. (2)

В случае стальной пластины с модулем упругости E = 2 · 105 МПа, отношением
L/h = 102 при действии среднего давления pm = 4 МПа по формуле (2) получаем без-
размерный параметр α = 0,2. Таким образом, при подобных реальных данных среднее
давление оказывает существенное влияние на изгиб пластины. Это объясняется тем, что
при постоянной длине L жесткость D и сила pmh уменьшаются с уменьшением толщины
пропорционально h3 и h1. Если такое же давление действует на края пластины, свобод-
но перемещающиеся в опорах в продольном направлении, то N = −pmh и влияние pm

на изгиб исчезает. Эти результаты получены с использованием системы уравнений (1) и
гипотез Кирхгоффа. Выясним, насколько изменится результат, если не использовать эти
гипотезы.

1. Учет поперечного сдвига, обжатия и растяжения-сжатия поверхностей.
Тонкая пластина из изотропного материала закреплена на концах x = 0, L и находится
под действием равномерных избыточных давлений p1 и p2 (рис. 1). Полагаем, что среднее
давление pm на несколько порядков превышает перепад давлений pe = p1 − p2, опоры
препятствуют передаче усилий на пластину (0 6 x 6 L) при воздействии давлений на ее
кромки. Рассмотрим случай статического линейного цилиндрического изгиба. Давление
pe и прогиб w(x) являются положительными (в направлении вверх) величинами.
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Рис. 2. Углы поворота поперечного сечения пластины при изгибе

Закон Гука имеет вид [1–4]

Eεx = σx − ν(σy + σz), Eεy = σy − ν(σz + σx),

Eεz = σz − ν(σx + σy), Gγxz = τxz,
(1.1)

уравнения связей деформаций ε0x, εx с перемещениями u
0(x), u(x, z), w(x) можно записать

следующим образом:

ε0x =
∂u0

∂x
, εx =

∂u

∂x
, γxz =

∂u

∂z
+
∂w

∂x
. (1.2)

Здесь ε0x, u0 — деформации и перемещения срединной поверхности. В силу условий за-
крепления на кромках (x = 0, L) u0 = 0, а в пластине (0 6 x 6 L) u0 = 0, ε0x = 0.

Используя определения [1–4]

N =

h/2∫
−h/2

σx dz, M =

h/2∫
−h/2

σxz dz, Q =

h/2∫
−h/2

τxz dz, (1.3)

с учетом (1.1)–(1.3) имеем

h/2∫
−h/2

(∂u
∂z

+
∂w

∂x

)
dz =

Q

G
. (1.4)

Рассмотрим случай плоского деформированного состояния (εy = 0) и обжатия по
толщине пластины средним давлением (σz = −pm). Из (1.1) получаем

σy = ν(σx − pm), σx =
E

1− ν2
εx −

ν

1− ν
pm. (1.5)

Предполагается, что деформации пластин являются малыми, поэтому в выражениях (1.3),
(1.4) изменение толщины за счет деформации εz не учитывается.

Будем полагать, что продольное перемещение u(x, z) изменяется по толщине линейно
от значения u(x,−h/2) до значения u(x, h/2), но соответствующее поперечное сечение пла-
стины может быть неперпендикулярным изогнутой срединной поверхности (рис. 2). Такое
допущение лежит в основе модели Тимошенко в теории изгиба балки и в модели Рейсснера

в теории оболочек. Обозначив соответствующий угол наклона через ψ(x), запишем

u(x, z) = −zψ(x). (1.6)

Поскольку при относительно малой деформации сдвига деформации растяжения-сжатия
слоев, параллельных срединной поверхности, малы, угол ψ < ∂w/∂x. Так как величины pm

и ψ не зависят от координаты z, из (1.2), (1.3), (1.5), (1.6) получаем

εx = −z ∂ψ
∂x

, σx = − Ez ∂ψ

(1− ν2) ∂x
− νpm

1− ν
, N = −νpmh

1− ν
. (1.7)
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Таким образом, в результате обжатия по толщине h давлением pm появляется продольная

сжимающая сила, которая тем больше, чем больше коэффициент Пуассона. Этот резуль-
тат получен без использования второй гипотезы Кирхгоффа.

Подставляя (1.6) в (1.4) и дифференцируя по x, имеем

dψ

dx
=
d2w

dx2
− 1

Gh

dQ

dx
. (1.8)

Исключив из (1.8) dQ/dx с использованием уравнения равновесия (1) и величины N
из (1.7), получаем

dψ

dx
= (1− χη)

d2w

dx2
+

q

Gh
, χ =

ν

1− ν
, η =

pm

G
,

εx = −(1− χη)
d2w

dx2
z − qz

Gh
.

(1.9)

При pm � G, q � G из (1.9) находим классическое выражение для продольной деформации
при изгибе. В этом случае отсутствует влияние обжатия по толщине, а также внешней
поперечной силы q на деформацию.

Из (1), (1.3), (1.7), (1.9) следует

M = −D
[
(1− χη)

d2w

dx2
+

q

Gh

]
; (1.10)

d2M

∂x2
− χpmh

d2w

dx2
+ q = 0. (1.11)

Поперечную распределенную силу q определяем с учетом изменения площадей поверх-
ностей пластины при изгибе [12–14]:

q = p1[1 + εx(−h/2)]− p2[1 + εx(h/2)]. (1.12)

В соответствии с (1.9), (1.12) имеем

εx

(
∓ h

2

)
= ±(1− χη)

h

2

d2w

dx2
± q

2G
,

(1− η)q = pe + pmh(1− χη)
d2w

dx2
.

(1.13)

Подставляя значение q из (1.13) в (1.10), (1.11), получаем выражение для изгибающего
момента и уравнение равновесия в виде

M = − D

1− χη

(
(1− χη)

d2w

dx2
+

pe

Gh

)
,

(1− χη)D
d4w

dx4
− pmh(1− χ)

d2w

dx2
= pe.

(1.14)

Здесь параметр pmh характеризует влияние на изгиб разности деформаций поверхностей
пластины; pmhχ — обжатие по толщине; η — отношение среднего давления к поперечному

сдвигу; χη — величина, учитывающая среднее давление, поперечный сдвиг и обжатие.
Оценим значения этих параметров в уравнениях (1.14), принимая максимальное значение
среднего давления равным pm = 100МПа. Тогда для стальной пластины (G = 7 ·104 МПа)
отношение η = pm/G имеет порядок 10−3. Так как χ < 1, то уравнения (1.14) принимают
вид

M = −D
(d2w

dx2
+

pe

Gh

)
, D

d4w

dx4
− pmh(1− χ)

d2w

dx2
= pe, (1.15)
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где модуль сдвига содержится только в выражении для M . В случае материалов типа

оргстекла (G = 103 МПа), термопластов, полиэтилена, капрона (G = 100 ÷ 400 МПа) все
члены в (1.14) нужно сохранить.

Если среднее давление pm не учитывается, то уравнение изгиба принимает классиче-
ский вид, а влияние поперечного сдвига на изгиб учитывается только в выражении для
изгибающего момента (1.15) (так же, как в модели Тимошенко в статическом случае [3]).
Значения K, D, χ меняются в зависимости от условий закрепления в продольном на-
правлении и вида напряженно-деформированного состояния пластины. В случае плоского
напряженного состояния σy = 0, σz = −pm из уравнений (1.3), (1.7), (1.9) получаем

χ = ν, K = Eh, D = Eh3/12. (1.16)

При этом предполагается, что пластина свободно перемещается вдоль кромок x = 0, L.
Если принять σy = −pm, σz = −pm, то согласно (1.1) σx = E(ε0x + εx)− 2νpm, χ = 2ν.

2. Влияние сдвига, обжатия и деформации поверхностей. Решение уравне-
ния (1.14) имеет вид

w = a shλx+ b chλx+ cx+ d− (P/(2λ2))x2,

λ2 =
pmh(1− χ)

D(1− χη)
, P =

pe

D(1− χη)
.

(2.1)

В случае продольного перемещения в опорах сжимающая сила N определяется по фор-
муле (1.7). В случае шарнирного закрепления в соответствии с (1.14) граничные условия
имеют вид

w = 0,
d2w

dx2
= − pe

Gh(1− χη)
, x = 0, L. (2.2)

Определив a, b, c, d с использованием (2.2), получаем выражение для прогиба

w =
P (1− µ)

λ4

(shλ(L− x) + shλx

shλL
− 1

)
+
PLx

2λ2

(
1− x

L

)
, µ =

Dλ2

Gh
. (2.3)

Амплитуда прогиба (x = L/2) равна

W =
P

λ4

(
(1− µ)

1− ch (λL/2)

ch (λL/2)
+
λ2L2

8

)
. (2.4)

Из (1.10), (2.1), (2.3), (2.4) следует, что параметры P , η, λ, µ учитывают влияние
рассматриваемых факторов на прогиб пластины. Если обжатие не учитывается, то χ = 0.
Тогда параметры P , λ упрощаются. При малом значении среднего давления pm, учитывая
η � 1, λL/2 = ξ � 1 и принимая ch ξ = 1 + ξ2/2 + ξ4/24, из (2.4) получаем

W =
5peL

4(1− ν2)

32Eh3

(
1 +

8h2

5(1− ν)L2

)
, (2.5)

где E = 2G(1+ν). Второй член в скобках представляет собой поправку в модели Тимошен-
ко, найденную в [3]. Эта поправка пропорциональна (h/L)2. Поправка такого же порядка
получается при рассмотрении изгиба в трехмерной теории упругости [7].

Из рассматриваемой модели изгиба пластины в поле высоких давлений исключим

второй член в (2.5), характеризующий поперечный сдвиг. Так как этот член получен из
второго условия (2.2), то при L/h > 10 это условие можно представить в виде d2w/dx2 = 0
(x = 0, L). Тогда можно получить более простое решение уравнения (1.14), в котором со-
храняется влияние на изгиб поперечного сдвига, зависящего от среднего давления (член
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с параметром χη). Запишем решение в виде функции w = W sin (πx/L), удовлетворяю-
щей граничным условиям. Подставляя эту функцию в уравнение (1.14), умножая на нее и
интегрируя результат по x от 0 до L, получаем амплитуду прогиба (x = L/2)

W =
W∗

1 + α
, W∗ =

4peL
4

π5D
, α =

pmhL
2(1− χ)

π2D
− pmχ

G
. (2.6)

Здесь W∗ — известное значение амплитуды прогиба [1–3] при pm = 0; α — параметр сред-
него давления, в котором в отличие от (2) содержится величина χ. В выражении для α
последний член характеризует влияние на изгиб поперечного сдвига под действием сред-
него давления. Этот сдвиг вызывает увеличение прогиба, так же как и “классический”
поперечный сдвиг, который учитывается в последних членах в выражении для изгибаю-
щего момента (1.14) и в решении (2.5). С учетом связи E = 2G(1 + ν) выражение для
параметра α можно представить в виде

α =
pm

G

[6(1− ν)(1− χ)

π2

(L
h

)2
− χ

]
. (2.7)

Поскольку χ 6 1 и выше было принято L/h > 10, второй член в (2.7) можно опустить.
Это означает, что поперечный сдвиг, обусловленный обжатием по толщине под действием
среднего давления, также является несущественным. Тогда, полагая 12π−2(1 − ν2) ≈ 1,
выражение (2.7) можно представить в виде

α ≈ pm

E

(L
h

)2
(1− χ), χ =

ν

1− ν
. (2.8)

3. Изгиб пластины в водной среде. Рассмотрим изгиб тонкой пластины в усло-
виях плоского напряженного состояния под действием собственного веса в зависимости

от глубины H погружения в воду. Тогда pe = −(γ0 − γ)h, pm = p0 + γH, где γ0, γ —
удельный вес пластины и воды соответственно; p0 = 0,1 МПа — атмосферное давление.
Поскольку архимедова сила γh не зависит от глубины, давление pe при всех значениях

глубины остается постоянным, возрастает только среднее давление pm.
В (2.7), (2.8) полагаем χ = 2ν, E = 7 ·104 МПа, ν = 0,3, γ0 = 2,7 ·10−4 МПа, L = 1,5 м,

h = 0,007 м. С учетом γ = gρ (ρ = 103 кг/м3 — плотность воды; g = 10 м/с2 — ускорение

свободного падения) имеем γh = 70 кг/(м · с2) = 7 · 10−5 МПа, поэтому pe = −11,9 ×
10−5 МПа. В соответствии с (2.6) имеем W∗ ≈ 3,9 · 10−3 м. Среднее давление равно pm =
0,1 + 10−2H (H — глубина водной среды, м). Согласно (2.8) α = 0,65(0,1 + 10−2H)(1− χ).
Запишем (2.6) в виде

W

W∗
=

1

1 + 0,65(0,1 + 10−2H)(1− χ)
. (3.1)

На рис. 3 представлена зависимость (3.1).
В теории изгиба, основанной на гипотезах Кирхгоффа, не учитывается обжатие, по-

этому прогиб не зависит от среднего давления (линия 1 на рис. 3). В рассматриваемом
случае L/h = 214, поэтому поперечным сдвигом можно пренебречь.

Учет только обжатия средним давлением (без учета разности деформаций поверхно-
стей) и соответственно сохранение в выражении 1 − χ в (3.1) только члена −χ = −2ν =
−0,6 приводит к увеличению изгиба с увеличением глубины H (кривая 2 на рис. 3). При
H = 156 м, что соответствует значению среднего давления pm = π2D/(hL2) в (2.6), (2.7),
прогибW/W∗ неограниченно возрастает. Возрастание зависимости (3.1) с увеличением pm

и H объясняется тем, что при принятых условиях u0 = 0 (x = 0, L) обжатие по толщине
приводит к появлению продольной сжимающей силы. При условии свободного продольного
перемещения в опорах (N = 0) продольная сжимающая сила не возникает. В этом случае
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Рис. 3. Зависимость безразмерной амплитуды прогиба пластины от глубины H
погружения в воду:
1 — без учета обжатия, 2 — без учета деформации растяжения-сжатия и с учетом
обжатия, 3 — с учетом деформации растяжения-сжатия и без учета обжатия, 4 — с

учетом деформации растяжения-сжатия и обжатия пластины

кривая 2 совпадает с вертикальной линией 1. Таким образом, учет только обжатия без
учета деформации растяжения-сжатия поверхностей пластины и без уточнения условий
продольных перемещений в опорах является недостаточным.

Решение с учетом деформации растяжения-сжатия поверхностей и без учета обжа-
тия (в выражении 1 − χ в (3.1) сохраняется только первый член) показано кривой 3 на
рис. 3. В [12–14] поперечная распределенная сила q (1.13) уточняется в рамках гипотез
Кирхгоффа. Из проведенного анализа следует, что подход, используемый в работах [12–
14], является недостаточным и необходимо одновременно учитывать обжатие. Кривая 4
построена для случая, когда в (3.1) сохраняются все члены. В этом случае учтены и де-
формации растяжения-сжатия, и обжатие пластины.

Заключение. Для задачи о статическом цилиндрическом изгибе пластины в поле

высоких давлений проанализировано влияние поперечного сдвига, обжатия и разности
деформаций растяжения-сжатия поверхностей на изгиб пластины.

При изгибе пластины в поле высоких давлений помимо известной деформации попе-
речного сдвига возникает деформация сдвига, обусловленная влиянием среднего давления.
Влияние указанных деформаций может быть существенным в случае больших давлений

на обе поверхности пластины из материалов с малым модулем сдвига. Оба вида сдвига
приводят к увеличению прогиба по сравнению со случаем, когда они не учитываются. За-
метим, что в первом случае поправка вводится не в уравнение равновесия, а в граничные
условия для изгибающего момента.

Обжатие по толщине приводит к появлению продольной сжимающей силы. Таким об-
разом, влияние обжатия на изгиб определяется этой силой, значение которой зависит от
граничных условий для продольного перемещения. Наиболее существенное влияние обжа-
тия по толщине проявляется в случае абсолютно жестких опор в продольном направле-
нии, наименьшее (нулевое) — при свободном перемещении (в данной работе рассмотрены
только эти предельные случаи). Кроме того, влияние обжатия тем больше, чем больше
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коэффициент Пуассона материала. Обжатие пластины приводит к более существенному
увеличению прогиба по сравнению с прогибом в классическом решении.

С уменьшением толщины пластины при неизменных других параметрах изгибная

жесткость уменьшается пропорционально h3, поперечный сдвиг— h2, обжатие по толщине
и деформация растяжения-сжатия поверхностей — h1.

Приведенные выше оценки соответствуют случаю, когда имеются давление на обе
поверхности пластины и условия продольной жесткости опор. Если опоры допускают сво-
бодное скольжение пластины, то при обжатии продольные сжимающие силы не возникают.
При воздействии давления на одну поверхность его среднее значение не может быть больше

перепада давления, при котором происходит изгиб (отсутствует поле высоких давлений).
Если при этом отношение L/h > 10, то деформациями поперечного сдвига и обжатием
по толщине пластины из изотропного материала можно пренебречь. Тогда справедливой
является классическая теория изгиба, основанная на гипотезах Кирхгоффа.
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