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Рассмотрен процесс нагружения образцов кубической формы одноосным сжатием и измере-
но смещение в среднем поперечном сечении на различном удалении от боковых граней. Ма-
тематическое описание процесса деформирования соляных образцов основано на упругопла-
стической модели среды с линейным изотропным упрочнением при ассоциированном законе 
пластического течения. В качестве условия пластичности использован объемный критерий 
прочности горных пород, отражающий разрушение за счет сдвига и отрыва. Трехмерная чис-
ленная реализация математического моделирования выполнена методом конечных элементов 
в перемещениях с дискретизацией области на 8-узловые изопараметрические элементы гек-
саэдрической формы. По результатам расчетов откалибрована математическая модель про-
цесса деформирования и разрушения образцов соляных пород. Показано, что упругопласти-
ческая модель с линейным изотропным упрочнением обеспечивает приемлемое соответствие 
экспериментальных и теоретических результатов и может использоваться для анализа устой-
чивости междукамерных целиков, оценки критической скорости их поперечного деформиро-
вания и остаточного срока службы. 
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Соляные породы относятся к классу структурно-неоднородных геоматериалов, которые 
проявляют квазипластичный характер деформирования, обладают выраженными реологиче-
скими свойствами и специфической реакцией на различные внешние воздействия [1 – 3]. 
Особенности поведения их под нагрузкой представляют интерес для геологов, горняков, спе-
циалистов в области создания подземных хранилищ углеводородного сырья и радиоактивных 
отходов [4 – 11]. 

При строительстве подземных сооружений в соляных формациях, ведении горных работ 
на месторождениях солей лабораторные испытания в основном проводятся для параметриче-
ского обеспечения стандартных геомеханических расчетов, согласно требованиям норматив-
ных документов [12, 13]. Значительная часть исследований процессов деформирования и раз-
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рушения соляных пород при различных режимах нагружения связана с построением их фено-
менологических моделей и критериев разрушения [14, 15]. Реже лабораторные испытания ис-
пользуются для настройки математических моделей применительно к описанию устойчивости 
горнотехнических конструкций и прогноза изменения их состояния во времени. Такие иссле-
дования являются своего рода аналогом физического моделирования даже в случае несоблю-
дения критериев подобия. 

Специфическое поведение соляных пород под нагрузкой (квазипластичность, проявление 
реологических свойств) создает определенные сложности в описании характера деформирова-
ния и разрушения несущих элементов камерной системы разработки соляных месторожде-
ний [16]. В [17] для оперативного контроля состояния междукамерных целиков, обеспечиваю-
щих поддержание вышележащей толщи пород при подземной разработке солей, предложено 
использовать их поперечную деформацию. Методами математического моделирования дана 
предварительная оценка критической скорости поперечного деформирования междукамерных 
целиков. Цель настоящей работы — уточнение математической модели деформирования и раз-
рушения целиков, ее параметрическая настройка по результатам испытания образцов соляных 
пород большого размера. 

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ 

Междукамерные целики различной пространственной конфигурации деформируются пре-
имущественно в условиях одноосного сжатия. Физическое моделирование процесса их разру-
шения основывалось на одноосном сжатии соляных образцов кубической формы размера 
300 × 300 × 300 мм (рис. 1). Испытание проводилось в условиях относительно жесткого нагру-
жения в режиме заданных продольных деформаций на гидравлическом прессе ToniNorm с мак-
симальной нагрузкой 5000 кН. В процессе нагружения регистрировалась абсолютная продоль-
ная деформация образца и измерялись смещения в его среднем поперечном сечении на различ-
ном удалении от боковых граней. Для изучения развития поперечных деформаций внутри об-
разца закреплялись специальные глубинные марки. Контроль деформаций образца и переме-
щения глубинных марок в процессе испытаний осуществлялись с помощью бесконтактной 
трехмерной оптической системы Vic-3D фирмы “Correlated Solutions”. Схема проведения экс-
перимента показана на рис. 2. 

 
Рис. 1. Соляные образцы большого размера 
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Горизонтальные смещения марок 0, 5 и 10 см измерялись относительно центральной точки, 
расположенной на расстоянии 15 см от боковой грани образца (рис. 2а). Это позволило кон-
тролировать развитие процесса трещинообразования по ширине образца (рис. 2б). Абсолютная 
продольная деформация образца определялась смещением точки 0 относительно точки 15. 

 
Рис. 2. Схема определения перемещения реперных марок (а) и характер разрушения образца 
в процессе эксперимента (б): P — нагрузка, действующая на образец; yΔ  — изменение  
высоты образца 

По результатам испытаний крупномасштабных образцов построены диаграммы их нагру-
жения и зависимости поперечных перемещений от продольных на различных расстояниях 
от боковых граней образца (рис. 3). Данная информация представляет экспериментальную  
основу для настройки математической модели разрушения соляного образца. 

 
Рис. 3. Диаграммы нагружения соляного образца (а) и зависимости его поперечных деформаций 
от продольных (б): сплошная — эксперимент; штриховая — математическое моделирование; 1 — 
контур; 2 — марка 10 см; 3 — марка 5 см 

На рис. 4. показано соотношение продольных и поперечных деформаций образца, полу-
ченное при лабораторных исследованиях. Эти результаты хорошо согласуются с данными 
натурных измерений деформаций междукамерных целиков, выполненных на замерных станци-
ях, оснащенных системой контурных и глубинных реперов [18]. Приведенное соответствие  
является косвенным свидетельством адекватности деформационных процессов, протекающих 
в образце и целике, в условиях одноосного сжатия. 
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Рис. 4. Соотношение продольных и поперечных деформаций при испытании образцов больших 
размеров и в натурных измерениях деформаций междукамерных целиков: 1 — лабораторный экс-
перимент; 2 — рудник БКПРУ-4, 10 ЮВП; 3 — рудник БКПРУ-4, 1 ЮЗП 

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ 

Математическое описание процесса разрушения соляных образцов основывалось на упру-
гопластической модели среды с линейным изотропным упрочнением при ассоциированном за-
коне пластического течения. Использование неассоциированных моделей пластического тече-
ния [19 – 21] в определенной степени оказалось затруднительным в связи с отсутствием адекват-
ного параметрического обеспечения, особенно при решении задачи в трехмерной постановке. 

В качестве условия пластичности применялся объемный критерий прочности горных  
пород, предложенный в [22]. Данный критерий отражает разрушение за счет сдвига и отрыва,  
и в пространстве главных напряжений 1,2,3σ  имеет следующий вид: 

 2 2 2
1 2 2 3 3 1 1 2 30.5[( ) ( ) ( ) ] ( )( )c t c tF σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ= − + − + − + − + + − , (1) 

где сσ , tσ  — соответственно пределы прочности на одноосное сжатие и растяжение. 
Предельная поверхность ( 0)F = , описываемая критерием (1), определяется параболоидом 

вращения относительно оси 1 2 3σ σ σ= =  (рис. 5а). Внутренние точки ( 0)F <  соответствуют 
упругому режиму деформирования, а внешние ( 0)F >  — пластическому. Такая поверхность 
характеризует разрушение вследствие сдвига. Разрушению породы за счет растяжения и сдвига 
соответствует видоизмененная предельная поверхность: параболоид вращения принимает 
форму усеченного плоскостями 1 0σ = , 2 0σ =  и 3 0σ =  параболоида (рис. 5б). 

 
Рис. 5. Предельные поверхности текучести в пространстве главных напряжений при разрушении 
за счет сдвига (а) и за счет сдвига и отрыва (б) 
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Граничные условия определялись в соответствии с выполненными экспериментальными 
исследованиями (рис. 2). На нижней грани кубического образца вертикальные перемещения 
принимались равными нулю. По периметру верхней и нижней граней ограничивались горизон-
тальные перемещения (соблюдалось условие полного сцепления образца с плитами пресса). 
На верхней грани задавались вертикальные смещения, соответствующие условиям нагружения 
образца. 

Трехмерная численная реализация математического моделирования осуществлялось мето-
дом конечных элементов в перемещениях. В качестве элементов дискретизации области реше-
ния применялись 8-узловые трехмерные изопараметрические элементы гексаэдрической фор-
мы [23] с восемью точками интегрирования. Область решения (300 × 300 × 300 мм) разбита 
на кубические элементы со стороной 10 мм. 

Решение систем нелинейных конечно-элементных уравнений проводилось по модифициро-
ванной схеме Ньютона – Рафсона (метод начальных напряжений) в инкрементальной форме 
с постоянной матрицей жесткости системы [24]. Численное интегрирование пластических опре-
деляющих соотношений выполнялось по явной схеме алгоритма обратного отображения [25]. 

При изотропном упрочнении поверхность текучести изменяет свою форму, что соответ-
ствует равномерному расширению исходной предельной поверхности [25]. Упрочнение проис-
ходит за счет изменения параметров внутреннего состояния материала, которое при использо-
вании критерия разрушения (1) определяется двумя параметрами: пределами прочности 
на сжатие cσ  и растяжение tσ . При разрушении за счет сдвига значение tσ  не изменяется, 
а при разрушении за счет отрыва принимается равным нулю. Таким образом, расширение пре-
дельной поверхности может быть реализовано только путем изменения параметра cσ . В этом 
случае система уравнений алгоритма обратного отображения, описывающая изотропное рас-
ширение поверхности текучести, примет вид: 

 

 trial
1 1

1

1 1

,
,

( , ) 0,

e e
n n n
c c
n n

c
n n

N
H

F

ε ε λ
σ σ λ

σ σ

+ +

+

+ +

 = −


= +
 =

    trial
1 1 1, .e e e

n n n nDε ε ε σ ε+ + += + Δ =  (2) 

Здесь ε , σ  — векторы главных деформаций и напряжений; D  — матрица упругости элемен-
та; N — вектор пластических деформаций; λ  — пластический множитель. Индексы n , 1n +  — 
предыдущий и текущий шаги интегрирования. 

Компоненты вектора главных деформаций trialeε  соответствуют главным деформациям, 
полученным из упругого пробного решения, компоненты вектора eε  — скорректированным 
в результате процедуры алгоритма обратного отображения. Символом cσ  обозначается теку-
щее значение параметра прочности на сжатие, H — модуль упрочнения. Система (2) решается 
относительно λ , 1

e
nε +  и 1

c
nσ +  и сводится к квадратному уравнению относительно λ : 

 2 0A B Cλ λ+ + = . (3) 

Для различных видов напряженного состояния в результате очередного пробного решения 
уравнение (3) будет определяться разными коэффициентами. Напряженному состоянию 

1,2,3 0σ <  соответствуют коэффициенты: 
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 2
1 1 2 2 3 1 3 2[ 3( )]A d N N N N N N d Hν ν= − + + − , 

  trial  trial  trial
1 1 1, 1 2 2, 1 3 3, 1 2[ 3( )] [ ( )]e e e c

n n n t n tB d e N N N d eH Hν ε ε ε ν σ σ σ+ + += − + + + + − − , 

 2  trial  trial  trial  trial  trial  trial
1 1, 1 2, 1 2, 1 3, 1 1, 1 3, 1 2[ 3( )] ( )e e e e e e c c

n n n n n n n t t nC d e d eε ε ε ε ε ε σ σ σ σ+ + + + + += − + + + + − − , 

где 
 2

1 11 12( )d D D= − , 

 2 11 122d D D= + , 

 1 2 3N N Nν = + + , 

 trial  trial  trial
1, 1 2, 1 3, 1
e e e

n n nε ε ε ε+ + += + + . 

Компоненты вектора пластических деформаций для ассоциированного закона пластическо-
го течения имеют вид 

 1 2 3
1 2 c

n n n n tN σ σ σ σ σ= − − + − , 

 2 1 3
2 2 c

n n n n tN σ σ σ σ σ= − − + − , (4) 

 3 1 2
3 2 c

n n n n tN σ σ σ σ σ= − − + − . 
Если в результате очередного пробного решения первая компонента главных напряжений 

оказывается положительной, а остальные — отрицательными 1 2,3( 0, 0)σ σ> < , то необходимо 
проверить следующее условие: 

 1 0, 0 0t Fσ σ= = → > . 

В случае его выполнения уравнение (3) определяется следующими коэффициентами: 
 2 2

1 2 3 2 2 3 3 2 3( ) ( )A d N N d N N d H N N= + − + + , 

  trial  trial  trial  trial  trial  trial
1 2 2, 1 3 3, 1 2 3 2, 1 2 3, 1 3 2 3 2, 1 3, 12 ( ) ( ) [ ( ) ( )]e e e e c e e

n n n n n n nB d N N d N N d N N Hε ε ε ε σ ε ε+ + + + + += − + + + + + − + , 

  trial  trial  trial  trial  trial  trial
1 2, 1 3, 1 2 2, 1 3, 1 3 2, 1 3, 1( ) ( )e e e e c e e

n n n n n n nC d d dε ε ε ε σ ε ε+ + + + + += + − − + , 

где 
 1 3d c ab= + , 

 2
2 3d c ab= − , 

 2
3 11 11 122d b D D D= − −  

и 

 2
11 12( )a D D= − ,   12

11

D
b

D
= ,   

2

2
11

ac
D

= . 

Иначе пластический множитель λ  считается равным нулю. Компоненты главных дефор-
маций вычисляются из следующих соотношений: 

  trial  trial12
1, 1 2, 1 3, 1 2, 1 2, 1 2 3, 1 3, 1 3

11

( ), , .e e e e e e e
n n n n n n n

D N N
D

ε ε ε ε ε λ ε ε λ+ + + + + + += − + = − = −  

Компоненты вектора пластических деформаций рассчитываются согласно выражению (4). 



А. А. Барях, А. А. Цаюков, А. В. Евсеев, И. С. Ломакин 

 19

Для напряженного состояния, при котором первые две компоненты главных напряжений 
в результате очередного пробного решения являются положительными, а третья — отрица-
тельной 1,2 3( 0, 0)σ σ> < , проверяется дополнительное условие trial

3
c
nσ σ< − . Если оно выполня-

ется, то коэффициенты уравнения (3) находятся так: 
 1 3 1 3( )A d N d N H= − , 

  trial
1 1 3 3, 1 3[( 2 ) ]e c

n nB d H d N Nε σ+= − − , 

  trial  trial
1 3, 1 1 3, 1( )e e c

n n nC d dε ε σ+ += + , 

где 

 
2 2

11 11 12 12
1

11 12

2D D D Dd
D D

+ −
=

+
. 

Иначе пластический множитель λ  считается равным нулю. Компоненты главных деформаций: 

  trial12
1, 1 2, 1 3, 1 3, 1 3, 1 3

11 12

, .e e e e e
n n n n n

D N
D D

ε ε ε ε ε λ+ + + + += = − = −
+

 

Компонента вектора пластических деформаций 3N  определяется по формуле (4). Если 
на очередном шаге пробного решения все компоненты главных напряжений оказываются по-
ложительными 1,2,3( 0)σ > , то на текущем шаге интегрирования 1,2,3 0σ = . Таким образом, в ре-

зультате решения квадратного уравнения (3) с коэффициентами, соответствующими одному 
из описанных напряженных состояний, находится пластический множитель λ , удовлетворяю-
щий условию 

1,2
1 20

min( , )
λ

λ λ λ
≥

= , 1,2λ  — корни квадратного уравнения (3). Главные напряжения, 

лежащие на предельной поверхности, вычисляются по закону Гука. Текущий параметр прочно-
сти на сжатие cσ  рассчитывается согласно соотношению системы (2). 

Калибровка математической модели по результатам физических экспериментов проводи-
лась в два этапа. Сначала на стадии упругого деформирования (примерно до 1200 кН, рис. 3) 
подбирался соответствующий модуль продольной упругости. Затем при нагрузках более 
1200 кН путем вариации пределов прочности cσ , tσ  и модуля упрочнения описывался переход 
от упругого режима деформирования к пластическому. Установленные по результатам матема-
тического моделирования механические параметры соляных образцов (модуль Юнга 6.7 ГПа, 
коэффициент Пуассона 0.3, 15cσ =  МПа, 1tσ =  МПа) в целом соответствуют значениям 
свойств соляных пород, определяемым в обычных лабораторных экспериментах. Расчетная 
диаграмма нагружения приведена на рис. 3а. Как и следовало ожидать, она довольно точно 
описывает все этапы деформирования соляного образца кубической формы. Более интересным 
представляется сопоставление результатов оценки экспериментальных и теоретических зави-
симостей поперечных деформаций образца от продольных (рис. 3б). Здесь наблюдается весьма 
приемлемое согласование деформаций реперных точек, полученных в модельных испытаниях 
и рассчитанных методом математического моделирования. Это свидетельствует об адекватно-
сти математической модели и ее успешной калибровке по экспериментальным данным. 
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АНАЛИЗ РАЗРУШЕНИЯ 

На рис. 6а представлено распределение горизонтальных напряжений растяжения в попе-
речном сечении образца, ориентированном вкрест расположения реперных точек (рис. 2а). 
На этапе перехода от упругой стадии деформирования к пластической в приконтурной зоне 
образца формируются области концентрации напряжений растяжения, интенсивность кото-
рых повышается с увеличением действующей нагрузки. Учитывая, что соли характеризуются 
низким пределом прочности на растяжение, это указывает на потенциальную возможность 
образования трещин отрыва в пределах боковых граней образца. Аналогичная картина 
наблюдается и в распределении горизонтальных деформаций растяжения (рис. 6б). Здесь рас-
тяжение реализуется в приконтурной зоне образца, при этом горизонтальные деформации 
превышают предельные для соляных пород значения 0.1 – 0.2 %. Факт формирования поверх-
ностной субвертикальной трещиноватости подтверждается результатами механических ис-
пытаний (см. рис. 2б) и отмечается при визуальном обследовании реальных горнотехниче-
ских конструкций. 

 
Рис. 6. Распределение горизонтальных напряжений (а) и деформаций (б) растяжения в попереч-
ном сечении образца: 1, 2 — этапы нагружения образца 
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Динамика разрушения образца за счет образования трещин сдвига и отрыва показана 
на рис. 7. Развитие процесса разрушения начинается с угловых зон. Трещины отрыва, как уже 
отмечалось, формируются в приповерхностных частях образца. Сдвиг реализуется во внутрен-
ней области, образуя характерную для объемного напряженного состояния конусообразную 
форму разрушения. Несмотря на активную стадию пластического деформирования (интенсив-
ное трещинообразование), несущая способность образца сохраняется. Ее снижение происходит 
уже на этапе диспергирования соляных пород под нагрузкой. 

 
Рис. 7. Динамика разрушения образца за счет отрыва и сдвига (черный и серый цвета 
соответственно) 
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ВЫВОДЫ 

По результатам механических испытаний крупномасштабных соляных образцов откалиб-
рована математическая модель процесса их деформирования и разрушения. Упругопластиче-
ская модель соляных пород с линейным изотропным упрочнением при ассоциированном за-
коне пластического течения обеспечивает приемлемое соответствие экспериментальных дан-
ных и результатов численных расчетов. Это относится к теоретическому описанию характера 
разрушения соляных образцов и зависимости поперечных деформаций от продольных, которые 
согласуются с натурными измерениями деформаций междукамерных целиков. 

Предложенная модель с базовым параметрическим обеспечением может использоваться 
для анализа устойчивости междукамерных целиков, оценки критической скорости их попереч-
ного деформирования и остаточного срока службы, что является крайне важным для обеспече-
ния безопасности ведения горных работ. 
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