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Cформулирована задача устойчивости песчаного дна канала прямоугольной формы от-
носительно одномерных по пространству возмущений. Задача устойчивости русла ре-
шена с использованием уточненной формулы расхода наносов, в которой учтено влияние
возмущений свободной поверхности на перенос наносов. При малых значениях числа
Фруда получены аналитические зависимости скорости движения донных возмущений
от времени. Аналитически найдены длины волн для наиболее быстро растущих дон-
ных возмущений и решена задача эволюции одиночного донного возмущения.
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Введение. В настоящей работе развивается теория движения наносов, предложенная
в [1, 2]; уточняется формула расхода наносов, в линеаризованной форме решается одна
из фундаментальных задач русловой динамики — задача устойчивости русла. Заметим,
что попытки решения указанной задачи с использованием феноменологических моделей

движения наносов предпринимались во многих работах, в которых изучались различные
механизмы переноса наносов в каналах (см., например, [3–12]). В данной работе использо-
ваны и обобщены полученные ранее уравнения русловых деформаций, что позволило при
малых числах Фруда получить аналитические зависимости скорости движения донных

возмущений от времени, длину волны для наиболее быстро растущих донных возмуще-
ний и решить в аналитическом виде задачу движения и эволюции одиночного донного

возмущения.
1. Уравнения гидродинамики. Рассматривается задача о размыве песчаного дна

реки или канала турбулентным потоком жидкости. Для определения осредненного по глу-
бине поля скорости жидкости принимаются стандартные уравнения гидравлики [12, 13],
называемые уравнениями плановой задачи. В этих уравнениях гидродинамики в прибли-
жении мелкой воды учитываются зависимость массовых сил от среднего уклона русла и

квадратичный закон сопротивления. Кроме того, в уравнения входит вязкое напряжение
с коэффициентом турбулентного обмена. Поскольку профиль дна изменяется медленно,
используются стационарные уравнения движения. Рассматриваются одномерные по коор-
динате x уравнения. Направление оси x совпадает с направлением скорости потока V (x),
осредненной по глубине, декартова координата z направлена вертикально вверх (рис. 1).
Пусть ζ(t, x) — отметка дна, η(t, x) = h + ζ(t, x) — отметка свободной поверхности, h —
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Рис. 1. Схема задачи

средняя глубина канала. Начало координат канала выбирается таким образом, чтобы сред-
ние по координате x функции ζ(x) и η(x) были равны нулю: 〈ζ(x)〉 = 0, 〈η(x)〉 = 0. Урав-
нение движения имеет вид

V
∂V

∂x
= gJ − g

∂η

∂x
− λV 2

h + η − ζ
+ νt

∂2V

∂x2
.

Это уравнение отличается от принятого в гидравлике [12] наличием слагаемого

νt ∂2V/∂x2. Аналогичное слагаемое входит в уравнение Навье— Стокса, в котором вместо
коэффициента турбулентного обмена νt используется существенно меньший коэффициент

молекулярной вязкости ν. Для длин волн, превышающих глубину h или сравнимых с ней,
вклад этого слагаемого пренебрежимо мал, поэтому им можно пренебречь. В теории устой-
чивости этот член играет важную роль, так как он ограничивает рост амплитуды очень
коротких волн.

Преобразуем уравнение движения, добавив к нему уравнение сохранения расхода Q:

1

2

∂V 2

∂x
− gJ + g

∂η

∂x
+

λV 3

Q
− νt

∂2V

∂x2
= 0; (1.1)

Q = (h + η − ζ)V. (1.2)

Здесь J — средний уклон русла; λ — коэффициент гидравлического сопротивления; g —
ускорение свободного падения. Для решения задачи устойчивости необходима линеариза-
ция этих уравнений. В случае ровного дна (ζ = 0) решением уравнений (1.1), (1.2) явля-
ется течение со скоростью U , имеющее ровную свободную поверхность η = 0. Скорость U
определяется из баланса сил сопротивления и произведения уклона дна и силы тяжести:

U = Q/h =
√

ghJ/λ. (1.3)

Линеаризуем уравнения (1.1), (1.2) по малым возмущениям u = V − U , η, ζ. Тогда
выражения для разных степеней V имеют вид

V =
Q

h + η − ζ
=

Q

h
+

Q

h2
(ζ − η),

V 2 =
Q2

h2
+ 2

Q2

h3
(ζ − η), V 3 =

Q3

h3
+ 3

Q3

h4
(ζ − η).
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Подставив эти выражения в уравнения (1.1), с помощью (1.3) получим

Fr−1

Fr

∂η

∂x
− ∂ζ

∂x
+

3λ

h
(η − ζ)− hνq

∂2(η − ζ)

∂x2
= 0,

Fr =
U2

gh
, νq =

νt

Q
.

(1.4)

Здесь Fr, νq — безразмерные число Фруда и коэффициент турбулентного обмена.
2. Уравнение эрозии донной поверхности и формулы расхода наносов. Из-

менение отметки дна можно найти из уравнения сохранения массы песка [12]

∂ζ

∂t
+

1

ρs(1− ε)

∂G

∂x
= 0, (2.1)

где ρs — плотность частиц песка; ε — коэффициент пористости песчаного дна.
Для замыкания системы уравнений необходима зависимость вектора расхода нано-

сов G от векторов напряжения жидкости на дне, локальных уклонов донной и свободной
поверхностей.

Ранее при расчете вектора расхода наносов изменение свободной поверхности не учи-
тывалось [1, 2]. Сформулирована модель водогрунтовой смеси, движущейся в тонком слое
вблизи дна. Реологический закон смеси учитывает закон Кулона для трения частиц и за-
кон турбулентного трения Прандтля для жидкости. В результате решения краевой задачи
для движущегося слоя частиц в [1, 2] получена следующая формула расхода наносов:

G = G0V
3
(
1 +

1

tg ϕ

∂ζ

∂x

)−1
; (2.2)

G0 =
4

3

ρsρwλ3/2

κ(ρs − ρw)g tg ϕ
(2.3)

(ρw — плотность воды; κ — постоянная Кармана; ϕ — угол внутреннего трения песка).
В случае ровного дна формула (2.2) аналогична наиболее распространенной эмпириче-
ской формуле Мейер-Петера и Мюллера (см. [14]), которую можно получить интегриро-
ванием закона распределения частиц по глубине, приведенного в работе [15]. Однако для
построения решения задачи устойчивости русла этих формул недостаточно. Нужна за-
висимость (2.2) от функции ζ(t, x), определяющей рельеф донной поверхности, которая
может быть получена методами механики сплошной среды.

Таким образом, уравнения (1.1), (1.2), (2.1)–(2.3) образуют замкнутую систему урав-
нений. Полученная модель согласуется с общепринятыми эмпирическими теориями, обоб-
щается на случай двумерной донной поверхности и достаточно точно описывает размыв

берегов канала с откосом [1, 2]. Однако в задаче устойчивости плоской донной поверхности
возмущения донной и свободной поверхностей сравнимы по величине. Без учета дополни-
тельного слагаемого в уравнении движения малые возмущения горизонтальной донной

поверхности со временем убывают и образования гряд не происходит, тогда как его учет
позволяет описать режимы, при которых донные возмущения с определенными длинами
волн со временем увеличиваются.

3. Уточнение формулы расхода наносов. В работе [1] предложена модель водо-
грунтовой смеси в тонком придонном слое. Математическая постановка задачи для удель-
ного массового расхода твердых частиц, движущихся в активном придонном слое, вклю-
чает следующие уравнения:

∂p

∂m
= ρg, ρ = fρs − (1− f)ρw; (3.1)
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∂p

∂x
+ ρg

∂ζ

∂x
+

∂τ

∂m
= 0; (3.2)

τ = −(τs + τw)
∂w

∂m

/∣∣∣ ∂w

∂m

∣∣∣ = τs + τw; (3.3)

τw = ρwκ2(a−m)2
∣∣∣ ∂w

∂m

∣∣∣2, τs = f(ρs − ρw)gm tg ϕ. (3.4)

Здесь ρ — плотность смеси твердых частиц и жидкости; f — объемная концентрация

твердых частиц; p(m), τ(m), ρ(m), w(m) — функции давления, касательного напряжения,
плотности и скорости смеси. Координата m, направленная вертикально вниз, отсчитыва-
ется от верхней границы активного слоя: m = 0 на верхней границе z = ζ(x, t) и m = a на
нижней границе (см. рис. 1).

Касательное напряжение смеси τ(m) является суммой касательных напряжений жид-
кой (τw(m)) и твердой (τs(m)) фаз, для которых приняты соответственно закон Прандтля
для турбулентного течения и закон трения Кулона.

Краевые условия можно получить из условия непрерывности скорости и напряжения

в результате следующих рассуждений [1, 2].
На верхней границе слоя твердые частицы оказываются во взвешенном состоянии,

при этом τs = 0. Толщина слоя a мала, поэтому ею можно пренебречь. Следовательно,
величина τ(0) такая же, как для чистой жидкости на дне, и вычисляется из решения
гидродинамической задачи (в отсутствие твердых частиц) τ0 = λρwV 2. Отсюда приm = 0
получаем граничные условия

τ(0) = τ0 = λρwV 2;

p(0) = p0 = ρwg(η + h− ζ), (3.5)

где p0 — давление на поверхности z = ζ, найденное из решения задачи гидростатики.
При m > a среда покоится: w(a) = 0. Касательное напряжение не превышает ку-

лоновского трения: τ 6 ps tg ϕ. В движущейся среде (m < a) согласно реологическому
закону (3.3) τ = ps tg ϕ + τw, причем τw > 0. Непрерывность τ в точке z = a возможна
только при условии τw = 0. Таким образом, получаем условие

τ(a) = τs(a) = ps tg ϕ, ps = (ρs − ρw)ga (3.6)

и условие прилипания

w(a) = 0.

Условие (3.6) рассматривалось в работе [16] в качестве критерия начала движения частиц
на нижней границе активного слоя.

Следует отметить существенное различие распределений скорости в рассматриваемой

задаче и в задаче в отсутствие частиц, несмотря на идентичность законов турбулентного
трения. В случае чистой жидкости вблизи стенки τw ≈ const, откуда следует логариф-
мический закон распределения скорости. В случае смеси τw возрастает пропорционально

расстоянию от стенки, поэтому при z ≈ 0 закон распределения скорости является линей-
ным.

Из уравнения (3.1) и условия (3.5) следуют выражения для давления p в активном
слое и его производной:

p = ρwg(η + h− ζ) + mρg,
∂p

∂x
= ρwg

(∂η

∂x
− ∂ζ

∂x

)
.

Из этих выражений получаем

∂p

∂x
+ ρg

∂ζ

∂x
=

∂p

∂x
+ (fρs + ρw(1− f))g

∂ζ

∂x
= ρwg

∂η

∂x
+ f(ρs − ρw)g

∂ζ

∂x
. (3.7)
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C учетом (3.7) уравнение (3.2) преобразуем к виду

∂τ

∂m
+ ρwg

∂η

∂x
+ f(ρs − ρw)g

∂ζ

∂x
= 0. (3.8)

Интегрируя по m уравнение (3.8) с учетом граничного условия (3.6), получим распреде-
ление касательного напряжения по толщине активного слоя

τ(m) = τ0 −m
(
ρwg

∂η

∂x
+ f(ρs − ρw)g

∂ζ

∂x

)
(касательное напряжение на донной поверхности τ0 следует определять из уравнений гид-
родинамики). Согласно принятой модели (1.1), (1.2) τ0 = λρwV 2. Тогда из (3.3), (3.4)
следует, что зависимости τ(m), τs(m), τw(m) являются линейными. Так как τw(0) = τ0,
τw(a) = 0, то

τw(m) = τ0(1−m/a). (3.9)

Используя (3.8) и граничное условие (3.6), найдем толщину активного слоя

a = τ0
/[

ρwg
∂η

∂x
+ f(ρs − ρw)g

(
tg ϕ +

∂ζ

∂x

)]
. (3.10)

C помощью формул (3.4), (3.9) найдем распределение ∂w/∂m по толщине активного слоя

∂w

∂m
=

√
τw

κ√ρw (a−m)
=

√
τ0

κ2ρwa(a−m)
. (3.11)

В работе [2] показано, что величина расхода G слабо зависит (а в ряде случаев не
зависит [17]) от характера распределения концентрации твердых частиц f по глубине

активного слоя, поэтому значение параметра f можно принять постоянным. В этом слу-
чае удельный массовый расход наносов можно рассчитать с помощью интегрирования по

частям, аналогично тому как это выполнено в работе [1]:

G = ρsf

a∫
0

w dm = −ρsf

a∫
0

m
∂w

∂m
dm. (3.12)

Подставляя в выражение (3.12) формулу (3.11) и интегрируя по толщине активного слоя,
получаем выражение для удельного массового расхода наносов

G = ρsfa
4

3

√
τ0

κ2ρw
. (3.13)

Подставляя в (3.13) выражение (3.10), окончательно имеем зависимость

G = ρs
4

3

√
τ0

κ2ρw
τ0f

/[
ρwg

∂η

∂x
+ f(ρs − ρw)g tg ϕ

(
1 + ctg ϕ

∂ζ

∂x

)]
. (3.14)

Полагая величины ∂ζ/∂x, ∂η/∂x малыми, раскладывая по ним уравнение (3.14) и отбра-
сывая члены, имеющие порядок выше первого, находим

G = ρs
4

3

√
τ0

ρw

τ0

κ(ρs − ρw)g tg ϕ

(
1− ctg ϕ

∂ζ

∂x
− ρw ctg ϕ

f(ρs − ρw)

∂η

∂x

)
.
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Подставляя в выражение для G квадратичный закон τ0 = ρwλV 2 и линеаризуя его, полу-
чаем выражение для удельного массового расхода наносов

G = G0U
3
(
1 + 3

ζ − η

h
− ctg ϕ

∂ζ

∂x
− ctg ϕ

s

∂η

∂x

)
, (3.15)

где s = fγ; γ = (ρs − ρw)/ρw.
В активном слое концентрация песка f ≈ 0,1. Из (3.15) следует, что учет возмущения

свободной поверхности дает поправку с весьма значительным коэффициентом 1/s ≈ 10.
Подставляя (3.15) в (2.1), получаем линеаризованное уравнение для отметки дна

∂ζ

∂t
+ C0

√
g

h
Fr3/2

(
3h tg ϕ

(∂ζ

∂x
− ∂η

∂x

)
− h2 ∂2ζ

∂x2
− h2

s

∂2η

∂x2

)
= 0, (3.16)

где

C0 =
4

3

λ3/2

κ(1− ε)γ tg2 ϕ
. (3.17)

4. Линейная задача развития донных возмущений с использованием уточ-
ненной формулы расхода наносов. Уравнения (1.4), (3.16) образуют замкнутую линей-
ную задачу о развитии малых возмущений донной и свободной поверхностей. Возмущения
донной и свободной поверхностей потока ζ, η примем в виде

ζ = ζ0 exp (σt + ikx), η = η0 exp (σt + ikx). (4.1)

Подставляя (4.1) в уравнения (1.4), (3.16), находим

(ikh + 3λ + νqk
2h2)ζ0 + (ikh/ Fr− 3λ− ikh− νqk

2h2)η0 = 0,

(σ
√

h/g/(C0 Fr3/2) + 3ikh tg ϕ + k2h2)ζ0 + (k2h2/s− 3ikh tg ϕ)η0 = 0.
(4.2)

Приравнивая к нулю определитель однородной системы (4.2), получаем дисперсионное

соотношение

σ(k, Fr)

k2h2C0 Fr3/2

√
h

g
= −1 +

3s tg ϕ + (khi + 3λ + νqk
2h2) Fr

s(khi(1− Fr)− (3λ + νqk2h2) Fr)
,

которое можно представить в форме

σ(k, Fr) = σd + iσm,

где

σd

k2h2C0 Fr3/2

√
h

g
= −1 + s

s
−

s Fr tg ϕ (9λ + 3νqk
2h2)− 4k2h2(1− Fr)

sB
; (4.3)

σm

k3h3C0 Fr3/2

√
h

g
= −

(3s(1− Fr) tg ϕ + Fr (3λ + νqk
2h2))

sB
,

B = (3λ + νqk
2h2)2 Fr2 + k2h2(1− Fr)2.

(4.4)

Решение (4.3), (4.4), найденное для линеаризованной постановки задачи устойчиво-
сти (4.2), позволяет получить следующие важные результаты: без использования дополни-
тельных гипотез определить области формирования и смыва донных форм для различных

физико-механических характеристик донных материалов, а также области распростране-
ния волн на донной поверхности вниз по потоку (дюны) или против потока (антидюны)
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в зависимости от значения числа Фруда и волнового числа k; определить характерные
длины волн и скорости движения донных возмущений.

Из (4.3) следует, что при Fr > 1 знак “минус” у σm меняется на “плюс”. Иными слова-
ми, режим дюн, движущихся по направлению потока, меняется на режим антидюн, движу-
щихся против направления потока, что подтверждается в экспериментах при смене гидро-
динамических режимов потока. Однако при числах Фруда, близких, равных или больших
единицы, донные возмущения всегда являются затухающими, поэтому антидюны могут
существовать только в ограниченном интервале времени.

5. Анализ области устойчивости. Длины волн донных возмущений. Равнин-
ным речным потокам, переносящим песок и мелкий гравий, как правило, соответствуют
числа Фруда Fr = 0,01÷0,10, для переноса песка и мелкого гравия в лабораторных лотках
требуется течение, которому соответствуют числа Фруда Fr = 0,05 ÷ 0,20 [12]. Следо-
вательно, представляет интерес асимптотическое разложение решения (4.3) по малому
параметру Fr. Для упрощения анализа этого разложения в выражение для σd подставим

безразмерное волновое число X = k2h2. В результате получим

σd = −C0 Fr3/2
√

g/h (σ0
d + Fr σ1

d + Fr2 σ2
d + O(Fr3)),

σ0
d = X, σ1

d = 3Xνq tg ϕ + 9λ tg ϕ−X/s, (5.1)

σ2
d = (Xνq + 3λ)2/s + 6 tg ϕ(3λ + Xνq)−X/s.

Следуя работе [12], будем полагать, что фактически реализуются донные волны с та-
кими волновыми числами, при которых начальная скорость роста амплитуды имеет мак-
симум. Для определения максимальной скорости роста амплитуды найдем производную
по X от σd и, приравняв ее к нулю:

∂σd

∂X
= s + Fr (3sνq tg ϕ− 1) + Fr2(2(Xν2

q + 3λνq) + 6s tg ϕνq − 1) = 0,

определим максимальное значение безразмерного волнового числа

Xmax = −1

2

(1 + 3νq tg ϕ Fr (1 + 2 Fr))s + Fr(6 Fr νqλ− Fr− 1)

Fr2 ν2
q

. (5.2)

Используя (5.2) и выполняя замену Xmax = 4π2h2/l2, получим асимптотическую оценку

длины волны при малых числах Фруда

l =
2
√

2 πhνq Fr√
Fr (1 + Fr)− (1 + 3νq tg ϕ Fr (1 + 2 Fr))s + 6 Fr2 νqλ

. (5.3)

Проведено сравнение зависимости (5.3) с экспериментальными данными Хаманна в ви-
де зависимостей длины волны донных возмущений от скорости гидродинамического по-
тока, полученных в лотках (см. [15]). Поскольку Хаманн не указал значения параметров
ϕ, νt, λ для выполненных экспериментов, выбирались значения данных параметров, ха-
рактерные для песчаных материалов: tg ϕ = 1/2, νq = 0,35, λ = 0,02, s = 0,1. Сравнение
теоретических и экспериментальных данных проводилось для канала глубиной h = 0,075 м
в диапазоне скоростей потока 0,3 м/c < U < 0,6 м/с.

На рис. 2 приведены экспериментальные данные Хаманна (точки) и расчетная кри-
вая, построенная с использованием решения (5.3). В силу того что максимальное различие
теоретической асимптотической зависимости (5.3) и экспериментальных данных Хаманна
не превышает 6 % при систематической ошибке экспериментальных данных, составляю-
щей 5 % [15], можно утверждать, что полученное асимптотическое решение согласуется
с экспериментальными данными не только качественно, но и количественно.
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Рис. 2. Экспериментальная (точки) и расчетная (линия) зависимости критиче-
ской длины волны от скорости потока (λ = 0,02, ν∗ = 0,35)

Следует отметить, что в диапазоне скоростей потока 0,30 м/c < U < 0,35 м/с по-
лученное решение и экспериментальные данные различаются. Это обусловлено тем, что
уравнение для удельного массового расхода наносов (3.15) и полученное на его основе урав-
нение русловых деформаций (3.16) справедливы только для скоростей потока, существенно
превышающих скорость начала движения частиц. Таким образом, при скоростях, близких
к скорости начала движения частиц, которая согласно данным [15] равна U = 0,28 м/с,
расчет по формуле (5.3) должен давать существенные погрешности (см. рис. 2). Полу-
ченные результаты свидетельствуют об адекватности сформулированной математической

модели (4.2) и сделанного уточнения формулы удельного массового расхода (3.15).
Необходимо сделать замечание относительно параметра безразмерной вязкости νq =

νt/Q. Принимая простую алгебраическую модель речной турбулентности νt = ν∗Q [14],
можно показать, что параметр безразмерной вязкости является постоянной величиной

νq = ν∗Q/Q = ν∗,

определяемой экспериментально. Из анализа функции (5.1) следует, что для чисел Фруда,
меньших единицы, имеется спектр длин донных волн, при которых существует область
неустойчивости. В длинноволновой части спектра на длины волн растущих возмущений
накладывается ограничение σd < 0, однако в естественных условиях для рек и каналов,
вероятно, существует более жесткое ограничение, связанное с характерным масштабом
русла реки. Устойчивость коротких волн существенно зависит от турбулентной вязко-
сти νt и коэффициента гидравлического сопротивления λ: чем меньше гидравлическое
сопротивление и вязкость потока, тем более коротковолновые возмущения донной поверх-
ности могут возникать.

Поскольку величины Fr, λ, s, входящие в формулу (5.3), малы, ее можно упростить:

l = Kh. (5.4)

Здесь

K = 2
√

2 πνq Fr /

√
Fr + Fr2− s(1 + 3νq tg ϕ Fr).

Формула (5.4) аналогична ряду известных эмпирических зависимостей [18], например фор-
мулам Б. Ф. Снищенко и З. Д. Копалиани

l = 4,2h, (5.5)

К. В. Гришанина

l = (2/λ)1/3h, (5.6)

А. В. Караушева

l = 0,44

√
1,4/λ +

√
2/(gλ) h. (5.7)
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Так как при заданных выше характерных параметрах s, νq, ϕ и числе Фруда Fr '
s(1 + 3νq tg ϕ Fr)− Fr2 диапазон значений коэффициента K в формуле (5.4) включает весь
диапазон значений эмпирических множителей при h, можно предположить, что форму-
ла (5.4) является обобщением формул (5.5)–(5.7).

В случае выполнения условия Fr � s(1 + 3νq tg ϕ Fr) − Fr2 зависимость (5.4) можно
представить в виде

l = 2
√

2 πνq

√
Fr h = 2

√
2 πνq

√
Fr h = 2

√
2 πνqU

√
h/g

или

l = KsU
√

h/g, (5.8)

где Ks = 2
√

2 πνq. При значениях скорости потока, существенно превышающих скорость
начала движения частиц, формула (5.8) согласуется с формулой, полученной в работе [15]
из теории размерностей:

l = Cs(γgd3/ν2)0,1U
√

h/g.

Здесь Cs — экспериментально определяемый параметр; d — диаметр частиц; ν — вязкость

жидкости.
6. Определение скорости движения донных возмущений. Скорость движения

донных возмущений W = −σm/k определяется из (4.4). Сохраняя в (4.4) только главный
член разложения по числу Фруда, получим зависимость, определяющую скорость донных
возмущений:

W = 3C0 tg ϕ Fr3/2
√

gh = 3C0 tg ϕ U Fr . (6.1)

С учетом (3.17) формулу (6.1) преобразуем к виду

W =
4λ3/2

γκ(1− ε) tg ϕ
U Fr . (6.2)

В случае

4λ3/2

γκ(1− ε) tg ϕ
= 0,0188 (6.3)

асимптотическая формула (6.2), справедливая при значениях скорости потока, существен-
но превышающих скорость начала движения частиц, совпадает с известной формулой [19]

W = 0,0188U Fr, (6.4)

результаты расчета по которой согласуются с многочисленными экспериментальными

данными [20]. Заметим, что равенство (6.3) выполняется при стандартных средних зна-
чениях физико-механических параметров донного материала tg ϕ = 0,5, γ = 1, ε = 0,4,
κ = 0,4, λ = 0,0068. Однако очевидно, что в реальных потоках значения физико-
механических параметров (которые часто даже не фиксируются в экспериментах) могут
существенно изменяться, что приводит к существенным отклонениям от эмпирической
зависимости (6.4).

Определим зависимость коэффициента гидравлического сопротивления потока λ от
числа Фруда Fr по приведенной в [12, 21] зависимости со степенным феноменологическим
показателем n, учитывая при этом только гидравлическое сопротивление, вызываемое
донными волнами:

λ3/2 = 0,0052 Fr3n/4 . (6.5)
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Тогда, подставляя (6.5) в (6.2), получим зависимость скорости движения донных волн от
физико-механических параметров в общем виде

W =
0,0208

γκ(1− ε) tg ϕ
U Fr(3n/4)+1,

из которой, выбирая значение степенного коэффициента n, можно получить различные
эмпирические формулы (см. [12, 19–21]). Таким образом, асимптотическая формула (6.2),
справедливая при малых числах Фруда и значениях скорости потока, существенно пре-
вышающих скорость начала движения донных частиц, является обобщением известных
эмпирических формул, что подтверждает адекватность сформулированной математиче-
ской модели.

7. Моделирование движения одиночного возмущения при малых числах

Фруда. С использованием метода Фурье построим решение задачи о развитии во вре-
мени одиночного донного возмущения. С помощью формул (1.3), (4.3) решения задачи
представим в виде интеграла Фурье

ζ =
b2h

2
√

π
Re

∞∫
−∞

exp
(
− b2h2k2

4

)
exp ((σd + iσm)t + ikx) dk. (7.1)

В начальный момент времени t = 0 форма одиночного возмущения описывается зависимо-
стью

ζ =
b2h

2
√

π

∞∫
−∞

exp
(
− b2h2k2

4

)
cos (kx) dk = b exp

(
− x2

b2h2

)
,

где b — безразмерный коэффициент, определяющий амплитуду единичного возмущения.
В силу сложности структуры формул (4.3), (4.4), определяющих параметры σd и σm, ин-
теграл (7.1) в общем случае можно вычислить только численно. Однако, как отмечено
выше, равнинным речным потокам, переносящим песок и мелкий гравий, как правило,
соответствуют числа Фруда Fr = 0,01 ÷ 0,10, а для переноса песка и мелкого гравия в
лабораторных лотках требуются числа Фруда Fr = 0,05÷ 0,20 [12]. Следовательно, пред-
ставляет интерес получение асимптотического решения (7.1) при малых числах Фруда.
Разложим решения (4.3), (4.4) в ряд по малым числам Фруда, оставляя в них соответ-
ственно два члена ряда

σd = −C0

√
g/h Fr3/2(3s Fr tg ϕ (νqk

2h2 + 3λ)− k2h2(Fr−s))/s (7.2)

и один член ряда

σm = −3C0k tg ϕ Fr3/2
√

gh. (7.3)

Используя асимптотики (7.2), (7.3) и интегрируя уравнение (7.1), получим следующее

решение:

ζ = b2 exp (−9λ tg ϕ Fr τ − (x/h− 3 tg ϕτ)2/Z)/
√

Z. (7.4)

Здесь τ = C0 Fr3/2
√

g/h t — безразмерное время; Z — характеристический знаменатель,
определяющий тип эволюции донной волны (затухание или рост):

Z = b2 + 4τ(1 + 3νq tg ϕ Fr−Fr /s). (7.5)

Полагая 3νq tg ϕ � 1/s, выражение (7.5) можно упростить:

Z = b2 + 4τ(1− Fr /s). (7.6)
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Рис. 3. Эволюция единичного донного возмущения:
а — Fr = 0,045 (1 — t = 0; 2 — t = 100 с; 3 — t = 300 с; 4 — t = 600 с; 5 — t = 900 с;
6 — t = 1200 с); б — Fr = 0,09 (1 — t = 0; 2 — t = 6 с; 3 — t = 7 с; 4 — t = 7,5 с; 5 —
t = 7,6 с)

Из (7.6) следует, что характер эволюции донной волны в основном определяется массовой
концентрацией донных наносов s. Из (7.6) также следует, что донное возмущение является
затухающим, если выполняется условие

Fr < s,

и растущим в случае

Fr > s. (7.7)

Безусловно, при s ≈ Fr необходимо использовать более точное условие устойчивости

Fr 6 (1 + 3νq tg ϕ Fr)s.

На рис. 3 показана эволюция единичного донного возмущения при b = 1, tg ϕ = 1/2,
s = 0,1, λ = 0,02, h = 1, C0 = 1, g = 10 м/с2 и различных значениях числа Фруда. Видно,
что при Fr = 0,045 единичное возмущение, распространяющееся в направлении движе-
ния гидродинамического потока, затухает (см. рис. 3,а). При этом коротковолновые моды
возмущения затухают быстрее длинноволновых, характерная длина волны возмущения

увеличивается, вследствие чего размыв донного возмущения асимптотически замедляется.
Иная картина наблюдается при выполнении условия (7.7) в случае Fr = 0,9 (см. рис. 3,б).
Из (7.4) следует, что скорость роста возмущения пропорциональна квадратному корню
гиперболической функции Z, т. е. очень высока. В реальных ситуациях (см. [10]), когда
значение коэффициента C0 находится в диапазоне 0,0001 6 C0 6 0,0100, значение скоро-
сти формирования возмущений находится в диапазоне от нескольких минут до нескольких
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часов; в то же время затухание или установление донных волн происходит существенно
медленнее (в диапазоне от нескольких десятков до нескольких тысяч часов).

Заключение. В работе сформулирована одномерная задача устойчивости песчаного
дна канала прямоугольной формы относительно одномерных по пространству возмуще-
ний, в которой использовано уравнение удельного расхода наносов, не содержащее эмпи-
рических параметров.

Проведено обобщение известной формулы расхода наносов, что позволяет учесть вли-
яние возмущений свободной поверхности на перенос наносов.

Решение задачи устойчивости в линеаризованной постановке позволило получить сле-
дующие важные результаты. Без использования в модели дополнительных гипотез и эм-
пирических параметров впервые получены аналитические решения, позволяющие опреде-
лить области формирования и смыва донных форм при различных физико-механических
характеристиках донных материалов, а также области распространения волн на донной
поверхности вниз по потоку (дюны) или вверх по потоку (антидюны) в зависимости от
значения числа Фруда и волнового числа.

В силу сложности полученного аналитического решения при сравнении его с экспери-
ментальными данными использовались различные асимптотические приближения. Срав-
нительный анализ асимптотик полученных зависимостей для длин донных волн, началь-
ная скорость роста амплитуды которых имеет максимальное значение, показал, что полу-
ченное решение хорошо согласуется с экспериментальными данными.

Анализ аналитического решения, определяющего скорость движения донных возму-
щений, показал, что уже первый член ряда в асимптотической формуле для скорости,
полученной при малых числах Фруда, обобщает ряд известных эмпирических формул для
скорости движения донных возмущений. Таким образом, можно утверждать, что полу-
ченная асимптотическая формула подтверждается большим объемом экспериментальных

данных, что свидетельствует об адекватности сформулированной математической модели
и полученного аналитического решения.

Для малых чисел Фруда построено аналитическое решение задачи об эволюции еди-
ничного донного возмущения, из которого получен простой критерий устойчивости донных
форм.
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