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Введение. В настоящее время при разработке технологии производства деталей ме-
тодами ковки и штамповки широко используется математическое моделирование [1, 2].

В середине XX в. были разработаны математическая теория пластичности [3, 4] и
теория деформируемости [5, 6], которые позволяют ставить и решать начально-краевые
задачи пластического формообразования при малых деформациях и простом нагружении.

Большинство технологических процессов ковки и штамповки и современные процес-
сы пластического структурообразования (получения металла с размером зерен поряд-
ка 10−6 м) происходят в условиях больших (ε > 0,2) и интенсивных (ε > 3,0) дефор-
маций [7]. Разработке физической теории больших и интенсивных деформаций металлов
посвящена работа [8]. При обобщении математической теории малых деформаций (теории
течения) на случай больших (конечных) упругопластических и упруговязкопластических
деформаций основной проблемой является разделение тензора больших деформаций на

обратимую (упругую) и необратимую (пластическую) составляющие [9–13]. В условиях
сложного нагружения упруговязкопластического материала корректное разделение упру-
гих и необратимых составляющих оказалось трудной задачей.

При разработке математической теории больших и интенсивных деформаций исполь-
зуется структурно-феноменологический подход [14–18]. В физике прочности и пластично-
сти величина пластической деформации, обусловленной движением дислокаций и измене-
нием структуры, определяется однозначно:

εp = λρb

(λ — средняя длина свободного пробега подвижных дислокаций; ρ — скалярная плотность

дислокаций, прошедших через рассматриваемый объем; b — модуль вектора Бюргерса

дислокаций).
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Целью данной работы является изложение основных положений физико-математичес-
кой теории больших и интенсивных деформаций.

1. Математическая модель больших и интенсивных необратимых деформа-
ций металлов. Исходная система уравнений включает уравнение состояния и кинетиче-
ские уравнения характеристик структуры (скалярных плотностей неподвижных дислока-
ций и зародышевых микротрещин):

dε

dt
= ε̇∗ exp

(
−
βGb3 − σb2/(m

√
ρs )

kT

)
,

dρs

dt
= ρgνgs − ρsνs0,

dNm

dt
= ξ0ρsνsm −Nmνmd,

νs0 = ν0 exp
(
− U − σVs0/m

kT

)
, (1)

νsm = ν0
sm exp

(
− Usm − σVsm/m

kT

)
, νmd = ν0

md exp
(
− Umd − pVmd/M

kT

)
,

ε̇ = ρgbv, v/νgs = λ.

Здесь t — время; ε̇∗ = 1012 с−1 — постоянная; βGb3 — энергия активации процесса са-
модиффузии; T — температура; m = 3,1 — коэффициент; ρs — плотность неподвижных

дислокаций; k — постоянная Больцмана; ρg — плотность подвижных дислокаций; νgs —
частота превращения подвижных дислокаций в неподвижные; νs0 — частота исчезнове-
ния неподвижных дислокаций; Nm — скалярная плотность деформационных микротре-
щин; ξ0 = 10−5 — коэффициент; νsm — частота превращения совокупности неподвижных

дислокаций в микротрещину; νmd — частота “залечивания” микротрещин; G — модуль

сдвига.
Применение численного пошагового метода решения нелинейной системы уравне-

ний (1) позволяет решать нестационарные задачи больших и интенсивных деформаций
с учетом истории нагружения и эволюции структуры.

Ниже излагается алгоритм решения начально-краевой задачи необратимого формооб-
разования с использованием предлагаемой теории, включающий определение напряженно-
деформированного состояния, прогнозирование деформационной поврежденности и струк-
туры материала на различных структурных уровнях.

2. Алгоритм решения задачи. Подставляя в систему (1) уравнения связи дефор-
мации dε = ε̇ dt, скорости деформации ε̇ = dε/dt и времени dt = dε/ε̇, получаем матема-
тические модели пластичности [17], ползучести [14], длительной прочности [16], вязкого
разрушения соответственно.

Общим для перечисленных выше процессов является полученный с использованием

обобщенного принципа максимума Мизеса закон течения упрочняющегося вязкопластиче-
ского материала в виде [17, 18]

dεij(g) =
3

2

dε(g)

σT
(g)

+ dσu
(g)
− dσr

(g)

(sTij(g) + dsuij(g) − dsrij(g)), (2)

где g = 1, 2, 3, . . . , n — номер расчетного шага при численном решении системы (1), (2),
на котором интенсивность приращения необратимых деформаций принимает малое, но
конечное значение dε(g) = 0,002÷ 0,020; σT

(g) — предел текучести материала на шаге g:

σT
(g) =

(
βmGb−

kT(g)m

b2
ln
ε̇∗b
√
ρs(g−1)

ε̇(g)

)√
ρs(g−1) ,
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β — коэффициент в выражении для энергии активации самодиффузии βGb3; m = 2,9÷3,1;
T(g) — термодинамическая температура на расчетном шаге g; ε̇(g) — скорость пласти-
ческой деформации на расчетном шаге g; ρs(g−1) — скалярная плотность неподвижных

дислокаций на расчетном шаге g − 1; dσu
(g) — приращение интенсивности напряжения на

расчетном шаге g, обусловленное деформационным упрочнением:

dσu
(g) =

βmGb

2
√
ρs(g) bλ

dε(g),

dσr
(g) — приращение интенсивности напряжения на расчетном шаге g, обусловленное тер-

модинамическим разупрочнением:

dσr
(g) =

{βmGb2ρ2
s(g)νD
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exp
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2/(m
√
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+
mkT(g)

2b3λ
√
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(
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√
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ρ2
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2νDλ
√
ρs(g)
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× exp
(
−
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√
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)]}
dε(g),

sTij(g), ds
u
ij(g), ds

r
ij(g) — девиаторы тензоров σT

ij(g), dσ
u
ij(g), dσ

r
ij(g).

При решении начально-краевых задач о необратимых деформациях целесообразно ис-
пользовать три уравнения (см. (2)):

dεij(g) =
3

2

dε(g)

σT
g

sTij(g);

dεij(g) =
3

2

dε(g)

dσu
(g)

dsuij(g); (3)

dεij(g) =
3

2

dε(g)

dσr
(g)

srij(g).

При постановке задачи сначала следует использовать уравнение (3), так как зависи-
мость σu(ε), описывающая деформационное упрочнение, всегда монотонно возрастает и
локальный модуль пластичности dσu

(g)/dε(g), необходимый для численного решения зада-
чи, всегда положителен.

Увеличение скалярной плотности дислокаций на расчетном шаге нагружения g в рас-
сматриваемом микрообъеме определяется по формуле

ρs(g) = ρs(g−1) + dρs(g),

где dρs(g) — приращение скалярной плотности дислокаций на расчетном шаге g:

dρs(g) =
[ 1

bλ
−
ρ
3/2
s(g−1)

νDb

ε̇(g)
exp

(
−
βGb3 − σ(g−1)b

2/(m
√
ρs0 )

kT(g)

)]
dε(g),

ρs(g−1) — скалярная плотность дислокаций, накопленная за g − 1 расчетных шагов.
Линейный размер зерен материала после деформации оценивается по формуле

d(g) = B/
√
ρs(g) ,

где B = 10.
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Степень деформационной поврежденности (вероятность макроразрушения в микро-
объеме) вычисляется следующим образом:

ψ(g) = Nm(g)/N
∗
(g).

Здесь Nm(g) = Nm(g−1) + dNm(g) — скалярная плотность микротрещин на расчетном ша-
ге g;Nm(g−1) — плотность микротрещин, накопленная за g−1шагов; dNm(g) — приращение

скалярной плотности микротрещин на расчетном шаге g:

dNm(g) =
{
ξ0ρs(g) −Nm(g−1) exp

[
− βGb3

kT(g)

(
1 +

K(g)

M

)]}
dε(g),

N∗
(g) — критическая плотность микротрещин, при которой происходит их объединение в

макротрещину (N∗
(g) = 107 см−2 при K(g) = σ0(g)/σ(g) < −2,5 (преобладают сжимающие

напряжения), N∗
(g) = 106 см−2 при K(g) > 0,58 (преобладают растягивающие напряжения),

N∗
(g) = −60,2532 · 104K3

(g) − 3 · 106K2
(g) + 8 · 106 при K(g) ∈ [−2,50; 0,58]); σ0(g) = σii(g)/3 —

среднее нормальное напряжение.
Критерии макроразрушения и деформирования без макроразрушения соответственно

имеют вид

ψ(g) = Nm(g)/N
∗
(g) = 1,0, ψ(g) = Nm(g)/N

∗
(g) < 1,0.

Заключение. Использование изложенной в работе теории необратимых деформаций
металлов позволяет провести детальный анализ большой и интенсивной немонотонной де-
формаций при нестационарном сложном нагружении. При этом определяются характери-
стики напряженно-деформированного состояния, а также вероятность макроразрушения
при определенных степени деформационной поврежденности и линейном размере зерен.
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