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Механические свойства геоматериалов и горных пород подвержены влиянию масштабного 

эффекта, который наиболее сильно проявляется в условиях концентрации напряжений у отвер-

стий, полостей, выработок, когда характерный размер неоднородности напряжений сопоставим 

с размерами структурных составляющих материала. Для оценки прочности и прогнозирования 

разрушения структурно-неоднородных материалов используют нелокальные и градиентные мо-

дели со структурным параметром [1 – 9]. Широкое распространение получили нелокальные кри-

терии разрушения, реализующие подходы и методы теории критических расстояний [10 – 15]. 

Они основаны на представлении о формировании в материале зоны предразрушения, в которой 

происходит локальное перераспределение напряжений, в то время как основной материал де-

формируется упруго вплоть до разрушения. Общим свойством нелокальных критериев являет-

ся введение внутреннего размера материала 0d , характеризующего его структуру, что позволя-

ет описать масштабный эффект, свойственный структурно-неоднородным материалам. Это да-

ет возможность прогнозировать наступление разрушения при варьировании размера зоны кон-
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центрации напряжений eL . В работах [16 – 22], посвященных физическому моделированию 

разрушения материалов с концентраторами напряжений, варьирование eL  осуществлялось пу-

тем изменения геометрических размеров или формы концентратора (отверстия, выреза) при 

неизменных краевых условиях. 

В [23] исследовано образование трещин отрыва в образцах с круговым отверстием различ-

ного диаметра под действием равнораспределенного и неравнораспределенного сжатия. Отме-

чено, что большое влияние на процессы трещинообразования оказывает распределение напря-

жений вдоль траектории распространения трещины, которое определяется краевыми условия-

ми. При неизменных краевых условиях образование трещин отрыва в зонах концентрации рас-

тягивающих напряжений хорошо описывается градиентным критерием разрушения, учитыва-

ющим влияние размера зоны концентрации напряжений на локальную прочность материала. 

Если изменение краевых условий приводит к существенному изменению распределения 

напряжений вдоль траектории распространения трещины, то использование размера eL  в каче-

стве управляющего параметра критерия для оценки разрушающей нагрузки может оказаться 

недостаточным. 

В [24] показано, что в данном случае предпочтительно использование нелокального (инте-

грального) критерия разрушения. Это связано с тем, что для исследованных пористых геомате-

риалов размер зоны поврежденности в несколько раз превышает средний размер пор и обу-

словлен в большей степени геометрией и условиями нагружения образца, чем структурой по-

рового пространства материала. Полученные оценки зоны поврежденности свидетельствуют 

о том, что неупругие деформации охватывают значительные области, размер которых сопоста-

вим или даже превышает размер зоны концентрации упругих напряжений. При этом влияние 

на разрушающее напряжение оказывает не только распределение напряжений в зоне концен-

трации напряжений, но и распределение напряжений за ее пределами, определяемое краевыми 

условиями. 

В то же время применение интегрального критерия вызывает вопросы, поскольку нело-

кальные критерии изначально основаны на представлении о малости зоны предразрушения 

и могут использоваться только в случае квазихрупкого разрушения, сопровождающегося об-

разованием зоны маломасштабной текучести d  (зоны предразрушения), когда ее размер 

не сильно отличается от 0d , т. е. при выполнении условия const0  dd . Применение нело-

кального критерия оказалось возможным благодаря тому, что варьирование краевых условий 

проводилось при фиксированном диаметре отверстия, поэтому размер d  был принят кон-

стантой, хотя и намного превышающей 0d . 

Приведенные примеры показывают, насколько важен вопрос о возможности распростране-

ния нелокальных и градиентных критериев на случай развитой зоны предразрушения, когда ее 

размер зависит не только от структуры материала, но и от его пластических свойств, геометрии 

концентратора напряжений (отверстия, полости, выработки) и краевых условий. В настоящей 

работе рассматривается задача о разрушении хрупкого или квазихрупкого материала с круго-

вым отверстием под действием двухосного нагружения сжимающими и растягивающими уси-

лиями в тех случаях, когда варьирование размера зоны концентрации напряжений происходит 

за счет изменения геометрии концентратора напряжений (диаметра отверстия) и изменения 

краевых условий. 
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Рассматривается изотропная однородная пластина из хрупкого или квазихрупкого матери-

ала, к которой приложено равномерно распределенное на бесконечности сжимающее напряже-

ние   и растягивающее напряжение   ( 10  ). В центре пластины находится малое кру-

говое отверстие радиусом a  (рис. 1). Требуется определить критическое напряжение c , при 

котором в пластине будет достигнуто предельное состояние (образование трещин отрыва 

на контуре отверстия) в зависимости от диаметра отверстия 2l a  и параметра двухосности 

нагружения  . 

 

Рис. 1. Круговое отверстие при двухосном нагружении 

Материал пластины характеризуется масштабным эффектом прочностных свойств. В при-

сутствии концентратора напряжений (отверстия) эффективный нагруженный объем опреде-

ляется размером зоны концентрации напряжений eL . Предельное напряжение 0  при одно-

осном растяжении пластины без отверстия характеризует стандартные прочностные свойства 

материала. Расчет c  выполним с использованием интегрального и градиентного критериев 

разрушения. 

КРИТЕРИИ РАЗРУШЕНИЯ 

Из нелокальных критериев наиболее распространен критерий средних напряжений (инте-

гральный критерий): 

 
0e d

  . 

Здесь 
de

  — усредненное на расстоянии d  по опасному сечению значение эквивалентного 

напряжения, определяющего внутреннее напряженное состояние деформируемого тела: 
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0x  — координата точки максимума эквивалентного напряжения. 

Для хрупких материалов размер усреднения d  полагают константой материала, характери-

зующей его структуру 0( const)d d  . Критическое напряжение для образца с круговым от-

верстием, подверженного двухосному нагружению (рис. 1), находится по формуле [24]: 

 
3 1 2 1

02 [(1 ) (1 )(2 )]c              , (1) 

где 1 /d a   . 

При 1  формула (1) дает расчет критического напряжения согласно традиционному кри-

терию разрушения без учета масштабного эффекта. 
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Для квазихрупких материалов предпринимались попытки модифицировать нелокальные 

критерии за счет корректировки параметра 0d . Такая модификация носила сугубо феноменоло-

гический характер с целью более точного описания результатов конкретного эксперимента. 

В [25] для описания экспериментальных данных о разрушении пластин из композитного мате-

риала с круговым отверстием радиусом R параметр 0d  представляется как 0 0( / ) /md R R С , 

а затем путем подгонки определяются феноменологические константы m и C ( 0R  — вспомога-

тельный параметр, введенный, чтобы обезразмерить R). 

Другой подход предложен в [26]. На основе анализа диаграмм хрупкого, квазихрупкого 

и вязкого разрушения размер зоны предразрушения d  имеет вид 

 0 ed d L  . (2) 

Здесь   — безразмерный параметр, характеризующий пластичность материала. Для хрупких 

материалов 0 , для пластичных 1 , при ~1  материал обладает умеренными пласти-

ческими свойствами. Первое слагаемое в (2) отвечает за структуру материала, второе отражает 

вклад неупругих деформаций. Пластические свойства материала начинают проявляться при 

0dd   и тем сильнее, чем больше d  по отношению к 0d . Случай 0dd   соответствует хруп-

кому разрушению, 0dd   — квазихрупкому, которое в пределе 0dd   переходит в вязкое 

разрушение. При вязком разрушении критическое напряжение не зависит от размера концен-

тратора напряжений, поэтому размер зоны предразрушения пропорционален размеру концен-

тратора и, соответственно, размеру eL  (при неизменных краевых условиях). При хрупком раз-

рушении, напротив, размер зоны предразрушения не зависит от размера концентратора напря-

жений и определяется структурой материала. 

При одноосном сжатии поведение разрушающего напряжения, характеризующего образо-

вание трещин отрыва у выреза, показано на рис. 2. В соответствии с современными представ-

лениями о реальном твердом теле, обладающем изначальной, присущей ему дефектностью, 

малые искусственные дефекты, размеры которых сопоставимы с размерами структурных со-

ставляющих материала, не влияют на его прочность до тех пор, пока их размеры не достигнут 

определенного критического значения. При малых значениях eL  материал не чувствует при-

сутствия концентратора напряжений и разрушается как гладкий образец при достижении кри-

тическим давлением предела прочности при сжатии 0C . После достижения критического раз-

мера концентратора разрушающее давление cp  уменьшается, асимптотически приближаясь 

к напряжению 0T , равному пределу прочности материала при растяжении в случае хрупкого 

разрушения, и к напряжению sT  ( 00 TTC s  ) в случае вязкого разрушения. Напряжение sT  

связано с параметром пластичности   в выражении (2). 

 
Рис. 2. Зависимость критического давления от размера зоны концентрации напряжений при хруп-

ком (1), квазихрупком (2) и вязком (3) разрушении 
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Для описания квазихрупкого разрушения размер усреднения найдем по формуле (2), 

в которой размер зоны концентрации напряжений [(1 3 ) / (5 7 )]eL a      [24]. Выражение для 

параметра   в (1) принимает вид 

 





75

31
1 0






a

d
. (3) 

В соответствии с градиентным критерием критическое напряжение, при котором на конту-

ре отверстия образуются трещины отрыва, определяется выражением 

 0 01

n

c

e

L

k L




  
    
   

, (4) 

здесь 31k ; n — параметр материала [24]. Для хрупких материалов и горных пород 1n   [19]. 

Параметр 0L  представляет собой характерный размер структуры материала аналогично пара-

метру 0d  в нелокальном критерии. Для квазихрупкого разрушения запишем для 0L  выражение, 

подобное (2): 

 0 0 eL d L  . (5) 

С учетом (5) формула (4) при 1n   примет вид 

 0 01c

e

d

k L


 

 
   

 
. (6) 

Первое слагаемое в (6) отвечает расчету разрушающей нагрузки согласно традиционному 

подходу, не учитывающему масштабный эффект, второе слагаемое определяет вклад в мас-

штабный эффект реального увеличения локальной прочности материала, а третье — “видимо-

го” (кажущегося) увеличения за счет перераспределения напряжений в зоне предразрушения 

в результате неупругого деформирования материала. 

ИСПЫТАНИЯ ОБРАЗЦОВ С КРУГОВЫМ ОТВЕРСТИЕМ 

Программа экспериментальных исследований включала проведение двух серий испытаний 

гипсовых образцов с круговым отверстием под действием неравномерно распределенного сжа-

тия. В первой серии экспериментов исследовали влияние размера отверстия на образование 

трещин отрыва на контуре отверстия в образцах при неизменных краевых условиях, во вто-

рой — влияние краевых условий на образование трещин отрыва на контуре отверстия фикси-

рованного диаметра. Нагрузка p  прикладывалась к образцу через жесткие вставки, помещен-

ные между образцом и нагружающими плитами. Вставки размещали в центре верхней и ниж-

ней граней образца (рис. 3). В центральной части образца вне зоны влияния отверстия реализо-

вывалось достаточно однородное двухосное напряженное состояние: растяжение по горизон-

тальной оси и сжатие по вертикальной оси образца (рис. 1). Значения   и   рассчитывали ме-

тодом конечных элементов в центре образцов, нагруженных через вставки заданного размера 

и не содержащих отверстия. 

Испытывали образцы, изготовленные из водного раствора высокопрочного гипса, содер-

жащего  -полугидрат сульфата кальция (гипс 1), и из водного раствора строительного гипса, 

содержащего  -полугидрат сульфата кальция (гипс 2). В силу структурных особенностей 
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 -модификация полугидрата сульфата кальция отличается пониженной водопотребностью, 

что обеспечивает более низкую пористость и более высокие прочностные характеристики вы-

сокопрочного гипса по сравнению с обычным строительным гипсом. Для гипса 1 водный рас-

твор приготавливали в соотношении (по весу): одна часть воды на две части гипса, для гип-

са 2 — в соотношении одна часть воды на полторы части гипса. 

 

Рис. 3. Схема нагружения образца 

Для первой серии экспериментов изготавливали образцы в виде плит размером 200 × 200 мм 

и толщиной 40 мм (гипс 1) и 36 мм (гипс 2), в центре образцов высверливали круговые отвер-

стия диаметром от 1 до 20 мм. Изготовили и испытали по 5 образцов с отверстиями каждого 

диаметра. Нагружение образцов проводили через вставки размером 120 мм. В процессе ис-

пытания образцов в зонах концентрации растягивающих напряжений на контуре отверстия 

наблюдали образование трещин отрыва, носящее внезапный характер. В образцах с отверсти-

ем диаметром 5 – 20 мм трещины моментально распространялись на расстояние ~ 50 мм 

вдоль линии приложения сжимающей нагрузки, при дальнейшем нагружении их рост стаби-

лизировался. В образцах с отверстием диаметром 1 и 2 мм трещины распространялись прак-

тически на все вертикальное сечение образца. Образование трещин сопровождалось локаль-

ной разгрузкой образца, что отражалось на диаграмме деформирования в виде появления 

зубца. Наибольшей разгрузке подверглись образцы с отверстием наименьшего диаметра 

1 мм. На рис. 4 показаны характерные диаграммы деформирования образцов с отверстиями 

различного диаметра. Диаграммы деформирования представлены в координатах “нагрузка –

 время нагружения”. Критическую нагрузку в момент образования трещин определяли 

по вершине зубца на диаграмме. 

 

Рис. 4. Диаграммы деформирования образцов из гипса 1 (а) и гипса 2 (б) с отверстиями различного 

диаметра: 1 — 1; 2 — 5; 3 — 10; 4 — 15 мм 
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Для определения прочности материала при одноосном сжатии использовали такие же 

квадратные образцы размером 200 × 200 мм без отверстия. Нагружение осуществляли через 

вставки размером 200 мм. По результатам испытания четырех образцов из гипса 1 средний 

предел прочности составил 34.11 МПа, по результатам испытания семи образцов из гипса 2 — 

11.53 МПа. Предел прочности материала при одноосном растяжение определяли прямым ме-

тодом на образцах типа “dog-bone” (dog-bone shaped specimens). Испытано по 10 образцов, из-

готовленных из гипса 1 и 2. Для образцов из гипса 1 среднее значение предела прочности рав-

нялось 5.38 МПа, для гипса 2 — 2.61 МПа. 

Для второй серии экспериментов изготавливали образцы размером 100 × 100 мм и толщи-

ной 40 мм (гипс 1) и 36 мм (гипс 2), в центре образцов высверливали круговые отверстия диа-

метром 2 мм. Нагружение проводили через вставки размером 20, 40, 60 и 80 мм. Испытано 

от 5 до 7 образцов со вставками каждого размера. Как и в первой серии испытаний, в зонах 

концентрации растягивающих напряжений на контуре отверстия наблюдалось образование 

трещин отрыва, которое носило внезапный характер и сопровождалось характерным щелчком 

и локальной разгрузкой образца. Степень разгрузки образца, о которой судили по высоте зуба 

на диаграмме деформирования, зависела от размера вставок, уменьшаясь по мере увеличения 

площадки, на которую прикладывалось давление. На рис. 5 приведены характерные диаграммы 

деформирования образцов, нагруженных через вставки различного размера. 

 

Рис. 5. Диаграммы деформирования образцов из гипса 1 (а) и гипса 2 (б), нагруженных через 

вставки различного размера: 1 — 20; 2 — 40; 3 — 80 мм 

РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ 

Для использованных в первой серии экспериментов вставок значение   составило 0.764p, 

0.187  . В соответствии с (1) и учетом сделанных оценок для   и   запишем выражение 

для критического давления в образце с круговым отверстием: 

 
3 1 2 1

02 [0.764(1 ) 0.143(1 )(2 )]cp C            , (7) 

где 0 0/C  . Параметр   определяется формулой (3), в которой 0.187  . 

Асимптотическое при l  критическое давление 

 0 3 1 2

2(1 3 )

(1 ) (1 )(2 )
s

s s s s

T T


      




   
. (8) 

Здесь 1 [(1 3 ) / (5 7 )]s       , 0 00.838T C  — асимптотическое критическое давление для 

хрупкого материала. Для квазихрупких материалов, характеризующихся умеренными пласти-

ческими свойствами, 0(1 / 2)sT T   . 
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Рис. 6. Зависимость критического давления от диаметра отверстия для гипса 1 (а) и гипса 2 (б). 

Расчет выполнен по нелокальному критерию средних напряжений 

На рис. 6а представлены экспериментальные данные (точки) нагрузки в момент образова-

ния трещин отрыва на контуре отверстия в зависимости от его диаметра, полученные на образ-

цах из гипса 1, и результаты расчета критического давления (кривая) по формуле (7) при 0 . 

Размер 0d  составил 0.6 мм и оказался сопоставимым с размером наиболее крупных пор. Штри-

ховая прямая рассчитана согласно традиционному критерию разрушения. На рис. 6б приведе-

ны экспериментальные данные (точки) и результаты расчета критического давления для гип-

са 2 при 0  (кривая 1) и 6.0  (кривая 2). Размер 0d  составил 1.0 мм. Согласно (8), 

напряжение sT  в первом случае равно 0T  (штриховая прямая), во втором — 03.1 TTs   (сплош-

ная прямая). 

На рис. 6 показан существенный масштабный эффект, т. е. влияние диаметра отверстия 

на локальную прочность материала. С его уменьшением критическое давление возрастает, до-

стигая предела прочности на сжатие, с увеличением — асимптотически приближается 

к напряжению 0T  для гипса 1 и напряжению sT  для гипса 2. Такое поведение хорошо описыва-

ется модифицированным нелокальным критерием, в котором размер усреднения d  определя-

ется по формуле (2). 

Воспользовавшись формулой (6), с учетом сделанных оценок для   и   запишем выраже-

ние для критического давления в образце с круговым отверстием в соответствии с градиент-

ным критерием разрушения: 

 0
00.838 1 8.081c

d
p C

l
 

 
   

 
. (9) 

Асимптотическое значение критического давления 0(1 )sT T   , где 0 00.838T C  — 

асимптотическое критическое давление для хрупкого материала. 

На рис. 7а представлены экспериментальные данные (точки) нагрузки в момент образова-

ния трещин отрыва на контуре отверстия в зависимости от его диаметра, полученные на образ-

цах из гипса 1, и результаты расчета критического давления (кривая) по формуле (9) при 0 . 

Размер 0d  составил 0.3 мм. Штриховая прямая рассчитана согласно традиционному критерию 

разрушения. На рис. 7б приведены экспериментальные данные (точки) и результаты расчета 

критического давления для гипса 2 при 0  (кривая 1) и 3.0  (кривая 2). Размер 0d  соста-

вил 0.5 мм. Напряжение sT  в первом случае равно 0T  (штриховая прямая), во втором — 

03.1 TTs   (сплошная прямая). 
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Рис. 7. Зависимость критического давления от диаметра отверстия для гипса 1 (а) и гипса 2 (б). 

Расчет выполнен по градиентному критерию 

Результаты эксперимента хорошо описываются модифицированным градиентным критери-

ем, в котором параметр 0L  определяется по формуле (5). Значения   и  , рассчитанные для 

использованных во второй серии испытаний вставок, приведены в таблице. 

Параметры образцов 

Размер вставки, мм / p    a, мм eL , мм 

20 0.349 0.317 1 0.30 

40 0.602 0.272 1 0.29 

60 0.764 0.187 1 0.27 

80 0.883 0.068 1 0.24 

На рис. 8а показаны рассчитанные по данным второй серии испытаний образцов из гипса 1 

критические напряжения c  (точки) в зависимости от параметра двухосного нагружения  , 

представляющем собой отношение растягивающих и сжимающих напряжений вне области 

влияния отверстия (рис. 1), и результаты расчета c , сделанные на основе нелокального (кри-

вая 1) и градиентного (кривая 2) критериев по формулам (1) и (6). Штриховая кривая получена 

по традиционному критерию. Для расчетов использовали параметры материала 0d  и  , опре-

деленные в первой серии испытаний. Критерии достаточно хорошо описывают разрушение об-

разцов отверстием при изменении условий нагружения. Отметим, что при малых значениях   

нелокальный критерий разрушения несколько лучше описывает экспериментальные данные по 

сравнению с градиентным критерием, что подтверждает вывод, сделанный в [24]. 

На рис. 8б представлены вычисленные по данным второй серии испытаний образцов 

из гипса 2 критические напряжения c  (точки) в зависимости от параметра двухосного нагру-

жения  и результаты расчета c , сделанные на основе нелокального (кривая 1) и градиентно-

го (кривая 2) критериев по формулам (1) и (6). Штриховая кривая построена согласно традици-

онному критерию. Для расчетов также использовали параметры материала 0d  и  , определен-

ные в первой серии испытаний. Так же как при испытании образцов из гипса 1, при малых зна-

чениях   нелокальный критерий разрушения лучше описывает полученные эксперименталь-

ные данные по сравнению с градиентным критерием. 
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Рис. 8. Зависимость критического напряжения от параметра двухосного нагружения   для гип-

са 1 (а) и гипса 2 (б). Расчет выполнен по нелокальному (1) и градиентному (2) критериям 

Как видно из рис. 6а, 7а, хрупкое разрушение образцов из гипса 1, характеризующееся вне-

запным образованием на контуре отверстия и быстрым распространением вдоль оси сжатия 

трещин отрыва, может быть описано в рамках известных нелокальных и градиентных критери-

ев во всем исследованном диапазоне диаметров отверстия от 1 до 20 мм. В то же время их 

применение для описания экспериментальных данных, полученных на образцах из гипса 2, 

позволяет получить удовлетворительные оценки критического давления только при малых 

диаметрах отверстия 1 – 2 мм (рис. 6б, 7б). Результаты расчетов, выполненных для больших 

диаметров отверстия, дают заниженные значения критического давления. 

Полученные экспериментальные данные свидетельствуют о том, что при увеличении диа-

метра отверстия критическое давление асимптотически стремится к значению, превышающему 

на 30 % значение, рассчитанное для упругого тела. Как и в первом случае, разрушение образ-

цов из гипса 2 характеризуется внезапным образованием на контуре отверстия и быстрым рас-

пространением вдоль оси сжатия трещин отрыва. Это позволяет охарактеризовать разрушение 

данного материала как квазихрупкое, с развитой зоной предразрушения, размер которой значи-

тельно превышает характерный размер структуры материала 0d . Такое поведение хорошо опи-

сывается модифицированными нелокальным и градиентным критериями разрушения, в кото-

рых структурный параметр определяется по формулам (2) и (5) соответственно. Из рис. 8 вид-

но, что модифицированные критерии также хорошо описывают хрупкое и квазихрупкое раз-

рушение геоматериалов с круговым отверстием при изменении краевых условий. 

ВЫВОДЫ 

Исследовано хрупкое и квазихрупкое разрушение геоматериалов с круговым отверстием 

различного диаметра при неравномерно распределенном сжатии и выполнен анализ возможно-

сти применения нелокального и градиентного критериев для оценки разрушающей нагрузки. 

При хрупком разрушении нелокальный и градиентный критерии хорошо описывают масштаб-

ный эффект прочности, проявляющийся в зависимости критической нагрузки от размера зоны 

концентрации упругих напряжений. При неизменных краевых условиях оба критерия дают 

практически совпадающие результаты. При изменении краевых условий предпочтительнее не-

локальный критерий средних напряжений В случае квазихрупкого разрушения могут быть ис-

пользованы модифицированные нелокальный и градиентный критерии, учитывающие форми-

рование зоны неупругих деформаций, пластические свойства материала, геометрию концен-

тратора напряжений (отверстия, полости, выработки) и краевые условия. Выполнена обширная 

программа экспериментальных исследований процессов деформирования и разрушения хруп-
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ких и квазихрупких геоматериалов с круговым отверстием при неравномерно распределенном 

сжатии. Установлены закономерности образования трещин отрыва на контуре отверстия и по-

казано хорошее соответствие результатов расчетов критической нагрузки по модифицирован-

ным критериям и полученных экспериментальных данных. 

Автор выражает благодарность А. И. Рукавишникову и Н. В. Попову за помощь в подго-

товке образцов и проведении испытаний. 
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