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1. Введение

Данная статья посвящена дальнейшему развитию метода разделения спектральных
пятен и определения инвариантных подпространств несимметричной матрицы. Акту-
альность данного вопроса связана с тем, что в компьютерной дискретной арифметике
несимметричная спектральная задача в классической постановке является некорректной
и приводит к вычислительным парадоксам (см., например, [1]). Переход в формулировке
задачи от определения индивидуальных собственных значений и векторов к определе-
нию расположения спектральных пятен относительно кривой позволил перевести задачу
в разряд устойчивых к вычислительным погрешностям, так как его основу составляет
работа с симметрическими и ортогональными матрицами.

История развития метода дихотомии спектра насчитывает несколько десятилетий. В
основе метода лежит теория устойчивости Ляпунова, которая использует положительно
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определенные формы. Отметим, что многие основные понятия, свойства и алгоритми-
ческие подходы для задачи дихотомии матричного спектра были представлены в рабо-
тах [1–7]. Развитию теории и алгоритмов дихотомии посвящены, например, работы [8, 9],
а также многие другие.

В данной работе мы представляем модификацию алгоритма дихотомии матричного
спектра, с помощью которой возможно проводить спектральные исследования диффе-
ренциальных операторов, описывающих течения жидкости. Для его применения необхо-
дим подготовительный этап дискретизации оператора. В примере, приведенном в конце
статьи, мы, следуя [10], используем метод коллокаций. Вопрос о степени соответствия
спектра дифференциального оператора и его дискретного аналога мы оставляем за скоб-
ками, это тема другого исследования.

Алгоритм можно разделить на две основные части:
1) сведение линейной дихотомии, т. е. задачи о распределении спектра по полуплоско-

стям (верхней–нижней, правой–левой), к дихотомии единичной окружностью путем
вычисления матричной экспоненты;

2) дихотомия единичной окружностью матрицы, полученной на первом шаге.
Большая норма является особенностью матриц, полученных дискретизацией диффе-

ренциальных операторов. Вычисление матричной экспоненты для таких матриц невоз-
можно, так как вызывает переполнение. Таким образом, первый пункт алгоритма дол-
жен предусматривать обязательную нормировку матрицы. Однако при этом наименьшие
собственные значения, которые как раз и представляют особый интерес, как бы “прижи-
маются” к границе между полуплоскостями, и результат второго пункта оказывается
ложноотрицательным. Изменения, внесенные в основной алгоритм, разрешают это про-
тиворечие.

В первой части данной работы приводится обзор утверждений, на которых базируется
алгоритм дихотомии единичной окружностью. Затем приведена доработанная редакция
алгоритма [11]. Этот алгоритм аналогичен [12], но отличается простотой и экономично-
стью. Новый вариант несколько проигрывает в быстродействии алгоритму из [7], однако
предусматривает свободу выбора матрицы C в правой части уравнения Ляпунова.

Во второй части работы обосновывается особый подход к сведению линейной дихо-
томии к круговой для матриц с большой нормой. В конце статьи приводятся численные
эксперименты, в том числе исследование устойчивости плоскопараллельного течения Пу-
азейля.

Алгоритмы дихотомии реализованы в рамках программного пакета GALA-3.0 (опи-
сание версии GALA-2.0 см. в [13]).

2. Круговая дихотомия

Утверждения 1–9, приведенные ниже, доказаны в [1–14] и здесь приводятся без до-
казательства.

Рассмотрим пучокN×N -матриц A−λB. Пучок называется регулярным на единичной
окружности, если для любого ϕ, 0 ≤ ϕ ≤ 2π, det(A− eiϕB) 6= 0.

Утверждение 1. Для матричного пучка, регулярного на единичной окружности, су-
ществует каноническое разложение

A = T

(
Λ

IM

)
S, B = T

(
IΛ

M

)
S, (1)
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где матрицы T и S не вырождены, собственные значения матричных пучков Λ − λIΛ и
IM −λM совпадают с собственными значениями пучка A−λB, лежащими внутри и вне
единичной окружности соответственно.

Определим критерий разделения спектра пучка единичной окружностью

H =
1

2π

∫ 2π

0
(A− eiϕB)−1(ACA∗ +BCB∗)(A− eiϕB)−∗ dϕ, ω = ‖H‖, (2)

где C = C∗ > 0, например C = I. Видно, что ω = ‖H‖ <∞ тогда и только тогда, когда
пучок (1) регулярен.

Утверждение 2. Пучок A − λB регулярен на единичной окружности тогда и толь-
ко тогда, когда система матричных уравнений, обобщающая классическое уравнение
Ляпунова, 

P 2 = P, P (A+B)−1B = (A+B)−1BP, HP ∗ = PH,

BHB∗ −AHA∗ = A
[
PCP ∗ − (I − P )C(I − P )∗

]
A∗+

B
[
PCP ∗ − (I − P )C(I − P )∗

]
B∗,

H = H∗ > 0, C = C∗ > 0

(3)

имеет единственное решение, где P — проектор на приводящее пространство пучка, со-
ответствующее собственным значениям, лежащим внутри единичной окружности.

Утверждение 3. Если P — проектор на некоторое подпространство, то вектор-столбцы
матриц W1, W2, полученных при сингулярном разложении

P =
(
W1 | W̃1

)( Σ1 0
0 0

)
U1, I − P =

(
W2 | W̃2

)( Σ2 0
0 0

)
U2, (4)

образуют базисы в данном подпространстве и его дополнении.

Таким образом, нахождение H и P позволяет:

1) по значению критерия ω = ‖H‖ определить, есть ли на единичной окружности
точки спектра пучка;

2) при наличии дихотомии (ω = ‖H‖ <∞) определить, сколько собственных значений
пучка лежит внутри N1 = trP и вне N2 = N −N1 единичной окружности;

3) определить базисы приводящих подпространств, используя сингулярные разложе-
ния проекторов P , I − P .

Замечание 1. Если B = I, то приводящие подпространства совпадают с инвариантны-
ми подпространствами матрицы A.

Утверждение 4 (Аналог формы Жордана). Если P — проектор на инвариантное под-
пространство матрицы A, соответствующее собственным значениям, лежащим внутри
единичного круга, матрицы W1, W2 получены из (4), тогда

A =
(
W1 |W2

)( A1 0
0 A2

)(
W1 |W2

)−1
, (5)

где спектры матриц A1, A2 лежат внутри и вне единичного круга соответственно.
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Утверждение 5. Если ‖H‖ <∞ в (2), тогда имеет место представление

H = G+0CG
∗
+0 +G−0CG

∗
−0 + 2

∞∑
|j|=1

GjCG
∗
j , (6)

где матричная функция Gj (функция Грина) является решением системы разностных
уравнений: 

AGj −BGj+1 = 0, −∞ < j ≤ −1, +0 ≤ j < +∞,
G+0 −G−0 = I,

‖Gj‖ → 0, j →∞.
(7)

При этом
P = G+0, −(I − P ) = G−0. (8)

Утверждение 6. Матричная функция (7) удовлетворяет оценке

‖G±j‖ ≤
√
‖C−1‖ ‖H‖ ρj , где ρ =

√
‖C−1‖ ‖H‖ − 1

‖C−1‖ ‖H‖+ 1
. (9)

Отсюда следует

Утверждение 7. Если ‖H‖ конечна и ρ определено в (9), тогда кольцо с внутрен-
ним радиусом ρ и внешним радиусом 1/ρ не содержит точек спектра матричного пуч-
ка A− λB.

Конечномерный вариант системы (7) имеет вид:
AG

(k)
j −BG

(k)
j+1 = 0, −2k + 1 < j ≤ −1, +0 ≤ j < 2k,

G
(k)
+0 −G

(k)
−0 = I,

AG
(k)

2k
−BG(k)

−2k+1
= 0.

(10)

Утверждение 8. Последовательность G(k)
j сходится к Gj в смысле следующего нера-

венства:

max
−J+1≤j≤J

∥∥Gj −G(k)
j

∥∥ ≤ 2
√
‖C−1‖ ‖H‖ ρJ+1

1− ρ2J+1
, J = 2k. (11)

Перенумерация элементов матричной последовательности G(k)
j :

Y
(k+1)
j = G

(k)
j при + 0 ≤ j ≤ 2k, Y

(k+1)

2k+j
= G

(k)

−2k+j
при 1 ≤ j ≤ 2k,

то есть “склейка” положительной и отрицательной ветвей G(k)
j , позволяет упростить за-

пись системы (10):  AY
(k+1)
j −BY (k+1)

j+1 = 0, 0 ≤ j < 2k+1 − 1,

Y
(k+1)

+0 − Y (k+1)

2k+1 = I.
(12)
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Утверждение 9. Пусть пучок A−λB регулярен на единичной окружности. Матричная
последовательность

H(k+1) = Y
(k+1)

0 CY
(k+1)∗

0 + 2
2k+1∑
j=1

Y
(k+1)
j CY

(k+1)∗
j + Y

(k+1)

2k+1 CY
(k+1)∗

2k+1 (13)

сходится к матрице H, причем верна оценка∥∥H −H(k+1)
∥∥ ≤ 2µ(C)‖H‖ρ2J

(
7‖C‖ ‖H‖+ 16J + 2

)
, J = 2k, (14)

где µ(C) есть число обусловленности матрицы C.

Будем полагать A0 = A, B0 = B. Метод ортогональных исключений [3], основой кото-
рого является последовательное вычисление матричных пучков Ak+1−λBk+1 с помощью
QR-разложения (

−Bk Ak 0
Ak 0 −Bk

)
= Qk+1

(
∗ ∗ ∗
0 Ak+1 −Bk+1

)
, (15)

позволяет упрощать систему (12), исключая из нее на каждом шаге половину перемен-
ных. Сравним системы (0 ≤ j < 2k − 1): AY

(k)
j −BY (k)

j+1 = 0,

Y
(k)

0 − Y (k)

2k
= I,

 AY
(k+1)
j −BY (k+1)

j+1 = 0,

Y
(k+1)

+0 − Y (k+1)

2k
= Uk,

 AY
(k+1)

j+2k
−BY (k+1)

j+2k+1
= 0,

Y
(k+1)

2k
− Y (k+1)

2k+1 = Vk

и заметим, что
Y

(k+1)
j = Y

(k)
j Uk, Y

(k+1)

j+2k
= Y

(k)
j Vk.

При этом {
AkUk −BkVk = 0,

Uk + Vk = I,
а значит,

Uk = (Ak +Bk)
−1Bk,

Vk = −(Ak −Bk)−1Ak.
(16)

Учтем также, что матрицы Y
(k)
j , Uk, и Vk перестановочны, что следует из (16) и из явного

вида Y (k)
j :

Y
(k)
j = S−1

( (
IΛ − Λ2k

)−1
Λj 0

0
(
M2k − IM

)−1
M2k−j

)
S.

Тем самым доказано

Утверждение 10. При k = 1 решение системы (12) имеет вид

Y
(1)

0 =
1

2

[
(A+B)−1 − (A−B)−1

]
B,

Y
(1)

1 =
1

2

[
(A+B)−1 − (A−B)−1

]
A = −1

2

[
(A+B)−1 + (A−B)−1

]
B,

Y
(1)

2 =
1

2

[
(A+B)−1 + (A−B)−1

]
A.
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При k > 1 приближенная функция Грина (12) вычисляется рекуррентным образом

Y
(k+1)
j = (Ak +Bk)

−1BkY
(k)
j , Y

(k+1)

j+2k
= (Bk −Ak)−1AkY

(k)
j .

Отсюда следуют формулы для рекуррентного вычисления матриц H(k) (13).

Утверждение 11. Матрицы H(k) вычисляются последовательно:

H(k+1) = AkH̃
(k+1)A∗k +BkH̃

(k+1)B∗k,

где
H̃(k+1) = (Ak +Bk)

−1H(k)(Ak +Bk)
−∗

и
H̃(1) = K−CK

∗
− +K+CK

∗
+,

K− =
1

2

[
(A0 +B0)−1 − (A0 −B0)−1

]
, K+ =

1

2

[
(A0 +B0)−1 + (A0 −B0)−1

]
.

Последнее утверждение служит основанием для алгоритма дихотомии спектра еди-
ничной окружностью. Неравенства (11) и (14) позволяют оценить скорость его сходимо-
сти. Исходя из максимально допустимой величины ‖H‖, можно оценить максимальное
число итераций, необходимых для того, чтобы добиться желаемого уровня сходимости.
В данный момент ведется работа по получению гарантированной оценки точности этого
алгоритма.

Замечание 2. Будем полагать, что при ωcal = ‖Hcal‖ ≥ ωmax и max{µ(A0 − B0),
µ(A0 +B0)} > µmax собственные значения пучка находятся слишком близко от окружно-
сти, и дихотомия практически невозможна. Если во время выполнения алгоритма возни-
кает такая ситуация, то вычисления прерываются с сообщением “Дихотомия невозмож-
на”.

Алгоритм 1 (Круговая дихотомия единичной окружностью). Задан матричный пучок
A0 − λB0; εit — требуемая точность итерационного процесса; ωmax, µmax — большие по-
ложительные числа, C = C∗ > 0.

1. Проверка выполнимости алгоритма. Если max{µ(A0 −B0), µ(A0 +B0)} > µmax, то
полагаем ωcal = ωmax, “Дихотомия невозможна”, конец расчетов.

2. Первый шаг в вычислении матрицы Hcal:

• присвоить H(0) = C, k = 1;
• вычислить

K− =
1

2

[
(A0 +B0)−1 − (A0 −B0)−1

]
, K+ =

1

2

[
(A0 +B0)−1 + (A0 −B0)−1

]
,

H̃(1) = K−H
(0)K∗− +K+H

(0)K∗+ , H(1) = A0H̃
(1)A∗0 +B0H̃

(1)B∗0 .

3. Цикл, пока
∥∥H(k) −H(k−1)

∥∥ > εit:

• если
∥∥H(k)

∥∥ ≥ ωmax, то ωcal = ωmax, “Дихотомия невозможна ”, конец расчетов;
• вычислить Ak, Bk, выполнив QR-разложение составной матрицы
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(
−Bk−1 Ak−1 0
Ak−1 0 −Bk−1

)
= Qk

(
∗ ∗ ∗
0 Ak −Bk

)
;

• вычислить
H̃(k+1) = (Ak +Bk)

−1H(k)(Ak +Bk)
−∗,

H(k+2) = AkH̃
(k+1)A∗k +BkH̃

(k+1)B∗k ;

• k = k + 1.

4. Присвоить Hcal = H(k), ωcal = ‖Hcal‖, Pcal = −(Ak −Bk)−1Bk.

Результат выполнения алгоритма — вычисленные проектор Pcal, критерий дихотомии
ωcal = ‖Hcal‖.

Дополнительно можно оценить расстояние от спектра до окружности согласно утвер-
ждению 7 и определить приводящие подпространства пучка по формулам (4). Если в
исходном пучке B = I, то матрицу A можно привести к клеточно-диагональной форме
согласно формуле (5).

3. Линейная дихотомии спектра матриц с большой нормой

Дихотомия спектра матрицы A мнимой осью сводится к дихотомии спектра единич-
ной окружностью с помощью экспоненциального преобразования B = eτA (см. [3]), где
нормировочный множитель τ выбирается так, чтобы гарантировать вычислимость мат-
ричной экспоненты, например, τ = (2 ‖A‖)−1.

Если вычисленный по алгоритму 1 критерий дихотомии ωcal = ‖Hcal‖ < ∞ конечен,
то спектр матрицы A делится мнимой осью на две части, причем оценка минимального
расстояния от точек спектра до мнимой оси очевидно имеет вид

|Reλ| ≥ 2 ‖A‖ | ln ρ | > 0, (17)

где ρ определяется в (9). Для разделения спектра матрицы любой прямой Reλ = s,
параллельной мнимой оси, достаточно заменить матрицу A на матрицу A− sI.

Алгоритм 2 (Линейная дихотомия мнимой осью). Задана матрица A.

1. Нормировка матрицы A: Ã = τA, где τ = 1/2‖A‖.

2. Вычислить матрицу B = eÃ.

3. Применить алгоритм 1 к пучку B − λI и вычислить ωcal = ‖Hcal‖ и Pcal.

Замечание 3. Если требуется, можно также оценить минимальное расстояние от точек
спектра матрицы A до мнимой оси (17), вычислить размерности и базисы инвариантных
подпространств (4). В данном случае матрицы A и B одновременно приводятся к блочно-
диагональной форме

A = (W1 |W2)

(
A1 0
0 A2

)
(W1 |W2)−1 , B = (W1 |W2)

(
B1 0
0 B2

)
(W1 |W2)−1 ,

где спектры матриц A1, A2 лежат справа и слева от мнимой оси, а спектры матриц B1,
B2 внутри и вне единичного круга соответственно.
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Если норма матрицы A велика, то вычисление матрицы eA может оказаться невоз-
можным, так как значения элементов будут выходить за границы машинной арифмети-
ки. В то же время переход к нормированной матрице τA, τ ≈ 1/2 ‖A‖, приводит к тому,
что ее спектр как бы прижимается к мнимой оси, соответственно спектр матричной
экспоненты eτA становится практически неотделим от единичной окружности. В итоге
может быть получено слишком большое значение критерия дихотомии ‖H(A)‖ даже в
том случае, если спектр исходной матрицы находился на существенном расстоянии от
мнимой оси.

Чтобы разрешить эту ситуацию, необходимо обратить внимание на следующие момен-
ты. Пусть у матрицы A отсутствуют собственные значения на мнимой оси. Обозначим
A0 = eA и A−k = eτA. Во-первых, если выбрать τ = 2−k, то окажется, что A0 = A2k

−k.
При этом, очевидно, существуют матрицы S, L0, L∞ такие, что

A−k = S−1

(
L0

L∞

)
S,

где S невырождена, спектр L0 лежит строго внутри, а спектр L∞ — строго вне единичной
окружности. Тогда аналогичное представление для матрицы A0 выглядит следующим
образом:

A0 = S−1

(
L2k

0

L2k
∞

)
S = S−1

(
Λ0

Λ∞

)
S.

Во-вторых, если обозначить B0 = I, то правильный результат вычисления критерия ди-
хотомии мог бы быть получен при применении алгоритма дихотомии единичной окруж-
ностью к пучку матриц A0 − λB0. По предположению, сделанному выше, данный пучок
регулярен на единичной окружности, следовательно, имеет место каноническое разло-
жение

A0 = T

(
Λ

I

)
S, B0 = T

(
I

M

)
S, (18)

где матрицы S и T невырождены,

T = S−1

(
I

Λ∞

)
,

а спектры матриц Λ = Λ0 и M = Λ−1
∞ лежат строго внутри единичной окружности.

В-третьих, аналогично разложению (18) можно записать разложение для пучка
A−k − λB−k = A−k − λI:

A−k = T−k

(
L0

I

)
S, B−k = T−k

(
I

L−1
∞

)
S.

После применения к данному пучку k раз ортогональных исключений (15) он преобра-
зуется в пучок Ã0 − λB̃0 такой, что

Ã0 = T0

(
L2k

0

I

)
S, B̃0 = T0

(
I (

L−1
∞
)2k

)
S.

Этот пучок отличается от пучка A0−λB0 только левой приводящей матрицей, от которой
не зависит критерий дихотомии H (см. представления (2) и (6)). Значит, матрица H
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может быть вычислена, исходя из пучка Ã0−λB̃0, полученного из пучка A−k−λI после
применения к нему k ортогональных исключений.

Алгоритм 3 (Линейная дихотомия для матриц с большой нормой). Задана матрица A,
‖A‖ � 1.

1. Выбрать k из условия 2k ≈ 2 ‖A‖.
2. Присвоить A−k = eτA, где τ = 2−k, B−k = I.

3. Применить k раз ортогональные исключения к матричному пучку A−k − λB−k:(
−Bj Aj 0
Aj 0 −Bj

)
= Qj

(
∗ ∗ ∗
0 Aj+1 −Bj+1

)
.

Результат — матричный пучок Ã0 − λB̃0.

4. Применить алгоритм 1 к пучку Ã0 − λB̃0.

4. Численные примеры

Для визуальной демонстрации решения задачи дихотомии спектра используются так
называемые спектральные портреты. Как правило, под этим понимается какое-либо
изображение функции

∥∥(A− λI)−1
∥∥ или других функций, ей эквивалентных (например

σmin(A − λI)). Если эта функция изображается в виде линий уровня, то в результа-
те можно увидеть именно пятна ε-спектра для различных ε (см. [1, 3]). Использование
алгоритмов дихотомии матричного спектра позволяет перейти к одномерным портре-
там [1, 3]. Если задано однопараметрическое семейство кривых γ(s), то одномерным
спектральным портретом называется график функции f(s) =

∥∥Hγ(s)(A)
∥∥. Такие графи-

ки позволяют судить о том, при каких значениях параметра s кривые семейства пере-
секают спектральные пятна матрицы A. Заметим, что для визуального анализа более
удобны графики f(s) = log10

∥∥Hγ(s)(A)
∥∥, именно они изображены в примерах ниже. До-

полнительные вычисления проекторов на инвариантные подпространства, соответству-
ющие отдельным спектральным пятнам, дают информацию о том, сколько собствен-
ных значений содержится в каждом пятне, а также позволяют привести матрицу A
к клеточно-диагональному виду так, чтобы каждая клетка соответствовала одному из
выделенных пятен (вычислительно устойчивый аналог формы Жордана). Если кривые
семейства γ(s) являются окружностями с центром в нуле и радиусом s, то график f(s)
называется однопараметрическим радиальным портретом. Если рассматривается семей-
ство прямых Reλ = s, то спектральный портрет называется линейным.

Устойчивость решения линейной системы ОДУ. Пусть матрица системы y′ = Ay
представляет собой жорданову клетку размера 5× 5:

A =


−0.5 15

−0.5 15
−0.5 15

−0.5 15
−0.5

 ,

а матрица B отличается от A одним элементом B(5, 1) = 5 · 10−6. На рисунке 1 приведе-
ны в сравнении изображения пятен ε-спектра этих матриц, а также их линейные спек-
тральные портреты. Кратное собственное значение матрицы A при возмущении матрицы
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на 5 · 10−6 распалось на отдельные собственные значения в пределах пятна ε-спектра,
соответствующего ε = 10−5, что и следовало ожидать. Линейный спектральный портрет
демонстрирует эту же ситуацию: большое расплывшееся спектральное пятно матрицы A
и отдельные пики, связанные с парами комплексно-сопряженных собственных значений
матрицы B.

Рис. 1. Слева: ε-спектр матриц A (штрих-пунктир) и B (сплошная линия), числами обозна-
чены порядки соответствующего ε; справа: линейный портрет матриц A (штрих-пунктир) и B
(сплошная линия)

Таким образом, высота и ширина пика на одномерном спектральном портрете мат-
рицы A говорит о том, что устойчивая матрица A при небольшом возмущении может
перейти в разряд неустойчивых. Также эти параметры свидетельствуют о том, что на
начальном отрезке переменной t матричная экспонента exp(At) быстро растет. Действи-
тельно, на начальном интервале нормы матриц exp(At) и exp(Bt) растут со сравнимой
скоростью и достигают величин порядка 105 при t ≈ 3. На практике такое поведение
устойчивого решения системы может приводить к разрушению конструкций и механиз-
мов на конечных временных интервалах. Итак, линейный портрет дает информацию
как о расположении спектра матрицы A и его чувствительности к погрешностям, так и
о характере решения системы y′ = Ay.

Сингулярное разложение проекторов на инвариантные подпространства позволяет
построить матрицу перехода S и клеточно-диагональную форму матрицы B:

SBS−1 =


−7.89 10−1 −15

2.04 10−2 −1.44

−2.40 14.7
−3.45 10−1 1.87

2.60 10−1

 .

Здесь обусловленность µ(S) = 1.054 · 105 свидетельствует о том, что инвариантные под-
пространства далеко не ортогональны.

Пример линейной дихотомии спектра матрицы с большой нормой. Используем
метод дихотомии матричного спектра для изучения процесса формирования турбулент-
ного течения и численного исследования его устойчивости [15]. Рассмотрим плоскопарал-
лельное течение вязкой несжимаемой жидкости (рис. 2), причем без потери общности для
удобства положим расстояние между пластинами 2h = 2, т. е. h = 1.
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Рис. 2. Плоскопараллельное течение

Для того чтобы построить матричный пучок, чьи спектральные характеристики от-
ражают устойчивость течения, будем следовать [10]. Скорость ~U(~r) и давление P (~r)

установившегося течения, а также результаты их возмущений ~U1(~r) = ~U(~r) + ~u(~r, t) и
P1(~r) = P (~r) + p(~r, t) удовлетворяют уравнениям Навье–Стокса. Разность двух этих си-
стем после отбрасывания квадратичных членов представляет собой линейную систему
для возмущений установившегося течения. Она должна быть дополнена условиями на
плоскостях, ограничивающих течение, а именно, условиями прилипания и непротекания.
Для изучения условий роста возмущений рассматриваются частные решения вида

{u, v, w, p} = {û(y), v̂(y), ŵ(y), p̂(y)}ei[(αx+βz)−ωt], (19)

где û(y), v̂(y), ŵ(y), p̂(y) — комплексные амплитуды возмущений потока, α и β — ком-
плексные волновые числа, ω — комплексная круговая частота. Очевидно, что частное
решение растет, если Imω > 0 или Imα < 0, или Imβ < 0. При подстановке решений (19)
в описанную выше линейную систему уравнений получается, в частности, уравнение
Орра–Зомерфельда:{

i(αU − ω)

(
d2

dy2
− k2

)
− iαU ′′ − 1

Re

(
d2

dy2
− k2

)2
}
v̂ = 0,

где k2 = α2 + β2, Re = UL/ν — число Рейнольдса, U , L — характерные скорость и
длина рассматриваемого течения, ν — кинематический коэффициент вязкости среды.
Профиль установившегося течения, как правило, принимается квадратичным U(y) =
1−y2 (течение Пуазейля). Условия прилипания и непротекания влекут за собой краевые
условия для v̂:

v̂|y=±1 = 0, v̂′
∣∣
y=±1

= 0.

Дискретизация дифференциальных операторов с учетом краевых условий приводит к
дискретному уравнению Орра–Зоммерфельда:{(

D2
N − k2IN

)2 − iRe
[
diag(αU − ω)

(
D2
N − k2IN

)
− diag

(
αU ′′

)]}
v̂ = 0,

которое равносильно алгебраической задаче на собственные значения:(
A− (ωi − iωr)B

)
v̂ = 0,
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A =
1

Re

(
D2
N − k2I

)2 − iα diagU
(
D2
N − k2I

)
− 2 iαI, B =

(
D2
N − k2I

)
, (20)

или (
Ã− ω̃I

)
v̂ = 0, где Ã = B−1A, ω̃ = −iω = ωi − iωr.

Чтобы установить, устойчиво течение Пуазейля или нет, необходимо определить, есть ли
в правой полуплоскости собственные значения матрицы Ã. С этой целью используется
алгоритм 3.

Для построения матрицы DN , аппроксимирующей производную d/dy, используем ме-
тод, подробно описанный в [10]. При этом искомая функция решения интерполируется
суммой первыхN полиномов Чебышева. В качестве точек коллокации выбираются точки
Гаусса–Лобатто yk = cos(πk/N), k = 0, 1, . . . , N . Явный вид элементов матрицы DN :

(DN )lj =



cl
cj

(−1)l+j

yl − yj
, l 6= j, где cj =

{
2, j = 0, N,
1, j = 1, . . . , N − 1,

−yj
2(1− y2

j )
, 1 ≤ l = j ≤ N − 1,

2N2 + 1

6
, l = j = 0,

−2N2 + 1

6
, l = j = N.

Также в [10] представлен способ аппроксимации условий Дирихле и Неймана на границах
отрезка [−1, 1].

Положим Re = 5900, α = 1.02, β = 0, N = 50 и изобразим линейный портрет
матрицы Ã. На рис. 3 изображены графики критерия дихотомии log10

∥∥H(Ã − ωiI)
∥∥

и количество собственных значений матрицы Ã, вещественная часть у которых больше
ωi, — trP (Ã − ωiI). Исходя из этих графиков, мы видим, что одно собственное значе-
ние пучка (20) находится в правой полуплоскости. Это означает, что оператор Орра–
Зоммерфельда имеет одно собственное значение в верхней полуплоскости, а, следова-
тельно, течение Пуазейля неустойчиво.

Рис. 3. Линейный спектральный портрет дискретизированного оператора Орра–Зоммерфельда
при Re = 5900, α = 1.02, β = 0, N = 50: log10

∥∥H(Ã− ωiI)
∥∥ — кривая, trP (Ã− ωiI) — ломаная;

справа более подробно показан участок ωi ∈ [−0.06,−0.04]

Так как в правой полуплоскости находится только одно собственное значение мат-
рицы Ã, сингулярное разложение проектора на соответствующее этому собственному
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значению инвариантное подпространство позволяет вычислить собственную функцию
для этого значения (рис. 4).

Рис. 4. Вещественная и мнимая части собственной функции v̂(y) оператора Орра–
Зоммерфельда, соответствующей неустойчивому собственному значению ω (Imω > 0) при
Re = 5900, α = 1.02, β = 0, N = 50

Также можно определить, при каком числе Рейнольдса для фиксированных пара-
метров α и β течение теряет устойчивость. Для этого достаточно исследовать поведение
интегрального критерия в зависимости от Re, выполняя дихотомию спектра пучка (20)
мнимой осью. Результат такого исследования представлен на рис. 5, на котором видно,
что при Re < 5770 все собственные значения матрицы Ã находятся в левой полуплос-
кости, а следовательно, течение Пуазейля устойчиво. При возрастании числа Рейнольд-
са устойчивость теряется, так как одно из собственных значений переходит в область
неустойчивости, причем при дальнейшем росте числа Рейнольдса количество таких соб-
ственных значений не увеличивается. Полученные результаты полностью соответствуют
известному факту, что плоскопараллельное течение Пуазейля теряет устойчивость при
Re = 5772.22, α = 1.02, β = 0.

Рис. 5. Одномерный спектральный портрет дискретизированного оператора Орра–
Зоммерфельда в зависимости от числа Рейнольдса при α = 1.02, β = 0, N = 50:
log10

∥∥H(Ã(Re))
∥∥ — кривая, trP (Ã(Re)) — ломаная
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5. Заключение

Вычислительные методы дихотомии матричного спектра и построения одномерных
спектральных портретов могут использоваться как инструмент для изучения несиммет-
ричных спектральных задач, в том числе задач об устойчивости.

Авторы признательны академику С.К. Годунову за содержательные дискуссии на те-
му работы, а также А.Н. Кудрявцеву за постановку и обсуждения задачи об устойчивости
плоскопараллельного течения.
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