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Методами математического моделирования в однофазной постановке задачи Стефана поставлена и ре-
шена задача таяния слоя рассеивающего излучение льда. Для решения радиационной части задачи использован 
модифицированный метод средних потоков. Учет анизотропного рассеяния осуществлен с помощью метода 
разложения индикатрисы рассеяния по полиномам Лежандра. Показано влияние направления рассеяния 
на скорость таяния слоя льда. Получено удовлетворительное согласование результатов расчетов с эксперимен-
тальными данными и с данными расчетов, проведенных транспортным методом.  
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Введение 

Естественный лед представляет собой полупрозрачный светорассеивающий мате-
риал. Свет рассеивается пузырьками газов, трещинами, органическими и неорганиче-
скими частицами. При изучении теплового состояния слоя льда необходимо рассмат-
ривать как радиационный, так и кондуктивный теплообмен. Исследования по этой теме 
представлены в работах [1 – 4]. 

Математическое моделирование нагрева и последующего таяния сплошного слоя 
льда основано на задаче Стефана для полупрозрачных сред. В работах [5, 6] авторы по-
казали применимость однофазного приближения задачи Стефана для расчета таяния 
чистого, нерассеивающего льда при его облучении внешним источником теплового из-
лучения. В исследовании [7] авторы решили задачу для рассеивающего льда. Валидацию 
результатов они проводили по экспериментальным данным [8]. Для решения задач радиа-
ционно-кондуктивного теплообмена с учетом анизотропного рассеяния излучения мож-
но использовать различные представления индикатрисы рассеяния, начиная от разложе-
ния индикатрисы в ряд по полиномам Лежандра [9, 10] до простейшего транспортного 
приближения [10, 11]. Целью настоящей работы является обобщение результатов [7] 
с использованием разложения индикатрисы в ряд по полиномам Лежандра для учета 
анизотропного рассеяния и сравнение расчетных данных с данными исследования [8]. 
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Постановка задачи 

Геометрическая схема задачи представляет собой слой рассеивающего излучение 
льда с начальной толщиной 0 ,L  расположенный на вертикальной непрозрачной под-
ложке и находящийся в среде с постоянной температурой .T∞  Аналогично работе [12] 
будем предполагать, что рассеяние излучения происходит на пузырьках воздуха. Правая 
поверхность слоя освещается лампой с температурой накаливания нити 3200 K с посто-
янным падающим потоком излучения *Eν =  4649 Вт/м2. Спектральный состав источника 
излучения аналогичен спектральному составу, изученному в [7]. Авторы работ [3, 4, 8] 
отметили, что в диапазоне длин волн излучения от 0,3 до 1,2 мкм рассеяние излучения 
значительно превалирует над поглощением. В диапазоне длин волн от 1,2 мкм и выше, 
наоборот, поглощение излучения во льду значительно превышает рассеяние. В связи 
с этим для учета селективности рассматриваются два диапазона длин волн: от 0,3 до 1,2 мкм 
и от 1,2 до 3 мкм. Расчетные значения доли падающего излучения и коэффициента 
объемного поглощения льда представлены в таблице. 

Предполагается, что граничные поверхности слоя льда диффузно поглощают, от-
ражают и пропускают излучение таким образом, что 1,i i iA R D+ + =  где , ,i i iA R D  —
поглощательная, отражательная и пропускательная полусферические способности по-
верхности льда соответственно. Также на поверхности выполняется условие ,i iA ε=  где 

iε  — степень черноты, i = 1, 2. Согласно [8], левая поверхность подложки поддержива-
ется при постоянной температуре sub ,T  которая совпадает с начальной температурой 
плоского слоя льда ( , 0).T x  

Решение задачи проводится в два этапа. На первом этапе рассматривается радиа-
ционно-кондуктивный теплообмен, при котором падающее излучение поглощается, рас-
сеивается и нагревает слой льда до момента, когда температура правой поверхности 
достигнет температуры плавления f .T  Далее начинается второй этап, на котором темпе-
ратура правой границы фиксирована: f( ( ), ) .T L t t T=  Таким образом, в этой точке выпол-
няется условие Стефана. Предполагается, что образующаяся на поверхности пленки 
вода стекает под действием силы тяготения с температурой Tfil , которая выше темпера-
туры таяния льда. Толщина пленки пренебрежимо мала по сравнению с толщиной слоя 
льда, поэтому перепадом температуры в ней можно пренебречь, считая пленку изотер-
мичной. Следовательно, наличие пленки воды может быть учтено с помощью условия 
на межфазной границе в рамках однофазной задачи Стефана.  

Нестационарное уравнение энергии для плоского слоя льда с температурой ( , )T x t  
с учетом переноса энергии излучением записывается в виде 

( , ) ( , ) ( , ) ,T x t T x tc E x t
t x x

ρ λ∂ ∂ ∂ = − ∂ ∂ ∂ 
  0 ( ),x L t< <                             (1) 

здесь c — теплоемкость, ρ  — плотность, λ  — коэффициент теплопроводности, 

( )
1

0 0

( , ) ( , ) ( , ) 2 ( , ) ( , )E x t E x t E x t I x t I x t d dν νπ µ µ µ µ ν
∞

+ − + −= − = , − ,∫ ∫  — плотность потока ре-

зультирующего излучения, Iν
±  — спектральная интенсивность излучения, µ  — косинус 

Та б лица 
Спектральные характеристики льда и источника излучения 

Номер 
спектральной 

полосы (j) 

 

νj , 1014 Гц 
 

λj , мкм 
 

αj , м
–1 

 

ωj 
 

*,jE  Вт/м2 

1 9,09–2,02 0,33–1,2 0,01 0,99 2073 
2 2,02–1,18 1,2–3 1 0,8 1883 
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угла между направлением излучения и осью координат x, ν  — частота излучения. 
Граничные условия для уравнения (1) на первом этапе процесса записываются сле-

дующим образом: 

( )

4
1 1

res

0

,2 0

( , ) , 0,

0, ,

T A E x t T х
x

T h T T E x L
x

λ

λ

σε−

∞

∂
− = − =

∂
∂

− − − = =
∂

                                    (2) 

где ( ) ( )4 4
2s, 2

*
2 0re ( ., ) ( , )E A E x t E T x t Tν ε σ+

∞= + − −  Уравнения (1) и (2) дополняются 

начальным условием sub( ,0) .T x T=  
На втором этапе процесса температура правой поверхности слоя льда ( )x L t=  фик-

сирована: f( , ) .T x t T=  Граничное условие (2) на левой поверхности остается прежним, 
тогда как на правой поверхности слоя льда имеет место условие Стефана, учитывающее 
пленку воды: 

( )fil res,fil ,T Lh T T E
x t

λ ργ∞
∂ ∂

− − − =
∂ ∂

                                    (3) 

где  

( ) ( )4 4 4
fil 2 2 0

*
r f les, i( , ) ( , ) , ( ),E A E x t E T x t T T x L tν ε σ+

∞−= + − − =                   (4) 

здесь γ  — скрытая теплота фазового перехода.  
Расчет переноса излучения проводится с использованием достаточно точного и 

эффективного модифицированного метода средних потоков [2, 9]. Согласно этому под-
ходу, интегро-дифференциальное уравнение переноса излучения сводится к системе 
двух нелинейных дифференциальных уравнений для плоского слоя полупрозрачной пог-
лощающей и рассеивающей среды. Дифференциальный аналог уравнения переноса для 
полусферических потоков jE±  с учетом анизотропного рассеяния излучения представля-

ется в виде [9] 

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( )

21 1 ,

1 0.

j j j j j j j j j
j

j j j j j j j j j
j

d E E m E m E n B
d

d m l E m l E E E
d

ω ω
τ

ζω
τ

+ − + + − −

+ + + − − − + −

− + − − = −

− + − − =
                   (5) 

Граничные условия для системы уравнений (5) в безразмерных переменных запи-
сываются следующим образом [2]: 

( ) ( )

1 1

*2
*

2 22

, 0 ,
4

1 1 1 , ,

j
j j

j j j j

B
E R E

nE R E R E
n

ε τ

τ τ

− +

+ −

= + =
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 

                            (6) 

здесь ( )( ) 1j j jL tτ α ω= −  — спектральная оптическая толщина слоя, jω  — спектраль-

ное альбедо однократного рассеяния, jB  — функция Планка, n — показатель прелом-

ления льда, n* — показатель преломления внешней среды, ζ  — средний косинус угла 

рассеяния. Значения коэффициентов ,m±  l±  определяются из рекуррентного соотно-
шения, полученного с помощью формального решения уравнения переноса излучения, 
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j — номер спектральной полосы. Средний косинус угла рассеяния ,ζ  входящий в уравне-
ние (5), рассчитывается по формуле [9]: 

1

1

1 2 ( , ) ,p dνζ µ µ µ µ
−

′= ∫                                                 (7) 

где 0
0

( , ) ( )
N

l l
l

p a Pν µ µ µ
=

′ = ∑  — спектральная индикатриса рассеяния, 0 1,a = , 0µ  — косинус 

угла между падающим и рассеянными лучами, lP  — полином Лежандра порядка l, la  — 
коэффициенты разложения, где l = 1, 2,…, N, ν  — индекс частоты излучения.  

Уравнение (1) с граничными условиями (2) – (4) и уравнение (5) с граничными ус-
ловиями (6) приводятся к безразмерному виду аналогично тому, как это было сделано 
в работах [5 – 7]. Решение задачи сводится к определению динамики таяния льда и роста 
температуры необлучаемой поверхности льда, представляющей собой плоский слой 
селективно поглощающей, излучающей и рассеивающей среды.  

Результаты и анализ 

Проанализируем результаты численного моделирования вертикально расположен-
ного слоя рассеивающего излучение льда со следующими физическими параметрами: 
начальная толщина льда L0 = 0,045 м, начальная температура льда subT = 260 K, постоян-
ная температура атмосферы внутри камеры T∞ составляет 273 K и равна температуре таяния 
льда f ,T  температура пленки воды filT = 277 K, постоянная плотность падающего потока 

излучения *Eν = 4649 Вт/м2 [8]. Приняты следующие значения параметров теплофизичес-
ких и оптических свойств льда: теплопроводность λ = 1,87 Вт/(м⋅K), температуропро-
водность 61,31 10a −⋅=  м2/с, скрытая теплота фазового перехода γ = 335 кДж/кг [1], пока-

затель преломления льда 1,31n =  (для воздуха *n = 1), коэффициенты отражения 1R = 0,95 
и 2 21 ,R ε= −  степень черноты левой границы 1 11 .Rε = − Спектральные характеристики льда 
и источника излучения представлены в таблице. Значения других параметров в расчетах 
варьировались. К ним относятся: коэффициент теплоотдачи h, степень черноты облучае-
мой поверхности 2ε  и коэффициенты разложения полинома Лежандра, которые прини-
мают следующие значения: рассеяние вперед — a1 = 1,2, a2 = 0,5 и a1 = 2,00917, a2 = 1,56339; 

рассеяние назад — 1a = – 1,2, 2a = 0,5 [9, 13]. На первом этапе h = 9 Вт/(м2⋅K) и 2 =ε 0,18. 
На втором этапе h = 80 Вт/(м2⋅K), что приблизительно соответствует условиям тепло-
отдачи в работе [8], а степень черноты 2 =ε 0,99. Значения параметров 1R , 2ε  и h получе-
ны в ходе численных экспериментов. Авторами [8] характеристики рассеяния излучения 
в слое льда, при которых были получены экспериментальные данные, не проводились. 
В отсутствие этих данных коэффициенты разложения полинома Лежандра для индикат-
рисы рассеяния заимствованы из работы [13], где рассматривалась среда с подходящим 
показателем преломления. 

На рис. 1 представлена динамика таяния льда при рассеянии вперед, назад и дан-
ные эксперимента [8]. Рассеяние назад (кривая 2) точно соответствует данным [8]. Мак-
симальная разница расчета и эксперимента достигается при рассеянии вперед с коэф-
фициентами разложения 1a = 2,00917, 2a = 1,56339 (кривая 4) и составляет 2 мин (не бо-

лее 4 %). На росте температуры левой необлучаемой границы (рис. 2) направление 
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рассеяния не сказывается. Это обстоятельство можно объяснить наличием на левой гра-
нице высоко отражающей поверхности, из-за которой температура оптически тонкого 
слоя льда выравнивается. Результаты расчетов показывают удовлетворительное согласо-
вание как с опытными данными [8], так и с результатами расчетов, проведенных транс-
портным методом [12].  

Заключение 

Поставлена и численно решена задача таяния плоского слоя льда при радиацион-
ном нагреве с учетом анизотропии рассеяния излучения. Для решения радиационной 
части использовался метод средних потоков, учет анизотропии рассеяния излучения 
в слое льда осуществлялся с помощью метода разложения индикатрисы рассеяния в ряд 
по полиномам Лежандра. Проанализированы динамика таяния льда, изменение темпера-
турного поля в слое льда и на непрозрачной подложке. Показано влияние направления 
рассеяния на скорость таяния льда. Сильное отражение излучения необлучаемой по-
верхностью приводит к тому, что рост температуры на этой границе не зависит от на-
правления рассеяния излучения в слое льда. Получено удовлетворительное согласование 
как с опытными данными, так и с расчетами, проведенными транспортным методом. 
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Рис. 1. Динамика таяния слоя льда 
в зависимости от направления рассеяния. 

1 — эксперимент [8], 2 — рассеяние назад (а1 = – 1,2, 
а2 = 0,5), 3 — рассеяние вперед (а1 = 1,2, а2 = 0,5), 
4 — рассеяния вперед (а1 = 2,00917, а2 = 1,56339). 

 
 

Рис. 2. Динамика роста температуры 
в зависимости от направления рассеяния. 

Обозначения см. на рис. 1. 
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