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Рассмотрена система из двух осесимметричных последовательно проведенных трещин гид-
роразрыва, соосных скважине. Построены формы поверхности развивающейся новой трещи-
ны в поле напряжений, порожденном имеющейся; рассчитано давление, необходимое для 
роста новой трещины. Оценена область влияния созданной первоначально трещины на вновь 
образующуюся. Изучены параметры, от которых зависит искривление новой трещины, полу-
чена формула, позволяющая оценить степень ее искривления. 

Гидроразрыв, осесимметричная трещина, система трещин, форма трещин, горное давление 

 

В последнее десятилетие гидроразрыв пласта — один из самых распространенных методов 
повышения продуктивности нефтяных и газовых скважин, а также метод для создания непро-
ницаемых экранов в горных породах и улучшения условий дегазации угольных пластов. Более 
того, гидроразрыв пласта применяется для разработки новых флюидонесущих пластов, извле-
чение нефти или газа из которых традиционными способами нерентабельно, например для до-
бычи газа из сланцев или уплотненных песчаников. 

Трудноизвлекаемые запасы нефти и газа лучше всего добывать вскрытием больших пло-
щадей и созданием высокопроводимых каналов в флюидонесущем пласте, а именно бурением 
длинных горизонтальных скважин с созданием большого количества трещин гидроразрыва. 
Наиболее оптимальным является создание трещин перпендикулярно скважине через опреде-
ленный интервал [1] и проведение новой трещины как можно ближе к имеющимся. Для этого 
заранее нужно знать, какое должно быть давление закачиваемой жидкости в развивающуюся 
трещину, а также, какова будет траектория развития этой трещины. 

Изучение поведения развивающихся трещин множественного гидроразрыва перпендику-
лярно скважине является актуальной для практики задачей, так как большинство сделанных 
научных работ в этой области касались изучения параметров одной прямолинейной развиваю-
щейся трещины [2 – 5] или моделирования двух трещин, распространяющихся параллельно и 
одновременно [6 – 8]. 
 

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных исследований (проект 
№ 11-05-00371). 
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ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

В настоящей работе исследуется развитие осесимметричной трещины гидроразрыва вблизи 
имеющейся дисковой. Задача рассматривается в осесимметричной постановке теории упруго-
сти. В упругом пространстве, сжатом на бесконечности главными напряжениями горного сжа-
тия yyxx PP = , zzP , перпендикулярно оси Z  на расстоянии h  находятся две симметрично распо-
ложенные, параллельные дисковые трещины — большая и малая, радиусами R  и r  (рис. 1). 
Малая трещина нагружена изнутри давлением p , большая может быть нагружена давлени-
ем 0p  или на ней задано раскрытие, равное в ее центре 02U .  

 
Рис. 1. Начальная конфигурация трещин гидроразрыва в осесимметричной постановке задачи 

РАСЧЕТ КРИТИЧЕСКОГО ДАВЛЕНИЯ В МАЛОЙ ТРЕЩИНЕ, ВЫЗЫВАЮЩЕГО ЕЕ РАЗВИТИЕ 

Для того чтобы оценить давление нагнетаемой жидкости, необходимое для начала роста 
малой трещины, нужно определить компоненты поля напряжений в точках оси имеющейся 
дисковой трещины радиусом R . 

Напряженное состояние упругого пространства с дисковой трещиной, нагруженной изнут-
ри давлением, исследовалось до настоящего времени достаточно подробно [9, 10]. В частности, в 
[10] приведены формулы для компонентов тензора напряжений и вектора смещений в плоскости 
трещины. Для точек упругого пространства, лежащих вдоль оси трещины, такие зависимости 
получены с использованием формул Пича – Келлера [11], определяющих поле напряжений в 
упругом пространстве, свободном от напряжений на бесконечности и содержащем дислокаци-
онный разрыв по поверхности, ограниченной контуром Г  с координатами ( )(tξ , )(tη , )(tζ ): 
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где xb , yb , zb  — координаты вектора Бюргерса; (ξ , η , ς ) — точки на контуре дислокации; 
H  — расстояние между точкой контура и точкой наблюдения ( x , y , z ); X , Y , Z  — раз-
ность соответствующих координат; L , M , N  — параметры, определяемые упругими модуля-
ми Ламе: 
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Остальные компоненты тензора напряжений можно получить циклической перестановкой 
координат и компонент вектора Бюргерса. Для случая дислокации в виде диска радиусом 1r , 
расположенного в плоскости XY с центром в начале координат, и вектора Бюргерса ),0,0( zb , 
соответствующего нормальному раскрытию zb , при 0== yx , hz −=  формула (1) упрощается: 
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где αξ cos1r= , αη sin1r= , αcos1rX −= , αsin1rY −= , hZ −= , 22
1 hrH += . 

После интегрирования по α  от 0 до π2 , получаем 
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Формула (2) описывает компоненту тензора напряжений zzσ  поля дисковой дислокации ра-
диусом 1r  с постоянным раскрытием zb . В то же время раскрытие дисковой трещины радиусом R , 
нагруженной изнутри давлением *

0p , не постоянно по радиусу r  и определяется формулой 
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где E , ν  — модуль Юнга и коэффициент Пуассона упругой среды соответственно. 
Поле такой трещины можно представить как суперпозицию полей от дислокационных кру-

говых полосок, на которые разбита по радиусу дисковая трещина радиусом R , с раскрытием (3). 
Компонента тензора напряжений cr

zzσ  при наличии дисковой трещины запишется так: 
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После интегрирования (4) окончательно получаем для дисковой трещины 
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Таким же способом получено выражение для радиальной компоненты напряжений 
),0,0( hcr

xxσ  вдоль оси Z : 

 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

−
−

−= 22222

22*
0

2 2
)(

242)1(
hR

RhIM
hR
RhRhILE

pcr
xx π

νσ . 



Е. Н. Шер, И. В. Колыхалов, А. М. Михайлов 

 73

На рис. 2 приведены зависимости напряжений cr
xxσ  и cr

zzσ  вдоль оси дисковой трещины ра-
диусом R , нагруженной изнутри внутренним давлением *

0p , от расстояния h до трещины. С 
помощью этого графика можно оценить зону возмущения, вносимого в свободное от напряже-
ний упругое пространство раскрытой дисковой трещиной гидроразрыва. Заметим, что cr

zzσ  
уменьшается от значения давления *

0p  в трещине до *
01.0 p при удалении на R5.2≈ . Можно 

сделать вывод, что область повышенного давления около дисковой трещины ограничивается с 
10 % точностью расстоянием R5.2≈ . 

 
Рис. 2. Зависимости напряжений cr

xx
cr
zz σσ ,  (кривые 1, 2) вдоль оси дисковой трещины радиу-

сом R , нагруженной изнутри давлением *
0p , от расстояния h  до трещины 

Равновесное состояние малой трещины радиусом r  (см рис. 1), нагруженной давлением p , 
определяется коэффициентом интенсивности напряжений в ее вершинах (КИН). При наличии 
сжатия горным давлением zzP  и поля, вносимого раскрытием большой трещины cr

zzσ , коэффи-
циент интенсивности имеет вид 
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Согласно критерию Ирвина, критическое давление *p , необходимое для начала роста ма-
лой трещины, равно 
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здесь ICK  — критический коэффициент интенсивности напряжений породы пласта. 
Если у большой трещины фиксировано раскрытие, то, принимая, что она имеет форму эл-

липсоида, получаем из (3) давление, необходимое для ее раскрытия в центре до величины 02U : 
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Метод, использованный для нахождения напряжений вдоль оси нагруженной дисковой 
трещины с помощью формул Пича – Келлера, применен для разработки программы расчета на-
пряженного состояния упругого пространства с осесимметричными трещинами (ASDD). 

РАСЧЕТ ТРАЕКТОРИИ РАЗВИТИЯ МАЛОЙ ТРЕЩИНЫ 

Расчет развития малой трещины проводился с помощью численной программы ASDD-T, 
разработанной по методу разрывных смещений [12, 13]. Для определения напряженного со-
стояния упругого пространства с осесимметричными трещинами их поверхность разбивается 
параллелями и меридианами на дислокационные площадки, раскрытия и сдвиги берегов кото-
рых описываются векторами Бюргерса. Чтобы найти компоненты векторов Бюргерса, строится 
система линейных уравнений из условия выполнения граничных условий на трещинах. Коэф-
фициенты такой системы рассчитываются с использованием формул Пича – Келлера, выра-
жающих компоненты тензора напряжений через смещения на дислокационных площадках. 
Решение системы уравнений позволяет определить искомое напряженное состояние упругого 
пространства вокруг осесимметричных трещин. 

Расчет развития трещины осуществляется поэтапно. На каждом этапе определяется равно-
весное для развивающейся трещины давление и направление ее развития. Угол поворота тре-
щины находится из условия ее распространения по направлению с максимальным растяги-
вающим напряжением. Равновесное давление устанавливается из энергетического условия 
Гриффитса, после чего трещина удлиняется на заданный отрезок. Далее цикл повторяется. 

Конкретные расчеты проводились для параметров задачи, соответствующих типовым газо-
вым и нефтяным месторождениям с низкопроницаемыми коллекторами. В качестве характери-
стики искривления новой трещины использована величина Δ  — отклонение траектории тре-
щины в меридиональном сечении от прямолинейного распространения на радиусе имеющейся 
трещины: )0,(Rzh −=Δ , где )0,(xz  — форма вновь образованной трещины в сечении 0=y . 

На рис. 3 представлены примеры форм осесимметричных трещин гидроразрыва, развив-
шихся из начальных, находящихся на разном расстоянии от большой при заданном максималь-
ном раскрытии 82 0 =U  мм, и графики критического давления в развивающейся трещине в за-
висимости от ее длины при 3=h , 10, 30, 60 м (кривые 1 – 4). 

 
Рис. 3. Формы осесимметричных трещин, развившихся из начальных радиусом 1 м, находящихся на 
расстояниях 3=h , 6, 8, 10, 15, 30, 60, 80 м от имеющейся дисковой радиусом 60=R  м при макси-
мальном раскрытии 82 0 =U  мм, в поле внешнего сжатия 39−== yyxx PP  МПа, 5.38−=zzP  МПа (а), 
и изменение внутреннего давления при равновесном росте трещины (б). Кривые 1 – 4 соответству-
ют 3=h , 10, 30, 60 м 
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Анализируя результаты расчетов для различных значений параметров задачи, выявлено, 
что на отклонение трещины от прямолинейного развития Δ  наибольшее влияние оказывают 
раскрытие имеющейся трещины 02U  или давление в ней 0p , разность давлений, действующих 
вдоль и поперек трещин на бесконечности xxzz PPP −=Δ , и расстояние между начальной трещи-
ной и имеющейся h . Влияние коэффициента интенсивности напряжений ICK  на изменение Δ  

заметно при малых значениях xxzz PPP −=Δ . Так, при 5.0=ΔP  МПа увеличение ICK  в 2 раза 
приводит к уменьшению Δ  на 10 %, а при 5.1=ΔP  МПа Δ  изменяется на 5 %. 

ВЛИЯНИЕ РАЗНОСТИ ДАВЛЕНИЙ ΔP И РАССТОЯНИЯ h НА ОТКЛОНЕНИЕ РАЗВИВАЮЩЕЙСЯ 
ТРЕЩИНЫ 

Расчеты по имеющемуся набору параметров задачи для разных боковых давлений xxP  по-
зволили определить влияние этого параметра на отклонение трещин от прямолинейного разви-
тия. Такие зависимости представлены на рис. 4. Оказалось, что отклонение трещины от прямо-
линейного распространения Δ  зависит от разности главных напряжений PΔ , и такая зависи-
мость может быть приближенно описана степенной функцией M

xxzz PP )][1/(~ −Δ , где 
57.1≈M  (рис. 5). 

 
Рис. 4. Влияние бокового напряжения xxP  и расстояния h  на кривизну осесимметричной трещи-
ны: 1 – 4 соответствует 5.39−=xxP , – 40, – 41, – 43 МПа. В большой трещине задано раскрытие 

82 0 =U  мм (а) и давление 1.400 =p  МПа (б), 5.38−=zzP  МПа, 60=R м 

 
Рис. 5. Влияние разности главных напряжений xxzz PP −  и расстояния h  на отклонение осесим-
метричной трещины. Кривые 1 – 3 соответствуют 18=h , 42, 60 м, 82 0 =U  мм, 60=R  м 
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Максимальное отклонение от прямолинейного развития наблюдается у трещин, находя-
щихся на расстоянии R3.0≈  от имеющейся (рис. 4а, б). При больших расстояниях такое от-
клонение уменьшается, достигая на расстоянии R2≈  значения R05.0≈ . Уменьшение бокового 
напряжения с –39.5 до –43 МПа уменьшает отклонение в 10 – 12 раз. Для сравнения приведем 
результаты исследований последовательного развития плоских трещин гидроразрыва [14].  
У плоских трещин максимальное отклонение от прямолинейного развития вторичной трещины 
наблюдается на расстоянии L5.0≈  ( L  — полудлина имеющейся трещины). При больших рас-
стояниях отклонение уменьшается, достигая на расстоянии L2≈  значения L2.0≈ . 

ВЛИЯНИЕ РАСКРЫТИЯ 2U0 БОЛЬШОЙ ТРЕЩИНЫ НА ОТКЛОНЕНИЕ РАЗВИВАЮЩЕЙСЯ 
ТРЕЩИНЫ 

Характер влияния раскрытия имеющейся трещины на отклонение развивающейся от пря-
молинейного распространения в меридиональном сечении определен с помощью большого ко-
личества расчетов для различных параметров задачи при изменении значения 02U . Примеры 
таких расчетов приведены на рис. 6. 

 
Рис. 6. Влияние раскрытия большой дисковой трещины 02U  на кривизну траектории развиваю-
щейся: 1 – 3 соответствуют 82 =oU , 4, 2 мм, 5.39−=xxP  МПа, 5.38−=zzP  МПа, 100=R  м 

Детальный анализ полученных зависимостей показал, что ( ) 1
02~ MUΔ , где MM ≈1 . В слу-

чае с плоскими трещинами [14] зависимость отклонения вторичной трещины гидроразрыва от 
раскрытия имеющейся 02U  близка к линейной. 

АНАЛИЗ ПОЛУЧЕННЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ 

Как уже указывалось, основное влияние на отклонение развивающейся трещины оказыва-
ют: разность главных напряжений, вызванных горным давлением и действующих вдоль и по-
перек трещин на бесконечности xxzz PPP −=Δ ; расстояние между начальной трещиной вторич-
ного гидроразрыва и имеющейся h ; раскрытие имеющейся большой трещины 02U  или давле-
ние в ней 0p . Рассмотрим безразмерные параметры изучаемой расчетной модели: R/1 Δ=α  — 
относительное отклонение вторичного гидроразрыва от прямолинейного распространения в 
меридианальном сечении; EP /2 Δ=α  — относительная разность главных компонент напря-
жений поля внешнего сжатия; Rh /3 =α  — относительное расстояние начальной трещины вто-
ричного гидроразрыва от имеющейся; RU /2 04 =α  — относительное раскрытие имеющейся 
трещины, посаженной на проппант. 
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Форма осесимметричной трещины гидроразрыва, развивающейся около имеющейся диско-
вой трещины, посаженной на проппант, зависит при прочих равных условиях от отношения  
давления раскрытия *

0p  имеющейся трещины до значения 02U в свободном от напряжений уп-
ругом пространстве и разности главных напряжений горного сжатия, действующих вдоль и 
поперек трещин на бесконечности PΔ . В рассматриваемой расчетной модели, при сохранении 

PΔ , величина zzP  не оказывает никакого влияния на форму трещины. В предположении, что 
имеющаяся трещина, посаженная на проппант, имеет эллиптическое раскрытие с максималь-
ным значением 02U  и, следовательно, для ее раскрытия в центре до значения 02U  необходимо 
давление *

0p  (7), определяющим форму трещины безразмерным параметром будет являться 
комбинация 

 
)()1(4

),( 2
0

4215
zzxx PPR

EUF
−−

==
ν
πααα . (9) 

Для безразмерного отклонения R/Δ  приближенно имеем функциональное соотношение 

 ),(/ 532 ααFR =Δ . (10) 

Учитывая близкую к степенной зависимость отклонения трещины Δ  от раскрытия 02U , 
функциональное соотношение (10) можно представить в виде 

 )/(
)()1(4

/ 2
0 Rhf

PPR
EUR

M

zzxx
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

−−
=Δ

ν
π . 

Функцию )/( Rhf  с помощью зависимостей, примеры которых приведены на рис. 4а, б и 
рис. 6, можно записать выражением 
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где I  — параметр приближения. 
В результате имеем интерполяционную формулу, позволяющую рассчитать отклонение 

вторичной трещины гидроразрыва от прямолинейного распространения в меридиональном се-
чении: 
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где 1=B , 9.0=I , 57.1=M  — константы, выбираемые из условия наилучшего приближения 
расчетов, полученных с использованием численного метода и интерполяционной формулы. 

Для определения точности расчета безразмерного отклонения с помощью формулы (11) 
выполнены расчеты по программе ASDD-T развития трещины вблизи существующей при из-
менении определяющих параметров задачи в диапазонах: 10030 −=R  м, 3003 −=h  м, 

75.21.1 −=ICK  МПа· 1/2м , 3220 −=U  мм, 5.85.0 −=ΔP  МПа. Результаты расчетов приведены 
на рис. 7 в координатах Ra /Δ  и Rp /Δ , рассчитанных для каждого набора параметров по фор-

муле (11) и по программе ASDD-T соответственно. 
Видно, что безразмерное отклонение Ra /Δ , определяющееся по формуле (11), достаточно 

близко к определяемому численными расчетами. Отклонение от расчетного значения по про-
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грамме ASDD-T составляет 02.0±  при малых значениях 1.0/ <Δ R  и при больших не превос-
ходит 15±  %. 

 
Рис. 7. Функциональная связь безразмерных отклонений развития осесимметричной трещины 
гидроразрыва вблизи существующей от прямолинейного в меридиональном сечении, рассчи-
танного по формуле (11) и по программе ASDD-T 

ВЫВОДЫ 

Определен размер зоны возмущения, вносимого в однородное поле сжатия раскрытой диско-
вой трещиной гидроразрыва радиусом R . Он составляет R5.2≈ , т. е. имеющаяся трещина гид-
роразрыва слабо влияет на образование новой, если расстояние между ними больше R5.2≈ . 

В осесимметричной постановке выведена формула расчета давления, необходимого для на-
чала гидроразрыва в поле влияния имеющегося. 

Построены траектории в меридиональном сечении развития трещин гидроразрыва вблизи 
имеющихся, а также определен характер изменения критического давления внутри развивающей-
ся трещины с увеличением ее длины для типовых условий нефтяных и газовых месторождений. 

Выявлена зависимость степени искривления траектории развивающейся трещины от таких 
параметров, как расстояние до имеющейся трещины, напряженное состояние массива, его тре-
щинностойкость ICK , радиус и раскрытие имеющейся трещины. Оказалось, что основное 
влияние оказывает расстояние до имеющейся трещины, разность главных напряжений дейст-
вующих в массиве xxzz PPP −=Δ , раскрытие имеющейся трещины 02U , а также ICK  при ма-
лых ( xxzz PP − ). 

Получена интерполяционная формула, позволяющая рассчитать отклонение вторичной 
трещины гидроразрыва от прямолинейного распространения с точностью 15 % по сравнению с 
данными численного расчета ее траектории.  

В заключение авторы выражают благодарность канд. физ.-мат. наук О. П. Алексеенко за 
постановку задачи и обсуждение результатов. 
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