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С использованием методов группового анализа исследуются стохастические уравнения
газо- и гидродинамики. Получены определяющие уравнения допустимых групп Ли пре-
образований, в которых участвуют независимые и зависимые переменные, а также про-
цессы Винера. Показано, что, как и в случае детерминированных дифференциальных
уравнений, наличие допустимой группы позволяет свести инвариантные решения сто-
хастических дифференциальных уравнений к решениям с меньшим числом независимых
переменных.
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Введение. До конца XIX в. моделирование физических явлений проводилось с помо-
щью детерминированных дифференциальных уравнений. Однако в начале XX в. возрос
интерес к изучению стохастических дифференциальных уравнений, что обусловлено необ-
ходимостью учета случайных процессов, происходящих в сложных физических системах
вследствие наличия как внутренних взаимодействий, так и внешних воздействий. Напри-
мер, в гидродинамике считается, что поле скоростей в турбулентном течении является
случайным [1] вследствие наличия внутренних взаимодействий. Другим примером могут
служить задачи о волнах на воде, в которых на фоне регулярного крупномасштабного
движения (приливы, сейши, цунами) действуют случайные факторы, например порывы
ветра. Различные приложения стохастических моделей в физике, химии и других есте-
ственных науках указаны в [2, 3]. Кроме того, стохастический анализ используется при
исследовании финансовых рынков [4].

Одним из способов учета случайных процессов при построении физической модели яв-
ляется введение в детерминированные уравнения внешних возмущений, например допол-
нительного члена с шумом. Этот способ широко применяется при решении инженерных
задач. В гидродинамике данный подход впервые использован в работе [5] и позднее был
развит во многих работах (см., например, [6]). В данной работе также используется этот
подход.

Наряду с моделями, учитывающими случайные процессы, разрабатываются методы
стохастического анализа. Представляет интерес направление, развиваемое в работе [7],
где описываются результаты стохастического анализа с использованием теории функций
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вещественной переменной. Следует отметить, что в [7] функция броуновского движения
в стохастическом интеграле заменялась на непрерывную функцию с конечной вариацией.
С точки зрения физики такая замена является более реалистичной.

Важным направлением изучения физических моделей является исследование их

свойств. Групповой анализ — хорошо развитый метод изучения свойств дифференци-
альных уравнений, как обыкновенных, так и с частными производными. Обзор работ,
в которых используется этот метод, приведен в [8–11]. Построение решений осуществля-
ется с помощью допустимых групп Ли, называемых симметриями. Одним из характерных
свойств допустимой группы Ли является свойство преобразовывать решения данной си-
стемы уравнений к решениям той же системы. Симметрии позволяют уменьшить число
зависимых и независимых переменных при отыскании инвариантных решений, а также
строить новые решения на основе известных решений. Результаты применения группового
анализа изложены в работах [9–11].

Первыми уравнениями механики, к которым был применен групповой анализ, ста-
ли уравнения гидрогазодинамики [12]. Одной из основных задач программы ПОДМОДЕ-
ЛИ [13] являлось описание всех возможных решений уравнений газовой динамики, полу-
чаемых с помощью группового анализа. Результаты этих исследований приведены в [14].
Впервые групповой анализ уравнений Навье — Стокса был выполнен в [15]. Результаты
группового анализа таких уравнений описаны в [16]. Обзор точных решений уравнений
Навье — Стокса приведен в [17].

Требование, чтобы каждое решение системы уравнений преобразовывалось в решение
той же системы, позволяет определить допустимую группу Ли для уравнений с нелокаль-
ными членами [18, 19]. Следует отметить, что результаты применения методов группо-
вого анализа при исследовании стохастических дифференциальных уравнений (в отличие
от детерминированных уравнений) немногочисленны.

При решении стохастических дифференциальных уравнений дифференцирование

сложной функции проводится с помощью формулы Ито. Используя эту формулу и требова-
ние, чтобы допустимая группа переводила решение стохастических уравнений в решение
тех же уравнений, можно построить определяющие уравнения допустимой группы.

Существует два способа проведения группового анализа стохастических дифферен-
циальных уравнений. При использовании первого способа предполагается, что преобра-
зование времени t зависит только от времени и группового параметра. Этот способ при-
менялся при решении стохастических динамических систем уравнений [20–23], уравнений
Фоккера — Планка [24–28], скалярных стохастических дифференциальных уравнений [29]
и динамических систем Гамильтона — Стратановича [27]. В [30] построены примеры ин-
вариантных решений стохастического параболического дифференциального уравнения.

При использовании второго подхода [31, 32] зависимые переменные также включаются
в преобразования:

y = ϕ(t, x, a), r = H(t, x, a).

В частности, преобразование функции, описывающей броуновское движение, определяется
через преобразование зависимых и независимых переменных. В [32] при обобщении фор-
мулы замены времени [33] было доказано, что преобразование броуновского движения

W (t) =

t∫
0

η2
(
s,X(s), a

)
dw(s)

(η(t, x, a) 6= 0) также удовлетворяет свойствам броуновского движения. Это преобразо-
вание является логическим обобщением замены переменных в интеграле Ито на случай,
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когда стохастические процессы включаются в преобразование. Используя формулу Ито
и требование, чтобы допустимая группа переводила решение стохастических уравнений
в решение тех же уравнений, а также приравнивая подынтегральные выражения в ин-
тегралах Римана и Ито, можно построить определяющие уравнения допустимой группы.
С использованием этих уравнений определяется допустимая группа. Затем разработан-
ный метод построения допустимых групп применяется для исследования фундаменталь-
ных уравнений гидрогазодинамики со стохастическими членами, а именно одномерных
уравнений газовой динамики и двумерных уравнений Навье — Стокса. Получены пред-
ставления инвариантных решений и фактор-уравнения для их нахождения.

1. Определяющие уравнения. В полном вероятностном пространстве (Ω,F , P ) рас-
сматривается стохастическая задача Коши

v(r, y) = v(r0, y) +

r∫
r0

A(τ, y) dτ +

r∫
r0

B(τ, y) dw(τ), (1)

где A(r, y) = A(r, y, v(r, y), vyk
(r, y), vykyl

(r, y)); B(r, y) = B(r, y, v(r, y)) — случайная мат-
рица размером n×m; n — случайный вектор; w(r) — вектор, включающийm независимых

стандартных процессов Винера; v(r0, y) = v0(y) — вектор случайных функций; r ∈ [r0, T ];
y = (y1, . . . , yN ) ∈ RN . Запишем уравнение (1) в координатной форме

vi(r, y) = vi(r0, y) +

r∫
r0

Ai(τ, y) dτ +
m∑

j=1

r∫
r0

Bij(τ, y) dwj(τ), i = 1, n (2)

(верхние индексы обозначают компоненты векторных зависимых переменных или компо-
ненты матрицы, нижние числовые индексы — векторные компоненты независимых пере-
менных; нижние буквенные индексы — частные производные относительно данных пере-
менных).

Рассмотрим преобразование зависимых и независимых переменных

r = α(t), y = h(t, x), v = g(t, x, u). (3)

Функции α(t), h(t, x), g(t, x, u) являются локально обратимыми относительно перемен-

ных r, y, v. Это означает, что существуют функции t = α̂(r), x = ĥ(r, y), u = ĝ(r, y, v),
такие что

r = α(α̂(r)), y = h(α̂(r), ĥ(r, y)), v = g(α̂(r), ĥ(r, y), ĝ(r, y, v)),

t = α̂(α(t)), x = ĥ(α(t), h(t, x)), u = ĝ(α(t), h(t, x)g(t, x, u)).

Иными словами, рассматриваются локальные группы преобразований с групповым пара-
метром a, который на данном этапе опущен.

В результате замены переменных (3) функция v(r, y) преобразуется в новую функцию

u(t, x) = ĝ(α(t), h(t, x), v(α(t), h(t, x))). (4)

В предположении, что v(r, y) — решение задачи Коши (1), можно получить стохастиче-
ское дифференциальное уравнение для случайной функции u(t, x). Сначала с использо-
ванием формулы Ито получаем стохастическое дифференциальное уравнение для функ-
ции v(α(t), h(t, x)). После замены переменной времени r = α(t) и введения переменной
ṽ(t, y) = v(α(t), y), для которой ṽ(t0, y) = v(α(t0), y), уравнения (2) записываются в виде

ṽi(t, y) = ṽi(t0, y) +

t∫
t0

Āi(τ, y) dτ +
m∑

j=1

t∫
t0

B̄ij(τ, y) dW j(τ), (5)
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где

Āi(t, y) = Ai(α(t), y, ṽ(t, y), ṽyk
(t, y), ṽykyl

(t, y))α′(t),

B̄ij(t, y) = Bij(α(t), y, ṽ(t, y))
√
α′(t) ,

каждый элемент W j(t) является новым процессом Винера, причем (см. [33])

W j(t2)−W j(t1) =

α(t2)∫
α(t1)

1√
α′(α̂(s))

dwj(s),

α̂(r) — функция, обратная α(t).
Дифференцируя уравнение (5) по каждой составляющей yk независимой переменной y,

получаем

ṽi
yk

(t, y) = ṽi
yk

(t0, y) +

t∫
t0

Āi
yk

(τ, y) dτ +
m∑

j=1

t∫
t0

B̄ij
yk

(τ, y) dW j(τ) (k = 1, N ). (6)

При получении формулы (6) использованы соотношения

∂

∂yk

t∫
t0

Āi(τ, y) dτ =

t∫
t0

Āi
yk

(τ, y) dτ,

∂

∂yk

t∫
t0

B̄ij(τ, y) dW j(τ) =

t∫
t0

B̄ij
yk

(τ, y) dW j(τ) (k = 1, N ).

(7)

Для интеграла Римана формулы (7) означают стандартную перемену порядка интегриро-
вания и дифференцирования. Для интеграла Ито соотношения (7) приведены, например,
в [34]. После замены y = h(t, x) в уравнениях (6), умноженных на hk

t (t, x), и интегрирования
по t находим

t∫
t0

hk
t (τ, x)ṽ

i
yk

(τ, h(τ, x)) dτ =

=

t∫
t0

hk
t (τ, x)ṽ

i
yk

(t0, h(τ, x)) dτ +

t∫
t0

hk
t (τ, x)

( τ∫
t0

Āi
yk

(s, h(τ, x)) ds
)
dτ +

+
m∑

j=1

t∫
t0

hk
t (τ, x)

( τ∫
t0

B̄ij
yk

(s, h(τ, x)) dW j(s)
)
dτ (k = 1, N ). (8)

В результате суммирования первых членов в правой части уравнений (8) по k имеем

N∑
k=1

t∫
t0

hk
t (τ, x)ṽ

i
yk

(t0, h(τ, x)) dτ =

t∫
t0

dṽi(t0, h(τ, x)) = ṽi(t0, h(t, x))− ṽi(t0, h(t0, x)).
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Суммируя вторые члены в правой части уравнений (8) по k и используя теорему Фубини,
получаем

N∑
k=1

t∫
t0

hk
t (τ, x)

( τ∫
t0

Āi
yk

(s, h(τ, x)) ds
)
dτ =

N∑
k=1

t∫
t0

( t∫
s

hk
t (τ, x)Ā

i
yk

(s, h(τ, x)) dτ
)
ds =

=

t∫
t0

( t∫
s

dτ Ā
i(s, h(τ, x))

)
ds =

t∫
t0

(Āi(s, h(t, x))− Āi(s, h(s, x))) ds.

Суммируя третьи члены в правой части уравнений (8) по k и используя теорему Фубини,
находим

N∑
k=1

t∫
t0

hk
t (τ, x)

( τ∫
t0

B̄ij
yk

(s, h(τ, x)) dW j(s)
)
dτ =

=
N∑

k=1

t∫
t0

( t∫
s

hk
t (τ, x)B̄

ij
yk

(s, h(τ, x)) dτ
)
dW j(s) =

t∫
t0

( t∫
s

dτ B̄
ij(s, h(τ, x))

)
dW j(s) =

=

t∫
t0

(
B̄ij(s, h(t, x))− B̄ij(s, h(s, x))

)
dW j(s).

Таким образом, из уравнений (8) получаем соотношения

N∑
k=1

t∫
t0

hk
t (τ, x)ṽ

i
yk

(τ, h(τ, x)) dτ = ṽi(t0, h(t, x))− ṽi(t0, h(t0, x)) +

+
( t∫

t0

Āi(s, h(t, x)) ds+
m∑

j=1

t∫
t0

B̄ij(s, h(t, x)) dW j(s)
)
−

−
( t∫

t0

Āi(s, h(s, x)) ds+
m∑

j=1

t∫
t0

B̄ij(s, h(s, x)) dW j(s)
)
.

Следовательно, выполняя замену y = h(t, x) в уравнении (5), имеем

ṽi(t, h(t, x)) = ṽi(t0, h(t0, x)) +

t∫
t0

Āi(τ, h(τ, x)) dτ +

+
N∑

k=1

t∫
t0

hk
t (τ, x)ṽ

i
yk

(τ, h(τ, x)) dτ +
m∑

j=1

t∫
t0

B̄ij(τ, h(τ, x)) dW j(τ). (9)

Это означает, что функции ṽi являются процессами Ито. Уравнение (9) можно записать
в дифференциальной форме

dv̂i = Âi dt+
m∑

j=1

B̂ij dW j(t),
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где

v̂i(t, x) = ṽi(t, h(t, x)) = vi(α(t), h(t, x)),

Âi(t, x) = Āi(t, h(t, x)) +
N∑

k=1

ṽi
yk

(t, h(t, x))hk
t (t, x) =

= Ai(α(t), h(t, x))α′(t) +
N∑

k=1

vi
yk

(α(t), h(t, x))hk
t (t, x),

B̂ij(t, x) = B̄ij(t, h(t, x)) = Bij(α(t), h(t, x))
√
α′(t).

В этих обозначениях компоненты (4) записываются в виде

ui(t, x) = g̃i(t, x, v̂(t, x)),

где

g̃(t, x, v̂(t, x)) = g̃(t, x, ṽ(t, h(t, x))) = ĝ(α(t), h(t, x), v(α(t), h(t, x))).

С использованием формулы Ито получаем

dui =
[
g̃i
t +

n∑
j=1

Âj g̃i
v̂j +

1

2

n∑
k=1

n∑
σ=1

( m∑
j=1

B̂kjB̂σj
)
g̃i
v̂k v̂σ

]
dt+

n∑
k=1

g̃i
v̂k

m∑
j=1

B̂kj dW j(t),

или

dui =
[
α′ĝi

r +
N∑

k=1

hk
t ĝ

i
yk

+
n∑

j=1

(
α′Aj +

l∑
k=1

vj
yk
hk

t

)
ĝi
vj

+

+
α′

2

n∑
k=1

n∑
σ=1

( m∑
j=1

BkjBσj
)
ĝi
vkvσ

]
dt+

√
α′

n∑
k=1

ĝi
vk

m∑
j=1

Bkj dW j(t). (10)

В уравнениях (10) величины ĝr, ĝyk
, ĝvk , ĝvkvσ , A, B необходимо выразить через функции

α, h, g, u и их производные. С этой целью рассмотрим тождества

ui = ĝi(α(t), h(t, x), g(t, x, u)) (i = 1, n ). (11)

Дифференцируя уравнения (11) по каждой переменной uj , получаем

ĝi
vj = det (M)−1 det (M i,j) (j = 1, n ), (12)

где матрицы M и M ij имеют различные j-е столбцы:

M =


g1
u1 · · · gn

u1

· · · · ·
· · · · ·
g1
un · · · gn

un

 , M i,j =


g1
u1 · 0 · gn

u1

· · 0 · ·
· · 1i,j · ·
g1
un · 0 · gn

un

 .

В то же время, дифференцируя уравнения (11) относительно t, xk, находим

ĝi
r = det (∆)−1 det (∆0), ĝi

yk
= det (∆)−1 det (∆k+1) (k = 1, N ),

где матрицы ∆ и ∆k+1 имеют различные (k + 1)-е столбцы:

∆ =


α′ h1

t · · hN
t

0 h1
x1

· · hN
x1

· · · · ·
· · · · ·
0 h1

xN · · hN
xN

 , ∆k+1 =


α′ h1

t · λ0 · hN
t

0 h1
x1

· λ1 · hN
x1

· · · · · ·
· · · · · ·
0 h1

xN
· λN · hN

xN

 ,
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λ0 = −
n∑

j=1

ĝi
vjg

j
t , λk = −

n∑
j=1

ĝi
vjg

j
xk
.

Дифференцируя первое уравнение в (12) по uj , получаем

ĝi
vjvk = det (M)−1 det (M̄ i,k) (i = 1, n, k = 1, n ),

где

M̄ i,k =


g1
u1 · Λi,1 · gn

u1

· · · · ·
· · · · ·
g1
un · Λi,n · gn

un

 ,

компоненты матрицы M̄ i,k в k-м столбце имеют вид

Λi,σ =
∂

∂uσ
ĝi
vj .

Производные vi
yk

(α(t), h(t, x)) получены из соотношений

vi(α(t), h(t, x)) = gi(t, x, u(t, x)). (13)

Дифференцируя уравнения (13) по t и xk, находим

vi
yk

= det (∆)−1 det (Θi,k),

где

Θi,k =


α′ h1

t · θ0 · hN
t

0 h1
x1

· θ1 · hN
x1

· · · · · ·
· · · · ·
0 h1

xN
· θN · hN

xN

 ,

компоненты матрицы Θi,k в (k + 1)-м столбце имеют вид

θ0 = gi
t +

n∑
j=1

gi
uju

j
t , θσ = gi

xσ +
n∑

j=1

gi
uju

j
xσ .

Уравнения (10) запишем в более простом виде

dui = F i(t, x, u, uxk
, uxkxl

) dt+
m∑

j=1

Gij(t, x, u) dW j(t) (i = 1, n ).

По определению инвариантность уравнения (1) относительно данной группы преобразо-
ваний означает справедливость равенств

F i(t, x, u, uxk
, uxkxl

, a) = Ai(t, x, u, uxk
, uxkxl

), Gij(t, x, u, a) = Bij(t, x, u)

∀ t, x, u, uxk
, uxkxl

, a, i = 1, n, j = 1,m, k = 1, N, l = 1, N.

Дифференцируя F и G по групповому параметру a, получаем

∂F i

∂a

∣∣∣
a=0

= X̃(Ai − ui
t),

∂Gij

∂a

∣∣∣
a=0

= X̃Bij +
Bij

2
ψt −

n∑
k=1

Bkjζui

uk ,
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гдеX = ψ(t)∂t+ξ
xk(t, x) ∂xk

+ζui
(t, x, u) ∂ui ; X̃ — продолженный операторX с измененным

коэффициентом:

ζui
t =

n∑
j=1

(
Ajψt + Ajζi

uj +
1

2

n∑
k=1

( m∑
σ=1

BjσBkσ
)
ζi
ujuk

)
. (14)

Иными словами, X̃ui
t = ζui

t , где ζui
t определяется по формуле (14).

2. Групповой анализ стохастических уравнений газовой динамики. Разра-
ботанные выше методы группового анализа применяются при исследовании стохастиче-
ских уравнений гидрогазодинамики. Большинство вычислений были выполнены с помо-
щью программы символьных вычислений Reduce [35].

2.1. Решение определяющих уравнений. Рассмотрим дифференциальные уравнения га-
зовой динамики со стохастической правой частью, которую можно интерпретировать как
случайные внешние силы:

ρt + uρx + ρux = 0, pt + upx + γpux = 0,

du = −(uux + ρ−1px) dt+B(t, x, u, p, ρ) dw(t).
(15)

Здесь γ — показатель политропы газа; функция B задает стохастические внешние силы.
Инфинитезимальный оператор будем искать в форме

X = ψ(t) ∂t + ξ(t, x) ∂x + ζu(t, x, u, p, ρ) ∂u + ζp(t, x, u, p, ρ) ∂p + ζρ(t, x, u, p, ρ) ∂ρ.

Продолженный оператор X̃ получается по обычным формулам продолжения с учетом (14).
Применяя продолженный оператор X̃ к уравнениям (15):

X̃(ρt + uρx + ρux) = 0, X̃(pt + upx + γpux) = 0, X̃(ut + uux + ρ−1px) = 0; (16)

X̃B +Bψt/2−Bζu
u = 0 (17)

и подставляя в них производные ρt = −(uρx+ρux), pt = −(upx+γpux), получаем определя-
ющие уравнения, решение которых, как и в случае детерминированных уравнений газовой
динамики, зависит от показателя политропы γ.

В случае γ = 3 решением определяющих уравнений (16) является оператор

X = c1X1 + c2X2 + c3X3 + c4X4 + c5X5 + c6X6 + c7X7,

где

X1 = ∂t, X2 = ∂x, X3 = t ∂t + x ∂x, X4 = t ∂x + ∂u, X5 = t ∂t − u ∂u + 2ρ ∂ρ,

X6 = p ∂p + ρ ∂ρ, X7 = t2 ∂t + tx ∂x + (x− tu) ∂u − 3tp ∂p − tρ ∂ρ.

Если γ 6= 3, то допустимый оператор имеет вид

X = c1X1 + c2X2 + c3X3 + c4X4 + c5X5 + c6X6.

Следует отметить, что решение определяющих уравнений (16) для стохастических
уравнений газовой динамики совпадает с решением определяющих уравнений для детер-
минированных уравнений газовой динамики. Также заметим, что осталось нерешенным
уравнение (17). Это уравнение определяет функцию B, которая будет найдена ниже вместе
с представлением инвариантного решения.

2.2. Примеры инвариантных решений. Рассмотрим приведенный в [9. С. 258] класс
инвариантных решений, соответствующих оператору X3 − X5 + βX6. Функция B, соот-
ветствующая этому оператору, находится из уравнения (17):

(X3 −X5 + βX6)B −Bζu
u = xBx + uBu + βpBp + (β − 2)ρBρ −B = 0.
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Решение полученного уравнения имеет вид

B = xµ(t, x−1u, x−βp, x2−βρ), (18)

где µ — произвольная функция четырех аргументов.
Представление инвариантного решения имеет вид

u = xϕ1(t), p = xβϕ2(t), ρ = xβ−2ϕ3(t). (19)

Подставляя (18), (19) в (15), получаем систему обыкновенных стохастических дифферен-
циальных уравнений

ϕ3
t + (β − 1)ϕ1ϕ3 = 0, ϕ2

t + (β + γ)ϕ1ϕ2 = 0,

dϕ1 = −
(
(ϕ1)2 + βϕ2/ϕ3

)
dt+ µ(t, ϕ1, ϕ2, ϕ3) dw.

Поскольку t— инвариант, функция w(t), описывающая броуновское движение, не меняется
и фактор-система остается системой стохастических дифференциальных уравнений.

Рассмотрим класс автомодельных решений, соответствующих оператору

Y = (2(α̃+ 1) + β)X6 + α̃X3 − (α̃+ 1)X5.

Инварианты и подынтегральная функция B в интеграле Ито находятся из уравнений

Y J = −tJt + α̃xJx + (α̃+ 1)uJu + (2(α̃+ 1) + β)pJp + βρJρ = 0,

Y B + ψt/2− ζu
u = 0.

Если α̃ = 0, то

B = t−3/2µ(x, tu, ptβ+2, ρtβ) (20)

и представление инвариантного решения имеет вид

u = t−1ϕ1(x), p = t−(β+2)ϕ2(x), ρ = t−βϕ3(x). (21)

Подставляя (20), (21) в (15), получаем следующую фактор-систему:

ϕ3(ϕ1
x − β) + ϕ3

xϕ
1 = 0, ϕ1ϕ2

x + ϕ2(γϕ1
x − (β + 2)) = 0,

ϕ1 −
(
ϕ1ϕ1

x +
ϕ2

x

ϕ3

)
= µ(x, ϕ1, ϕ2, ϕ3)

( tt0
t0 − t

t∫
t0

s−3/2 dw(s)
)
.

(22)

Так как функции ϕi (i = 1, 2, 3) не зависят от t, а вариация

var
( tt0
t0 − t

t∫
t0

s−3/2 dw(s)
)

=
tt0
t0 − t

t∫
t0

s−3 ds = −t+ t0
2tt0

зависит от времени t, из уравнения (22) следуют соотношения

ϕ1ϕ1
x + ϕ2

x/ϕ
3 = ϕ1, µ(x, ϕ1, ϕ2, ϕ3) = 0.

Таким образом, поскольку функции ϕi (i = 1, 2, 3) не зависят от t, данное инвариантное
решение стохастических уравнений сводится к решению детерминированных уравнений

газовой динамики.
Если α̃ 6= 0, то инваринты определяются из решения уравнения

−tJt + xJx/α+ (1/α+ 1)uJu + (2(1/α+ 1) + β)pJp + βρJρ = 0
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и представление инвариантного решения имеет вид

u = xt−1ϕ1(xαt), p = x2t−β−2ϕ2(xαt), ρ = t−βϕ3(xαt). (23)

Здесь α = α̃−1. Функция B в интеграле Ито находится из уравнения

−tBt + xBx/α+ (1/α+ 1)uBu + (2(1/α+ 1) + β)pBp + βρBρ − (1/α+ 3/2)B = 0.

Тогда

B = xt−3/2µ(xαt, utx−1, ptβ+2x−2, ρtβ). (24)

Подставляя (23), (24) в (15), получаем фактор-систему, состоящую из двух детерми-
нированных и одного стохастического дифференциальных уравнений:

αϕ1
zϕ

3z + ϕ3
zz(αϕ

1 + 1) + ϕ3(ϕ1 − β) = 0,

αϕ1
zϕ

2γz + ϕ2
zz(αϕ

1 + 1) + ϕ2(−β + ϕ1γ + 2ϕ1 − 2) = 0,

z−1ϕ1(z) = z−1
0 ϕ1(z0)−

z∫
z0

s−2
(
αs

(
ϕ1(s)ϕ1

z(s) +
ϕ2

z(s)

ϕ3(s)

)
−

(
ϕ1(s)

)2
+ 2

ϕ2(s)

ϕ3(s)

)
ds+

+

z∫
z0

s−3/2µ(s, ϕ1(s), ϕ2(s), ϕ3(s)) dW (s),

где v(z) = zx−α = t; z = xαt,

W (z)−W (z0) =

t∫
t0

1√
v′(τ)

dw(τ) =

t∫
t0

xα/2 dw(τ) = xα/2(w(t)− w(t0)).

Так как в последней формуле время t не является инвариантом, то функция w(t), описы-
вающая броуновское движение, заменена на функцию W (z).

3. Групповой анализ стохастических уравнений Навье — Стокса. Исследуем
двумерные стохастические уравнения Навье — Стокса

du1 = [u1
x1x1

+ u1
x2x2

− (u1u1
x1

+ u2u1
x2

+ px1)] dt+B11 dw1(t) +B12 dw2(t),

du2 = [u2
x1x1

+ u2
x2x2

− (u1u2
x1

+ u2u2
x2

+ px2)] dt+B21 dw1(t) +B22 dw2(t), (25)

u1
x1

+ u2
x2

= 0,

где Bij = Bij(t, x, u, p) (1 6 i 6 2, 1 6 j 6 2) — стохастические внешние силы.
Наряду с декартовыми координатами x1, x2, u

1, u2 используем цилиндрические коор-
динаты

r =
√

(x1)2 + (x2)2, θ = arctg (x2/x1), U = u1 cos θ + u2 sin θ, V = u2 cos θ − u1 sin θ.

В цилиндрической системе координат стохастические уравнения Навье — Стокса (25)
имеют вид

dU =
[(
Urr +

1

r
Ur −

U

r2
+

1

r2
Uθθ −

2

r2
Vθ

)
−

(
UUr +

V

r
Uθ −

V 2

r
+ pr

)]
dt+

+ b11 dw1(t) + b12 dw2(t),
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dV =
[(
Vrr +

1

r
Vr −

V

r2
+

1

r2
Vθθ +

2

r2
Uθ

)
−

(
UVr +

V

r
Vθ +

UV

r
+

1

r
pθ

)]
dt+ (26)

+ b21 dw1(t) + b22 dw2(t),

Ur +
U

r
+

1

r
Vθ = 0,

где bij = bij(t, r, θ, U, V, p) (i = 1, 2, j = 1, 2).
3.1. Решение определяющих уравнений. Инфинитезимальный оператор будем искать

в форме

X = ψ(t) ∂t+ξ
x1(t, x) ∂x1 +ξx2(t, x) ∂x2 +ζu1

(t, x, u, p) ∂u1 +ζu2
(t, x, u, p) ∂u2 +ζp(t, x, u, p) ∂p.

Применяя продолженный оператор к уравнениям (25):

X̃
(
u1

x1x1
+ u1

x2x2
− (u1u1

x1
+ u2u1

x2
+ px1)

)
= 0,

X̃
(
u2

x1x1
+ u2

x2x2
− (u1u2

x1
+ u2u2

x2
+ px2)

)
= 0, (27)

X̃
(
u1

x1
+ u2

x2

)
= 0;

X̃B11 +B11ψt/2−B11ζu1

u1 −B21ζu1

u2 = 0, X̃B12 +B12ψt/2−B12ζu1

u1 −B22ζu1

u2 = 0,

X̃B21 +B21ψt/2−B11ζu2

u1 −B21ζu2

u2 = 0, X̃B22 +B22ψt/2−B12ζu2

u1 −B22ζu2

u2 = 0
(28)

и подставляя в них u2
x2

= −u1
x1

, u2
x1x2

= −u1
x1x1

, u2
x2x2

= −u1
x1x2

, получаем определяющие

уравнения. Решением определяющих уравнений (27) являются функции

ψ = 2c1t+ c3, ξx1 = c1x1 − c2x2 + c4ϕ1(t), ξx2 = c1x2 + c2x1 + c5ϕ2(t),

ζu1
= −c1u1 − c2u

2 + c4ϕ
′
1(t), ζu2

= −c1u2 − c2u
1 + c5ϕ

′
2(t),

ζp = −2c1p− c4x1ϕ
′′
1(t)− c5x2ϕ

′′
2(t) + c6µ(t).

Инфинитезимальный оператор, соответствующий этим коэффициентам, имеет вид

X = c1X1 + c2X2 + c3X3 + c4X4 + c5X5 + c6X6,

где

X1 = 2t ∂t + x1 ∂x1 + x2 ∂x2 − u1 ∂u1 − u2 ∂u2 − 2p ∂p,

X2 = −x2 ∂x1 + x1 ∂x2 − u2 ∂u1 + u1 ∂u2 , X3 = ∂t,

X4 = ϕ1(t) ∂x1 + ϕ′1(t) ∂u1 − x1ϕ
′′
1(t) ∂p,

X5 = ϕ2(t) ∂x2 + ϕ′2(t) ∂u2 − x2ϕ
′′
2(t) ∂p, X6 = µ(t) ∂p.

В этом случае, как и в случае уравнений газовой динамики, решение определяющих урав-
нений (27) совпадает с решением определяющих уравнений для детерминированных урав-
нений Навье— Стокса. Одновременно с решением определяющих уравнений (28) строится
представление инвариантного решения.

3.2. Примеры инвариантных решений. Ряд инвариантных решений детерминирован-
ных уравнений Навье — Стокса приведен в [10]. Чтобы провести сравнение с этими ре-
шениями, рассмотрим два класса инвариантных решений стохастических уравнений На-
вье — Стокса. Сначала рассмотрим класс инвариантных решений относительно подал-
гебры {X1, X3}. Подынтегральные функции bij в интеграле Ито должны удовлетворять
уравнениям

X3b
ij = bijt = 0, X1b

ij + 2bij = rbijr − UbijU − V bijV − 2pbijp + 2bij = 0.
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Таким образом,

bij =
ψij(θ, Ur, V r, pr2)

r2
, (29)

и представление инвариантного решения имеет вид

U =
ϕ1(θ)

r
, V =

ϕ2(θ)

r
, p =

ϕ3(θ)

r2
. (30)

Подставляя (29), (30) в (26), получаем

ϕ1

r
=
ϕ1

r
+

z∫
z0

1

r

(
ϕ1

θθ − ϕ2ϕ1
θ − 2ϕ2

θ + (ϕ1)2 + (ϕ2)2 + 2ϕ3
)
ds+

+

z∫
z0

ψ11

r
dW 1(s) +

z∫
z0

ψ12

r
dW 2(s),

ϕ2

r
=
ϕ2

r
+

z∫
z0

1

r

(
ϕ2

θθ − ϕ2ϕ2
θ + 2ϕ1

θ − ϕ3
θ

)
ds+

z∫
z0

ψ21

r
dW 1(s) +

z∫
z0

ψ22

r
dW 2(s),

ϕ2
θ = 0,

т. е.

−
(
ϕ1

θθ − ϕ2ϕ1
θ + (ϕ1)2 + (ϕ2)2 + 2ϕ3

)
(z − z0) =

= ψ11
(
W 1(z)−W 1(z0)

)
+ ψ12

(
W 2(z)−W 2(z0)

)
,(

−2ϕ1
θ + ϕ3

θ

)
(z − z0) = ψ21

(
W 1(z)−W 1(z0)

)
+ ψ22

(
W 2(z)−W 2(z0)

)
, (31)

ϕ2
θ = 0,

где v(z) = zr2 = t; z = tr−2,

W (z) =

t∫
0

1√
v′
dw(τ) =

t∫
t0

1

r
dw(τ) =

1

r
(w(t)− w(t0)). (32)

Поскольку производная функции, описывающей броуновское движение, не определена в
точке z0, из уравнений (31) следуют условия

ϕ1
θθ − ϕ2ϕ1

θ + (ϕ1)2 + (ϕ2)2 + 2ϕ3 = 0, 2ϕ1
θ − ϕ3

θ = 0.

Можно показать, что если в случае независимых функций W 1 и W 2, описывающих бро-
уновские движения, имеет место уравнение

h1 dW 1(z) + h2 dW 1(z) = 0, (33)

где h1, h2 не зависят от z, то h1 = 0, h2 = 0. Таким образом, как и для уравнения (22),
в данном случае фактор-система состоит из детерминированных уравнений

ϕ1
θθ − ϕ2ϕ1

θ + (ϕ1)2 + (ϕ2)2 + 2ϕ3 = 0,

2ϕ1
θ − ϕ3

θ = 0, ϕ2
θ = 0, ψij(θ, ϕ1, ϕ2, ϕ3) = 0 (i = 1, 2, j = 1, 2).
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Рассмотрим другой класс инвариантных решений, а именно класс решений, инвари-
антных относительно подалгебры {X1, X2}. Подынтегральные функции bij в интеграле
Ито должны удовлетворять уравнениям

X2b
ij = bijθ = 0, X1b

ij + 2bij = 2tJt + rbijr − UbijU − V bijV − 2pbijp + 2bij = 0.

Тогда

bij =
ψij(z, Ur, V r, pr2)

r2
(34)

и представление инвариантного решения имеет вид

U =
ϕ1(z)

r
, V =

ϕ2(z)

r
, p =

ϕ3(z)

r2
, z =

t

r2
. (35)

Подставляя (34), (35) в (26), получаем фактор-систему(
2zϕ3

z + (ϕ1)2 + (ϕ2)2 + 2ϕ3
)
dz +

+ ψ11(z, ϕ1, ϕ2, ϕ3) dW 1(z) + ψ12(z, ϕ1, ϕ2, ϕ3) dW 2(z) = 0,

dϕ2 = 2z
(
2zϕ2

zz + (ϕ1 + 4)ϕ2
z

)
dz +

+ ψ21(z, ϕ1, ϕ2, ϕ3) dW 1(z) + ψ22(z, ϕ1, ϕ2, ϕ3) dW 2(z),

ϕ1
z = 0,

где функции W i(z) определяются по формуле (32).
Заключение. В работе групповой анализ впервые используется при построении ин-

вариантных решений стохастических дифференциальных уравнений газо- и гидродина-
мики. Установлено, что если в представлении инвариантного решения время t не входит
в инвариантную независимую переменную, то фактор-система состоит из детерминиро-
ванных уравнений и подынтегральные функции в интегралах Ито обращаются в нуль на

инвариантном решении. Если время входит в инвариантную независимую переменную,
то фактор-система остается системой стохастических дифференциальных уравнений. При
этом, если время является инвариантом, то функция, описывающая броуновское движение,
остается той же, что и в исходных уравнениях, в противном случае функция, описываю-
щая броуновское движение в фактор-системе, изменяется по сравнению с соответствую-
щей функцией в исходных уравнениях. Другой особенностью получения фактор-системы
является то, что подынтегральная функция в интеграле Ито должна иметь особый вид,
зависящий от вида допустимой группы.

Авторы выражают благодарность Б. Боучарду за консультации по поводу формул (7)
и (33) и В. В. Рагулину за ценные замечания.
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23. Alexandrova O. V. Group analysis of the Itô stochastic system // Different. Equat. Dynam.
Syst. 2006. V. 14, N 3/4. P. 255–280.

24. Gaeta G., Quinter N. R. Lie-point symmetries and differential equations // J. Phys. A. 1999.
V. 32. P. 8485–8505.

25. Gaeta G. Symmetry of stochastic equations // Symmetry in nonlinear mathematical physics.
Kyiv: Inst. of Math. of NAS of Ukraine, 2004. P. 98–109.
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