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ВВЕДЕНИЕ

Диаметр на высоте груди (diameter at breast 
height – DBH) и высота (height – h) дерева явля-
ются одними из наиболее важных таксационных 
показателей, применяемых в лесном хозяйстве. 
По сравнению с диаметром высота определяется 
намного сложнее, процесс измерения занимает 
больше времени, а полученные значения могут 
сильно отличаться от фактических (Colbert et al., 
2002). Поэтому, как правило, измеряют высоту 

не всех деревьев на участке. При проведении 
таксационных работ по результатам выбороч-
ных измерений высота обычно рассчитывается 
по парной зависимости от толщины деревьев 
или значения берутся из таблиц в соответствии 
с разрядом высот. Еще один способ определения 
высоты – расчетный, когда значения находятся 
по регрессионным уравнениям, выведенным 
для конкретных древесных пород и условий 
произрастания. При этом особую актуальность 
имеет вопрос о точности моделей, передающих 
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зависимость между высотой и диаметром дере-
вьев, и в литературе он является дискуссионным 
(Lei et al., 2009; El Mamoun et al., 2013; Mehtätalo 
et al., 2015; Лебедев, Кузьмичев, 2020).

Модели «высота – диаметр» по обобщающей 
способности можно классифицировать следую-
щим образом: 1)  простые, которые выражают 
высоту как функцию только от диаметра на вы-
соте груди, и 2) сложные (также известные как 
обобщенные), в которые помимо значений диа-
метров включаются такие показали, как средние 
высота и диаметр древостоя, сумма площадей 
сечений, возраст, число деревьев, класс боните-
та и др. Преимуществом обобщенных моделей 
считается возможность их применения для про-
гнозирования значений высоты за пределами 
мест сбора экспериментального материала, в то 
время как простые модели выражают частную 
зависимость, которая не может быть распро-
странена для предсказания значений высоты де-
ревьев на других участках.

Множество простых моделей по сложности 
можно классифицировать на двух-, трехпара-
метрические и с большим количеством параме-
тров. Трехпараметрические модели по сравне-
нию с двухпараметрическими более гибкие и 
позволяют детальнее передавать зависимость. 
Но, например, в работе (Mehtätalo et al., 2015) по 
результатам подгонки 16  нелинейных функций 
по 28  наборам данных для разных древесных 
пород и регионов показано, что двухпараметри-
ческие модели в большинстве случаев предпоч
тительнее в использовании. В качестве пробле-
мы применения трехпараметрических моделей 
можно отметить недостижение сходимости ре-
шения при подборе коэффициентов (Mehtätalo 
et al., 2015; Ogana, 2018). Эта проблема решает-
ся путем установки фиксированного значения 
одного из параметров, что сказывается на точ-
ности получаемой зависимости.

Выделяются два вида сложных моделей 
(Sharma et al., 2016). В первом подходе наряду с 
диаметром деревьев в качестве дополнительных 
переменных выступают таксационные показате-
ли древостоя. Такие модели получили название 
обобщенные простые, или модели фиксиро-
ванных эффектов. Зачастую значения их пара- 
метров могут быть оценены методом наимень-
ших квадратов. Во втором подходе (модели 
смешанных эффектов) сначала прогнозирует-
ся предварительно заданная кривая «высота  – 
диаметр», а после выполняется предсказание 
случайного эффекта, которое калибрует перво-
начальную кривую и обеспечивает подгонку за-

висимости к исходным данным (Mehtätalo et al., 
2015). Преимуществами моделей смешанных 
эффектов можно считать, что они позволяют 
работать с минимальным размером выборок и 
обеспечивают большую точность.

Еще одним вариантом классификации моде-
лей «высота – диаметр» можно считать их разде-
ление на линейные и нелинейные. Традиционно 
предпочтительными считаются линейные моде-
ли, так как имеется устоявшаяся и общепринятая 
методика их оценки. Результаты тестирования 
46 простых и сложных моделей «высота – диа-
метр» для молодняков культур ели черной Picea 
mariana (Mill.) Britton, Sterns  & Poggenb. и со-
сны Банкса Pinus banksiana Lamb. в Канаде по-
казали лучшее качество линейных моделей над 
нелинейными (Lei et  al., 2009). Использование 
нелинейных моделей в настоящее время редко 
бывает проблематичным (Mehtätalo et al., 2015). 
Кроме того, в публикациях (Arabazis, Burkhart, 
1992; Huang et al., 1992), в которых проводится 
сравнение различных функций, отмечается пре-
имущество нелинейных моделей над линейны-
ми.

Основой для разработки обобщенных мо-
делей являются простые функции, отражаю-
щие парную связь между высотой и диаметром 
на локальном уровне. На этапе спецификации 
сложных моделей важно закладывать в их осно-
ву простые зависимости, которые по комплексу 
критериев можно считать лучшими. 

Цель работы – по материалам измерения 
модельных деревьев в березовых древостоях из 
множества трехпараметрических моделей вы-
брать наиболее адекватную, которая передает 
зависимость высоты деревьев от их диаметра на 
высоте груди.

МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ 

Данными для исследования послужили ма-
териалы измерения модельных деревьев березы 
на 23 пробных площадях (ПП) в Лесной опыт-
ной даче Московского сельскохозяйственного 
института (ныне Российский государственный 
аграрный университет – Московская сельско-
хозяйственная академия им.  К.  А.  Тимирязева) 
в период с 1905 по 1917 г. Возраст древостоев, 
в которых проводился обмер модельных дере-
вьев, составлял от 20 до 85  лет, средний диа-
метр – от 3 до 30 см, средняя высота – от 6 до 
27  м. На опытных участках измеряли от 35 до 
153 деревьев, всего учтено 2201 дерево с диаме-
тром от 0.5 до 42.1 см и высотой от 2.0 до 28.7 м. 

А. В. Лебедев, В. В. Кузьмичев
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Измерение диаметра на высоте груди проводили 
у растущих деревьев от шейки корня. В молод-
няках измерение высоты выполнялось мерной 
лентой от шейки корня с использованием лест-
ницы. В средневозрастных и приспевающих дре-
востоях (лесные культуры) проводили вырубку 
каждого второго ряда, а в спелых – сплошную. 
Как было принято в лесотаксационных иссле-
дованиях начала XX в. (например, А. А. Крюде-
нер, 1911), при проведении рубки длину ствола 
определяли без учета пня.

Статистическая характеристика выборок 
(mean – средняя арифметическая; std – средне-
квадратическое отклонение; min – минимальное 
значение; max – максимальное значение; n – ко-
личество наблюдений; R – коэффициент корре-
ляции) приведена в табл. 1. 

Во всех случаях теснота связи по коэффици-
енту корреляции Пирсона (R) между диаметром 
и высотой характеризуется как высокая.

Методика анализа данных предполагала на 
первом этапе построение парных визуализаций 
зависимости высоты от диаметра и проверку 
выборок на наличие выбросов. В дальнейшем 
для каждой из ПП проводили определение па-

раметров для 11 трехпараметрических моделей, 
наиболее часто встречающихся в литературных 
источниках, общий вид которых приведен в 
табл. 2.

Параметры моделей вычисляли путем ми-
нимизации среднеквадратической ошибки. Ис-
пользуемый метод оптимизации функции ошиб-
ки – дифференциальная эволюция (Storn, Price, 
1997). Данный метод позволяет находить гло-
бальный минимум недифференцируемых, не-
линейных, мультимодальных функций и прост 
в реализации. Для каждого полученного уравне-
ния рассчитывали следующие метрики, позво-
ляющие судить о качестве модели:

– квадратный корень из среднеквадратиче-
ской ошибки (RMSE)

	

2ˆ( )i iy yRMSE
n
−

= ∑ ,	 (1)

– коэффициент детерминации (R2)
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Верификация трехпараметрических моделей зависимости высоты от диаметра на высоте груди...

Таблица 1. Характеристика экспериментальных данных

№
Диаметр Высота

n R
mean std min max mean std min max

1 27.1 7.0 11.5 42.1 24.7 3.1 14.5 28.7 65 0.720
2 10.5 3.5 3.4 21.3 13.3 2.2 5.6 16.9 142 0.829
3 11.2 4.2 2.7 19.9 13.8 2.9 5.8 17.5 149 0.879
4 13.3 4.0 3.7 23.0 15.1 2.2 5.4 18.3 149 0.817
5 12.2 4.7 3.4 22.7 14.4 3.0 5.5 19.3 141 0.875
6 11.7 4.6 2.2 24.0 14.4 3.1 3.9 19.2 133 0.888
7 13.1 4.6 3.0 24.3 15.6 3.1 5.3 20.7 136 0.888
8 13.0 4.8 3.2 24.4 15.0 3.3 3.7 19.6 153 0.864
9 14.3 4.8 4.4 25.3 16.3 3.1 7.0 21.7 130 0.861
10 15.4 4.3 6.8 25.8 18.0 2.2 11.2 22.0 100 0.806
11 29.2 5.8 17.1 42.8 26.1 1.9 18.6 28.5 56 0.749
12 12.6 4.5 3.9 22.0 13.9 2.6 6.7 19.0 67 0.892
13 12.2 2.6 7.7 18.3 11.4 1.2 8.5 14.2 50 0.784
14 14.5 3.9 4.7 23.1 14.9 1.9 8.9 18.2 57 0.873
15 14.9 4.0 5.3 23.7 15.2 2.3 7.4 18.0 52 0.820
16 15.2 5.0 2.6 22.4 15.3 3.1 5.0 18.5 52 0.905
17 21.4 5.0 12.7 39.0 23.0 1.9 16.8 25.7 37 0.720
18 7.0 2.1 3.5 14.0 11.4 1.7 6.2 14.7 98 0.903
19 4.7 1.6 1.4 7.4 7.4 1.3 3.8 9.7 35 0.908
20 10.0 3.0 5.0 17.1 13.1 1.9 8.2 16.2 99 0.870
21 2.7 1.3 0.5 6.8 5.2 1.3 2.0 8.3 100 0.907
22 7.4 2.7 3.1 14.3 10.4 1.8 5.4 13.2 100 0.876
23 4.1 1.2 1.4 7.4 7.1 1.0 4.2 9.7 100 0.874
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– информационный критерий Акаике (AIC)

	

2ˆ( )
2 ln i iy y

AIC k n
n
−

= + ∑ ,	 (3)

– информационный критерий Байеса (BIC)
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где k – количество параметров модели (в нашем 
случае k = 3), n  – количество наблюдений, yi  – 
фактическое значение, ˆiy   – предсказанное по 
модели значение.

Модель, для которой на большинстве вы-
борок (ПП) получены наибольшие значения 
коэффициента детерминации и наименьшие – 
информационных критериев и среднеквадрати-
ческой ошибки, признавалась лучшей. Обработ-
ку экспериментальных материалов проводили 
с использованием Python 3.5 + NumPy 1.17.1 + 
+ SciPy 1.3.2.

РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ

К функциям, передающим зависимость 
между высотой и диаметром, предъявляются 
определенные требования: 1)  свободный член 
уравнения должен иметь значение  1.3, 2)  кри-
вая должна быть возрастающей и иметь гори-
зонтальную асимптоту (Подмаско, 1973). Для 
всех рассматриваемых в работе моделей первое 
требование выполняется. С учетом найденных 
коэффициентов модели № 2, 7, 9, 11 не удовлет-
воряют второму требованию, поэтому из даль-
нейшего рассмотрения исключаются.

В табл. 3 представлены итоговые усреднен-
ные оценки (через количество ПП) качества мо-
делей по всем выборкам. 

По комплексу метрик (RMSE, R2, AIC, BIC) 
худший результат показала модель № 6 (средние 
значения RMSE = 1.043; R2 = 0.774; AIC = 10.0; 
BIC = 195.4). Оставшиеся модели № 1, 3, 4, 5, 
8, 10 показали примерно одинаковые оценки 
качества. Принимая во внимание значения мет

А. В. Лебедев, В. В. Кузьмичев

Таблица 2. Трехпараметрические модели зависимости высоты деревьев 
от таксационного диаметра

№ Модель Источник

1
3

1

2

1.3
1 b

bh
b DBH −= +

+
Huang et al., 2000

2
2

2
1 2 3

1.3 DBHh
b b DBH b DBH

= +
+ +

Huang et al., 1992

3 3
1 21.3 (1 exp( ))bh b b DBH= + − − Yang et al., 1978

4 3
1 21.3 (1 exp( ))bh b b DBH= + − − Peng et al., 2001

5 1 2 31.3 exp( exp( ))h b b b DBH= + − − Huang et al., 1992

6 3
1 21.3 exp( )bh b b DBH= + + Larsen, Hann, 1987

7
2

1
3

1.3 exp bh b
DBH b

 
= + + + 

Ratkowsky, Giles, 1990

8 3
1 21.3 exp( )bh b b DBH −= + − Stage, 1963

9 2 3
11.3 b b DBHh b DBH += + Sharma, 2009

10 1
1 1 1

1

3
2

3

1 exp( )
1.3 ( 1.3 )

1 exp( 100 )

b
b b b b DBH

h b
b

 − −
= + − − − 

Schnute, 1981

11 2
1 2 31.3h b DBH b DBH b DBH= + + + Атрощенко, 2004
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рик качества и интерпретируемость параметров 
уравнения, лучшей условно можно считать 
модель №  4 (средние значения RMSE  =  0.895; 
R2 = 0.827; AIC = –21.1; BIC = 164.3), которая из-
вестна в литературе как уравнение Митчерлиха, 
Дракина – Вуевского или Чапмана – Ричардса и 
часто используется в лесотаксационных иссле-
дованиях. Коэффициенты уравнения имеют чет-
кую интерпретацию: b1 – параметр предельного 
значения высоты, b2  – параметр крутизны кри-
вой, b3 – параметр формы кривой.

Со статистической точки зрения получен-
ные различия в качестве моделей не являются 
значимыми на 5 % уровне. Сравнение средних с 
применением двухвыборочного t-теста для раз-
личных дисперсий при проверке двухсторонней 
альтернативы для модели № 4 с лучшим реше-
нием и модели № 6 с худшим решением пока-
зало, что для RMSE t = 1.56 (p-значение = 0.12), 
для R2 t  =  –2.01(p-значение  =  0.05), для AIC 
t  = 1.56 (p-значение  = 0.13) и для BIC t  = 0.92 
(p-значение  =  0.36). Между всеми остальными 
сравниваемыми парами моделей различия так-
же оказались статистически незначимыми. Та-
ким образом, выбор лучшей модели в некоторой 
степени можно считать субъективным. Данные 
табл. 4, в которой приводятся выровненные по 
уравнениям значения высоты для молодняков, 
средневозрастных, приспевающих и спелых 
древостоев, подтверждают этот вывод.

Во всех группах возраста полученные значе-
ния коэффициента вариации (CV) указывают на 
незначительную изменчивость значений высо-
ты, полученных по моделям. Для каждой груп-

пы возраста характерна максимальная измен-
чивость значений высоты только для деревьев 
с минимальным диаметром на высоте груди. 
Для молодняков при DBH = 0.5 см CV = 11.6 %, 
для средневозрастных при DBH = 2.7  см CV  = 
= 18.3 %, для приспевающих при DBH = 12.7 см 
CV  =  4.4  % и для спелых при DBH  =  17.1 
CV = 1.2 %. Для всех остальных диаметров, при-
веденных в табл.  4, коэффициент вариации не 
превышает значения 5  %. Стоит отметить, что 
для деревьев с диаметром, близким к среднему, 
наблюдаются минимальные различия в значени-
ях высоты между моделями, так как большее ко-
личество наблюдений в выборках приходится на 
них. К достижению возраста спелости различия 
между моделями становятся несущественными, 
коэффициент вариации находится в диапазоне 
от 0.1 до 1.2 %.

В табл. 5 приведены значения параметров и 
метрик качества модели № 4, которая показыва-
ет одно из лучших решений. 

Значения RMSE изменяются от 0.384 до 
1.536, R2 – от 0.661 до 0.925, AIC – от –185.6 до 
81.8 и BIC – от 8.4 до 374.8. Для параметров мо-
дели характерна высокая изменчивость в зави-
симости от возраста древостоев.

Наименьшие значения параметра b1 получе-
ны для молодняков (ПП  21, b1  =  6.103), а наи-
большие – для спелых (ПП  1, b1  =  26.056). Со 
старением древостоев (увеличением средних 
диаметра и высоты) происходит уменьшение па-
раметра b2 и увеличение параметра b3: для ПП 21 
b2 = 0.580 и b3 = 1.423, а для ПП 1 b2 = 0.139 и 
b3 = 3.101.

Верификация трехпараметрических моделей зависимости высоты от диаметра на высоте груди...

Таблица 3. Итоговые оценки качества моделей

Модель 
№

RMSE R2 AIC BIC

min mean max min mean max min mean max min mean max

1 0.377 0.895 1.560 0.607 0.827 0.925 –189.0 –21.1 81.6 5.0 164.3 375.0
2 0.375 0.894 1.537 0.607 0.827 0.924 –190.0 –21.2 81.5 4.0 164.2 375.1
3 0.387 0.894 1.516 0.609 0.827 0.925 –184.1 –21.0 81.9 9.9 164.4 375.2
4 0.384 0.895 1.536 0.609 0.827 0.925 –185.6 –21.1 81.8 8.4 164.3 374.8
5 0.395 0.900 1.529 0.609 0.825 0.925 –179.9 –20.3 82.9 14.1 165.1 376.4
6 0.464 1.043 1.922 0.587 0.774 0.885 –147.7 10.0 122.1 20.9 195.4 422.1
7 0.375 0.900 1.606 0.607 0.826 0.924 –190.1 –20.0 81.5 3.9 165.4 376.0
8 0.375 0.899 1.579 0.607 0.826 0.923 –190.0 –20.3 81.5 4.0 165.1 375.7
9 0.404 0.902 1.481 0.611 0.824 0.925 –175.1 –18.8 82.8 16.6 166.6 377.5

10 0.387 0.895 1.533 0.609 0.827 0.925 –183.7 –21.0 81.9 10.3 164.4 375.3
11 0.417 0.910 1.485 0.612 0.821 0.924 –169.0 –16.5 84.1 17.2 168.3 380.8
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На рисунке показана зависимость, выражен-
ная степенной функцией, параметров модели 
№ 4 от таксационного диаметра древостоя, кото-
рый часто включается в структуру обобщенных 
моделей (Sloboda et al., 1993). 

Наиболее тесную связь со средним диа-
метром имеют параметры b1 (R2  =  0.887) и b2 
(R2 = 0.733). 

Слабо связанным со среднеквадратическим 
диаметром является коэффициент b3 (R2 = 0.320). 

А. В. Лебедев, В. В. Кузьмичев

Таблица 4. Рассчитанные по моделям значения высоты для различных групп возраста

Диаметр, 
см

Значения высоты, рассчитанные по номеру моделей, м
CV, %

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Молодняки (ПП 21)
0.5 2.1 2.0 2.2 2.2 2.3 2.8 2.0 1.9 2.4 2.3 2.5 11.6
1.2 3.6 3.6 3.6 3.6 3.5 3.8 3.6 3.6 3.6 3.6 3.7 2.3
1.9 4.8 4.8 4.7 4.7 4.7 4.6 4.8 4.8 4.7 4.7 4.7 1.0
2.6 5.6 5.6 5.6 5.6 5.6 5.3 5.6 5.6 5.5 5.6 5.5 1.4
3.3 6.1 6.1 6.2 6.2 6.2 5.9 6.1 6.1 6.1 6.2 6.1 1.1
4.0 6.5 6.5 6.6 6.6 6.6 6.5 6.5 6.5 6.6 6.6 6.6 0.6
4.7 6.8 6.8 6.9 6.8 6.8 7.0 6.8 6.9 6.9 6.8 7.0 1.0
5.4 7.1 7.1 7.0 7.0 6.9 7.5 7.1 7.1 7.1 7.0 7.2 2.1
6.1 7.2 7.3 7.2 7.2 7.0 8.0 7.3 7.3 7.2 7.2 7.2 3.4
6.8 7.4 7.4 7.2 7.2 7.0 8.4 7.5 7.5 7.2 7.2 7.2 5.0

Средневозрастные (ПП 3)
2.7 4.6 4.5 4.9 4.8 5.1 7.6 4.4 4.2 5.5 4.9 5.7 18.3
4.6 8.3 8.2 8.3 8.3 8.3 9.5 8.6 8.5 8.4 8.2 8.5 4.3
6.5 11.2 11.2 11.1 11.1 11.0 11.1 11.2 11.3 10.9 11.1 10.9 1.1
8.4 13.1 13.2 13.1 13.1 13.1 12.4 13.0 13.1 12.9 13.1 12.8 1.7

10.3 14.4 14.4 14.5 14.4 14.5 13.6 14.2 14.3 14.4 14.5 14.3 1.8
12.3 15.2 15.3 15.4 15.3 15.3 14.7 15.1 15.1 15.4 15.3 15.4 1.3
14.2 15.8 15.8 15.9 15.8 15.8 15.7 15.8 15.8 16.0 15.8 16.1 0.6
16.1 16.2 16.2 16.1 16.2 16.1 16.7 16.3 16.3 16.2 16.1 16.3 1.0
18.0 16.5 16.4 16.3 16.4 16.3 17.6 16.8 16.7 16.1 16.3 16.0 2.5
19.9 16.7 16.6 16.3 16.5 16.4 18.4 17.1 17.0 15.7 16.4 15.4 4.7

Приспевающие (ПП 17)
12.7 17.7 18.0 18.1 17.9 19.2 20.0 17.3 17.6 18.6 18.0 18.8 4.4
15.6 20.8 20.7 20.7 20.7 20.9 21.2 20.9 20.8 20.7 20.7 20.7 0.7
18.5 22.5 22.5 22.5 22.5 22.2 22.2 22.6 22.5 22.3 22.5 22.3 0.6
21.5 23.5 23.6 23.6 23.6 23.3 23.1 23.5 23.5 23.5 23.6 23.5 0.6
24.4 24.2 24.2 24.2 24.2 24.2 24.0 24.1 24.2 24.3 24.2 24.3 0.4
27.3 24.6 24.6 24.6 24.6 24.8 24.7 24.5 24.6 24.9 24.6 25.0 0.6
30.2 24.8 24.8 24.8 24.8 25.3 25.4 24.8 24.8 25.1 24.8 25.3 1.0
33.2 25.0 25.0 24.9 24.9 25.7 26.1 25.1 25.0 25.1 24.9 25.3 1.5
36.1 25.1 25.0 25.0 25.0 26.0 26.7 25.3 25.2 25.0 25.0 25.1 2.2
39.0 25.2 25.1 25.0 25.1 26.2 27.3 25.4 25.3 24.6 25.1 24.6 3.1

Спелые (ПП 11)
17.1 21.8 21.8 21.8 21.8 21.9 22.7 21.8 21.8 21.9 21.8 21.9 1.2
20.0 23.4 23.4 23.3 23.3 23.3 23.7 23.4 23.4 23.3 23.3 23.3 0.4
22.8 24.6 24.6 24.6 24.6 24.5 24.5 24.6 24.6 24.5 24.6 24.5 0.1
25.7 25.5 25.5 25.5 25.5 25.5 25.3 25.5 25.5 25.5 25.5 25.5 0.2
28.5 26.3 26.3 26.3 26.3 26.3 26.1 26.3 26.3 26.3 26.3 26.3 0.3
31.4 26.9 26.9 26.9 26.9 26.9 26.7 26.9 26.9 26.9 26.9 26.9 0.2
34.2 27.4 27.4 27.4 27.4 27.4 27.4 27.4 27.4 27.4 27.4 27.4 0.1
37.1 27.8 27.8 27.7 27.8 27.8 28.0 27.8 27.8 27.7 27.8 27.7 0.3
39.9 28.1 28.1 28.0 28.1 28.0 28.6 28.1 28.1 28.0 28.1 27.9 0.6
42.8 28.4 28.4 28.3 28.3 28.3 29.1 28.5 28.4 28.1 28.3 27.9 1.0
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Таблица 5. Значения параметров и метрик качества модели № 4

№ ПП 
Параметр Метрика качества

b1 b2 b3 RMSE R2 AIC BIC

1 26.056 0.139 3.101 1.536 0.744 61.8 185.8
2 14.838 0.237 1.815 0.917 0.820 –18.6 259.4
3 15.421 0.254 2.127 0.868 0.911 –36.2 255.8
4 15.668 0.238 1.960 0.838 0.857 –46.6 245.4
5 16.355 0.205 1.754 0.909 0.909 –21.0 255.0
6 17.261 0.164 1.328 1.075 0.879 25.3 285.3
7 18.722 0.156 1.545 1.086 0.879 28.5 294.5
8 17.491 0.180 1.747 1.252 0.852 74.8 374.8
9 19.782 0.127 1.298 1.339 0.815 81.8 335.8
10 19.615 0.151 1.309 1.141 0.721 32.4 226.4
11 27,910 0.082 1.082 1.179 0.609 24.5 130.5
12 16.975 0.111 0.919 0.967 0.858 1.6 129.6
13 11.942 0.225 2.163 0.700 0.661 –29.7 64.3
14 16.389 0.147 1.232 0.711 0.858 –32.9 75.1
15 16.396 0.189 2.023 0.970 0.813 2.9 100.9
16 17.544 0.131 1.198 0.842 0.925 –11.9 86.1
17 23.824 0.187 3.671 1.000 0.710 6,0 74.0
18 13.119 0.312 1.822 0.558 0.896 –108.4 81.6
19 8.234 0.356 1.212 0.460 0.877 –48.3 15.7
20 14.231 0.273 2.122 0.762 0.840 –47.9 144.1
21 6.103 0.580 1.423 0.384 0.917 –185.6 8.4
22 11.731 0.289 1.527 0.607 0.887 –93.8 100.2
23 11.571 0.115 0.695 0.473 0.781 –143.9 50.1

Зависимость параметров модели № 4 от таксационного диаметра древостоев.
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Наличие выраженных закономерностей позво-
ляет использовать функцию Митчерлиха в мо-
делях обобщенного вида. 

Выбор конкретной модели из всего их мно-
гообразия является сложной задачей, так как 
метрики качества для большинства из них схожи.

Как во многих исследованиях, например, для 
культур тикового дерева Tectona grandis  L.  f. в 
заповеднике Нимбия, Нигерия (Shamaki et al., 
2016), лиственницы даурской Larix gmelinii 
(Rupr.) Kuzen. в Северо-Восточном Китае (Jiang, 
Li, 2010), пихты бальзамической Abies balsa­
mea  (L.) Mill., тополя бальзамического Populus 
balsamifera  L., ели черной, сосны Банкса, со-
сны смолистой Pinus resinosa Sol. ex Aiton, оси-
ны Populus tremula L., березы бумажной Betula 
papyrifera Marshall, ели сизой Picea glauca 
(Moench) Voss в Северном Онтарио, Канада 
(Sharma, Parton, 2007), так и в нашем функция 
Митчерлиха (модель № 4) среди многообразия 
трехпараметрических моделей рекомендуется 
в качестве лучшей для соотношения «высота – 
диаметр».

Полученные результаты нельзя распростра-
нять на другие древесные породы и регионы, 
потому что биологические особенности видов и 
условия произрастания могут оказывать суще-
ственное влияние на форму кривой связи между 
высотой и диаметром. На примере древостоев 
естественного происхождения акации красной 
Acacia oxycedrus Sieber ex  DC., стеркулии ще-
тинконосной Sterculia setigera Delile, баланите-
са египетского Balanites aegyptiaca (L.) Delile, 
березы африканской Anogeissus leocarpus (DC.) 
Guill.  & Perr., комбретума Combretum hartman­
nianum Schweinf., терминалии Terminalia brownii 
Fresen. в заповеднике штата Голубой Нил, Судан 
(El Mamoun et al., 2013) показано, что выбор той 
или иной модели зависит от древесной породы. 
Исследования (Özçelik et al., 2014), выполнен-
ные для древостоев сосны турецкой Pinus brutia 
Ten., сосны черной Pinus nigra J.  F.  Arnold и 
кедра ливанского Cedrus libani A. Rich. в южной 
части Турции, показали, что модели «высота – 
диаметр» значительно различались для разных 
экологических регионов. Авторы пришли к вы-
воду, что для повышения точности прогнозиро-
вания такие модели должны разрабатываться по 
отдельным экорегионам.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Функция Митчерлиха (Дракина–Вуевского, 
Чапмана–Ричардса), обоснованная в качестве 
лучшей трехпараметрической модели зависимо-

сти высоты от диаметра на высоте груди, может 
быть применена на практике при выполнении 
лесохозяйственных и научно-исследовательских 
работ в березовых древостоях, произрастаю-
щих в центральных регионах европейской части 
России, а при разработке обобщенных моделей 
«высота – диаметр» эта функция может ис-
пользоваться в качестве базовой. Методика вы-
полненного исследования позволяет повторить 
аналогичную работу для древесных пород и ле-
сорастительных условий, информация для кото-
рых о характере связи высоты с таксационным 
диаметром является неполной или отсутствует.
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Of great importance when conducting forestry operations and scientific research is the accuracy of determining the 
height of trees. The height of trees in a particular area is usually calculated using models, where it is a function of 
diameter at breast height. Among simple models, three-parameter models are the most flexible and allow for more 
detailed transmission of the dependence. The purpose of the work is to select the most adequate one from the set 
of three-parameter models based on the materials used to measure model trees in birch stands, which conveys the 
relationship between the height of trees and diameter at breast height. On the materials of 23 sample plots with the 
measurement of model trees laid in birch stands of the Forest Experimental District of the Timiryazev Agricultural 
Academy, parameters were determined for 11 three-parameter models selected from literary sources. Model parameters 
were calculated by minimizing the standard error. The quality of the models was evaluated by the following metrics: 
the square root of the standard error, the coefficient of determination, the Akaike information criterion, the Bayes 
information criterion. The obtained results confirmed the advisability of using in practice the Mitcherlich equation 
(also known as Drakin–Vuyevsky, Chapman–Richards), which among the three-parameter models shows the best 
quality. The results of data analysis show that, from a statistical point of view, the differences obtained in the quality 
of models are not significant at the 5 % level (t-test). Mitcherlich’s equation can be used in practice when carrying 
out forestry and research work in birch stands growing in the central regions of the European part of Russia. The 
methodology of the study allows you to repeat the same work for tree species and forest conditions, for which 
information about the nature of the relationship of height with the diameter at breast height is incomplete or absent.
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