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С использованием модельного распределения частоты плавучести и метода Вентцеля—
Крамерса— Бриллюэна получено асимптотическое решение задачи о построении реше-
ний, описывающих внутренние гравитационные волны в стратифицированной среде с
медленно меняющимся по глубине фоновым сдвиговым течением. Асимптотики диспер-
сионного соотношения выражаются через функции Эйри. С помощью асимптотик для
различных модельных распределений фоновых сдвиговых течений получены аналити-
ческие представления дисперсионных соотношений и собственных функций. Проведено
сравнение точных и асимптотических результатов для различных распределений фоно-
вых сдвиговых течений и режимов генерации, характерных для реального океана.
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Введение. В реальном океане внутренние гравитационные волны (ВГВ) распростра-
няются на фоне сдвиговых океанических течений. В связи с тем что изучение крупномас-
штабных океанических волновых процессов является актуальной задачей, исследование
динамики и распространения ВГВ в океане с учетом наличия фоновых сдвиговых течений

имеет большое значение [1–6]. В общей постановке описание динамики ВГВ в океане при
наличии фоновых полей сдвиговых течений является сложной задачей даже в линейном

приближении. В этом случае задача сводится к анализу системы уравнений в частных

производных [1–3]. Используя различные приближения, можно построить аналитические
решения для модельных распределений частоты плавучести и фоновых сдвиговых тече-
ний [7–9], поэтому представляет интерес изучение динамики ВГВ в океане, параметры
которого медленно изменяются по глубине. Решение такой задачи возможно с помощью ме-
тода Вентцеля — Крамерса — Бриллюэна (ВКБ), который предполагает, что параметры
океанической среды медленно изменяются [3, 4, 10–12]. Это позволяет изучать амплитудно-
фазовые характеристики волновых полей для реальных океанологических параметров.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных исследований (код
проекта 20-01-00111А).
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В настоящей работе рассматривается распространение свободных ВГВ в стратифи-
цированной среде с модельным распределением частоты плавучести и фоновым сдвиговым

течением, медленно меняющимся по глубине.

1. Постановка задачи. Уравнение для малых возмущений вертикальной компонен-
ты W скорости ВГВ в стратифицированной среде с фоновыми сдвиговыми течениями

имеет вид [2, 3, 7–9]
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U(z), V (z) — компоненты вектора сдвигового течения на глубине z; N2(z) — квадрат

частоты Брента — Вяйсяля (частоты плавучести); g — ускорение свободного падения;
ρ0(z) — невозмущенная плотность среды. Граничные условия задаются в следующем виде
(вертикальная ось z направлена вверх): W = 0 при z = 0,−H. Предполагается, что выпол-
няется условие устойчивости Майлса для числа Ричардсона: Ri (z) = N2(z)/((dV/dz)2 +
(dU/dz)2) > 1/4 [2, 3, 13]. В этом случае соответствующая спектральная задача не имеет
комплексных собственных значений [1–3, 14–17]. Далее используются следующие предпо-
ложения: частота Брента — Вяйсяля является постоянной: N(z) = N = const, течение —
одномерным: V (z) ≡ 0, функция U(z) — монотонной и медленно меняющейся. Тогда в
безразмерных координатах и переменных

x∗ =
πx

H
, y∗ =

πy

H
, z∗ =

πz

H
, M(z∗) =

πU(z∗)

NH
, ω∗ =

ω

N
, t∗ = tN

имеем задачу для определения функции W (далее знак “∗” опускается)( ∂

∂t
+ M(z)

∂

∂x

)2(
∆ +

∂2

∂z2

)
W −

( ∂

∂t
+ M(z)

∂

∂x

)(∂W

∂x

d2M

dz2

)
+ ∆W = 0,

W = 0 при z = 0,−π.

(1.1)

Представляя W (t, x, y, z) в виде W (t, x, y, z) = eiωt w(x, y, z), решение задачи (1.1) на-
ходим в виде интегралов Фурье
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ϕ(µ, ν, z) e−i(µx+νy) dµ.

Тогда для определения функции ϕ(µ, ν, z) необходимо решить краевую задачу
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ϕ(µ, ν, 0) = ϕ(µ, ν,−π) = 0, k2 = µ2 + ν2.

(1.2)

Задача (1.2) имеет счетный набор собственных функций ϕn(z) и дисперсионных кри-
вых µn(ν) (частота ω — фиксированный параметр) [1–3, 16, 17].



В. В. Булатов, Ю. В. Владимиров 27

2. Асимптотики решений при отсутствии точек поворота. Для построения ре-
шений задачи (1.2) формально введем медленную переменную ξ = εz, так чтобы выполня-
лось равенствоM(ξ) = M(εz) (ε — малый безразмерный параметр). Тогда уравнение (1.2)
можно представить в виде
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∂ξ2
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q1(ξ) = k2(Ψ−2(ξ, µ)− 1), q2(ξ) =
µ
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d2M

dξ2
, Ψ(ξ, µ) = ω − µM(ξ), λ = ε−1 � 1.

(2.1)

Уравнение (2.1) имеет следующее ВКБ-решение [18–20]:
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ВКБ-решения (2.2) и соответствующая асимптотика дисперсионных соотношений (2.3)
справедливы для значений µ, для которых точка поворота z∗(µ) (решение уравнения
Ψ2(z, µ) = 1) не принадлежит отрезку [−π, 0]. Заметим, что фактически с использованием
ВКБ-приближения решается уравнение (2.1), при q2(z) ≡ 0 имеющее вид

∂2ϕ

∂z2
+ k2(Ψ−2(z, µ)− 1)ϕ = 0. (2.4)

3. Асимптотики решений при наличии точек поворота. При наличии точек
поворота z∗(µ) ∈ [−π, 0] асимптотические решения уравнения (2.4) выражаются через
функции Эйри Ai (x) и Bi(x) [18–20]. Полагая, что ∂q1(z

∗(µ))/∂z > 0, рассмотрим функции
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В случае если ∂q1(z
∗(µ))/∂z < 0, в эйконале τ(z) необходимо изменить пределы интегри-

рования. Тогда общее решение уравнения (2.4) имеет вид

ϕ(z) = C1f1(z) + C2f2(z).
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Требуя выполнения граничных условий, получаем дисперсионное уравнение

Ai (−(σ(−π))2/3) Bi (−(σ(0))2/3)− Ai (−(σ(0))2/3) Bi (−(σ(−π))2/3) = 0, (3.1)

решением которого являются собственные значения µn(ν). Собственные функции, соот-
ветствующие этим собственным значениям, имеют вид

ϕn(z) = C(f2(0)f1(z)− f1(0)f2(z)).

При больших аргументах функции Ai (x) и Bi (x) можно представить в виде [18–20]
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Дисперсионное уравнение (3.1) не имеет точных аналитических решений. Для его реше-
ния необходимо использовать асимптотики функций Ai (x), Bi (x) в виде (3.2) и решать
полученные асимптотические уравнения численно или приближенно. Далее рассматрива-
ются два метода расчета асимптотик дисперсионных кривых: при наличии точек поворо-
та и при их отсутствии [18–20]. В реальных океанических условиях могут наблюдаться
фоновые сдвиговые течения двух видов: однонаправленное (не изменяющее направления
распространения) и разнонаправленное (изменяющее на некоторой глубине направление
распространения) [5, 6, 10–12, 17].Однонаправленное течение всегда имеет точку поворота,
разнонаправленное течение может не иметь точек поворота [7–9, 16, 17]. Далее рассматри-
ваются два варианта течений, которые качественно описывают характерные зависимости
фоновых сдвиговых течений от глубины и наблюдаются в условиях реального океана [5, 6,
10–12]. В случае разнонаправленного течения выбираются такие параметры, при которых
точки поворота отсутствуют. В этом случае ВКБ-асимптотики дисперсионных кривых
можно рассчитать по одной формуле. Примеры разнонаправленных линейных течений с
точкой поворота рассматривались в работах [7–9, 17].

4. Разнонаправленное течение. Рассматривается разнонаправленное течение, ме-
няющее знак на некоторой глубине. Дисперсионную кривую для течений такого типа

можно вычислить с помощью ВКБ-приближения. Для численных расчетов используют-
ся следующие параметры: M(z) = −1,41 + 2,65 exp (0,52z), ω = 0,4 (рис. 1). Параметр
ω < 1 представляет собой отношение частоты свободной волны к максимальному значе-
нию частоты плавучести и описывает распространение ВГВ с частотой, почти в два раза
меньшей частоты плавучести, что наблюдается в реальных океанических условиях. На
рис. 2 в плоскости переменных (µ, Ψ) показано расположение особых точек, характеризу-
ющих поведение дисперсионных кривых. Видно, что интервалы изменения переменной µ,
границами которых являются точки поворота, включают интервал, границами которого
являются точки ветвления, поэтому значений µ, при которых на интервале z ∈ [−π, 0]
имеется точка поворота, не существует. Следовательно, q1(z) > 0. Дисперсионные кривые
в случае разнонаправленного течения представляют собой замкнутые линии, соответству-
ющие возбуждению кольцевых (поперечных) волновых мод [7–9, 17]. В общем случае раз-
нонаправленного течения собственные значения µn(ν) образуют две группы [2, 3, 16, 17].
В первой группе собственные значения µn(ν) увеличиваются с ростом n и стремятся к
значению ω/M(0) (верхние участки замкнутых дисперсионных кривых). Во второй груп-
пе собственные значения µn(ν) уменьшаются с ростом n и стремятся к значению ω/M(−π)
(нижние участки замкнутых дисперсионных кривых). В случае если µ принадлежит ин-
тервалу [µD,∞] или [−∞, µC ], корень уравнения ω − µM(z) = 0, который можно найти
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Рис. 1. Профиль разнонаправленного сдвигового течения

Рис. 2. Особые точки решений дисперсионного уравнения в случае разнона-
правленного течения:
1 — Ψ = ω − µM(0), 2 — Ψ = ω − µM(−π)
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Рис. 3. Дисперсионная кривая первой моды µ1(ν) и ее аппроксимация в случае
разнонаправленного течения:
сплошная линия — точный численный расчет, штриховая — расчет по формуле (2.3)

Рис. 4. Собственная функция первой моды ϕ1(z) и ее аппроксимация в случае
разнонаправленного течения:
сплошная линия — точный численный расчет, штриховая — расчет по формуле (4.1)
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в явном виде, принадлежит интервалу [0,−π], уравнение (2.4) имеет сингулярность, соб-
ственных значений не существует [2, 3, 16, 17]. На рис. 3 приведены результаты расчетов
дисперсионной кривой первой моды, полученной численно (сплошная линия) и по фор-
муле (2.3) (штриховая линия). На рис. 4 представлены результаты расчетов собственной
функции первой моды при ν = 0,3: сплошная линия — точный численный расчет спек-
тральной задачи (1.2), штриховая — расчет по формуле

ϕ(z) = Cq
−1/4
1 (z) sin

( z∫
0

√
q1(z) dz

)
, (4.1)

где константа C подбирается из условия нормировки максимальных значений собственных

функций.
5. Однонаправленное течение. Однонаправленное течение задается следующим

образом: M(z) = 0,8 exp (0,49z), ω = 0,54 (рис. 5). На рис. 6 показано расположение особых
точек для этого случая. Видно, что имеется два семейства дисперсионных кривых: µn−(ν)
(семейство нижних кривых) и µn+(ν) (семейство верхних кривых) [7–9]. Семейство кри-
вых µn−(ν) расположено в диапазоне µA ÷ µC , семейство µn+(z) — в диапазоне µD ÷ µE .
Рассмотрим сначала дисперсионные кривые µn−(ν). На рис. 6 видно, что на интерва-
ле [µB, µC ] можно использовать ВКБ-приближение (2.3). На отрезке [µA, µB] необходимо
использовать соотношение (3.1), которое решается асимптотически с использованием вы-
ражения (3.2). В данном случае ∂q1(z

∗(µ))/∂z < 0, поэтому для эйконала τ(z) необходимо
изменить пределы интегрирования. Точка поворота z∗(µ) определяется в явном виде из
решения уравнения ω − µM(z) = 1 (z∗(µ) = ln (ω − 1/0,8µ)/0,49). Тогда, используя (3.2),
дисперсионное уравнение (3.1) можно представить в виде

exp (−τ(0)) sin (τ(−π) + π/4)− exp (τ(0)) cos (τ(−π) + π/4)/2 = 0. (5.1)

Отсюда получаем

τ(−π) + π/4− arctg (exp (τ(0)/2)) = πn. (5.2)
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Рис. 5. Профиль однонаправленного сдвигового течения

Рис. 6. Особые точки решений дисперсионного уравнения в случае однонаправ-
ленного сдвигового течения:
1 — Ψ = ω − µM(0), 2 — Ψ = ω − µM(−π)
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Рис. 7. Дисперсионная кривая первой моды µ1−(ν) (сплошная линия) и ее ап-
проксимация (штриховая линия) в случае однонаправленного течения

Рис. 8. Дисперсионная кривая первой моды µ1+(ν) (сплошная линия) и ее ап-
проксимация (штриховая линия) в случае однонаправленного течения

Уравнение (5.2) для произвольного номера моды n можно решить численно, так как
его левая часть при любом µ ∈ [µA, µB] является строго возрастающей функцией. В случае
если значения µ достаточно далеки от значения µB, уравнение (5.1) можно представить
в виде τ(−π) + π/4 = πn, откуда следует

νn(µ) =
((πn− π/4

b

)2
− µ2

)1/2
, b =

z∗(µ)∫
−π

√
Ψ−2(z, µ)− 1 dz. (5.3)

На рис. 7 представлены дисперсионная кривая µ1−(ν) (сплошная линия) и ее асимп-
тотика (штриховая линия). До точки поворота расчет асимптотик проводился по форму-
ле (2.3), после точки поворота — по формуле (5.2). Таким образом, дисперсионные кривые
в случае однонаправленного течения представляют собой разомкнутые линии, соответ-
ствующие генерации клиновидных волновых мод [7–9, 17].

Точка поворота для верхней дисперсионной кривой µn+(ν) определяется из решения
уравнения ω − µM(z) = −1 (z∗(µ) = ln (ω + 1/0,8µ)/0,49). На рис. 6 видно, что при
µ ∈ [µD, µE ] точка поворота z∗(µ) ∈ [−π, 0]. Поэтому асимптотику дисперсионной кривой
µn+(ν) можно рассчитать по формуле (5.3), так как точка поворота µF находится доста-
точно далеко от интервала [µD, µE ]. На рис. 8 приведены дисперсионная кривая µ1+(ν)
(сплошная линия) и ее асимптотика (штриховая линия), рассчитанная по формуле (2.3)
до точки поворота, и по формуле (5.3) после точки поворота. На рис. 9 приведены числен-
но рассчитанная собственная функция первой моды (сплошная линия) и ее асимптотика,
полученная по формуле (4.1) (штриховая линия), при ν = 3.

Заключение. В работе построены ВКБ-решения, описывающие основные характери-
стики полей внутренних гравитационных волн в стратифицированной среде конечной глу-
бины при наличии медленно меняющихся по вертикали фоновых сдвиговых течений. Для
аналитического решения задачи использованы постоянное распределение частоты плаву-
чести и две зависимости фонового сдвигового течения от глубины, характерные для реаль-
ных океанических условий. В приближении Вентцеля — Крамерса — Бриллюэна получе-
ны дисперсионные соотношения для случаев отсутствия и наличия точек поворота верти-
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Рис. 9. Собственная функция первой моды ϕ1(z) (сплошная линия) и ее аппрок-
симация (штриховая линия) в случае однонаправленного течения

кальной спектральной задачи. При наличии точек поворота ВКБ-решения дисперсионно-
го уравнения выражаются через функции Эйри. Для знакопеременного течения построены
асимптотики, описывающие кольцевые (поперечные) волны. Для однонаправленного тече-
ния с использованием асимптотик функций Эйри получены аналитические представления

дисперсионных соотношений, описывающих клиновидные (продольные) волны.
Использование модельных представлений для основных гидрологических характери-

стик (частоты плавучести и фоновых сдвиговых течений), а также ВКБ-приближений поз-
воляет редуцировать основную спектральную задачу к более простой и исследовать эту

задачу асимптотически. Полученные аналитические результаты показывают, что асимп-
тотики с высокой степенью точности описывают точные решения спектральной задачи.
Предложенные асимптотические методы позволяют исследовать волновую динамику ана-
литически и качественно, что имеет большое значение для оперативного анализа резуль-
татов натурных измерений ВГВ в океане и для разработки способов обнаружения ВГВ с

использованием методов радиолокации [4–6].
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