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На основе метода дискретных элементов в трехмерной постановке исследована задача о пас-
сивном давлении плотного грунта на подпорную стенку. Частицы среды имеют сферическую 
форму с радиусами, выбранными из нормального распределения. При расчете касательных 
сил, действующих между элементами материала, учитываются трение скольжения и сопро-
тивление качению. Продемонстрировано влияние степени шероховатости подпорной стенки 
на развитие зон локализации сдвиговых деформаций в сыпучей среде, а также на давление, 
действующее на подпорную стенку со стороны материала. Проведено сравнение с классиче-
ским решением, полученным в рамках теории предельного состояния. 
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Определение давления сыпучего материла на подпорные стенки — одна из классических 
задач механики горных пород и грунтов. С одной стороны, она возникает при исследовании 
природных явлений — оползней, землетрясений, разрывных нарушений (надвиги, сбросы, 
взбросы и др.), с другой — при проектировании инженерных сооружений (автомобильные 
и железнодорожные насыпи, борта карьеров, набережные, причалы и многое другое) [1 – 3]. 
Несмотря на интенсивные исследования в этом направлении, существуют значительные разли-
чия между теоретическими решениями и экспериментальными результатами. Происходит это 
из-за сложности описания поля деформации в среде в окрестности стенки, где возникает лока-
лизация сдвиговой деформации — фундаментальное свойство сыпучих материалов. 

Многочисленными экспериментами показано, что в зависимости от начальных и краевых 
условий смещение стенки приводит к образованию в сыпучей среде одной или нескольких 
поверхностей скольжения [4 – 8]. Конфигурация этих поверхностей может быть различной 
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формы, а ширина зоны сдвига зависит от таких факторов, как средний размер и шерохова-
тость частиц, начальная плотность засыпки, гранулометрический состав сыпучей среды. Зна-
ние конфигураций зон сдвига, а также распределения сдвиговых деформаций в материале 
под нагрузкой весьма важно при исследовании механизма деформирования сыпучих сред 
и горных пород [9 – 13]. Однако в инженерных расчетах история возникновения и развития 
зон сдвига обычно не учитывается. 

Впервые теорию давления грунта на вертикальную стенку с учетом внутреннего трения 
и сцепления в 1773 г. предложил Кулон. При этом не учитывалось трение между сыпучим ма-
териалом и стенкой. В 1840 г. Понселе разработал способ графического построения поверхно-
сти скольжения и определения давления на наклонную стенку с учетом наклона свободной по-
верхности сыпучей среды. В 1867 г. на основе теории предельного равновесия в связи с разви-
тием методов теории упругости Ренкин дал простое решение задачи о напряжениях и направ-
лениях площадок скольжения в сыпучем материале [14]. Согласно Ренкину, пассивное давле-
ние P на подпорную стенку определяется как 

 2 21 tg
2 4 2

P gH π ϕρ  = + 
 

, (1) 

где ρ  — плотность материала; g  — ускорение свободного падения; H  — высота засыпки. 
Основной параметр ϕ  — угол внутреннего трения среды. Общая теория предельного равно-
весия грунтов в условиях плоской задачи разработана в 1939 г. В. В. Соколовским [15]. 

В настоящее время механика сыпучей среды базируется на законе Кулона, где речь идет 
только о трении скольжения, поэтому соответствующие модели и многочисленные решения 
начальных и краевых задач учитывают именно трение скольжения. Известно, что при дефор-
мировании сыпучих сред и горных пород имеют значение степени свободы, связанные с вра-
щением частиц. Следовательно, наряду с трением скольжения должно учитываться также 
и трение качения. В рамках континуальной механики такой учет приводит к существенному 
усложнению моделей за счет появления внутренних переменных [16 – 18]. 

Наиболее адекватным инструментом исследования является метод дискретных элементов, 
позволяющий определять напряженно-деформированное состояние сыпучей среды как на до-
предельном этапе нагружения, так и на этапе образования локализованных режимов деформи-
рования, не требуя введения гипотез предельного состояния и постулирования различного рода 
континуальных уравнений [19, 20]. 

ФОРМУЛИРОВКА МЕТОДА ДИСКРЕТНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ  
С УЧЕТОМ СОПРОТИВЛЕНИЯ КАЧЕНИЮ 

Согласно классической формулировке метода дискретных элементов, сыпучая среда пред-
ставляется набором отдельных сферических частиц, каждая из которых характеризуется свои-
ми размерами, физическими и контактными свойствами. Взаимодействие дискретных элемен-
тов друг с другом и твердыми границами осуществляется при их контакте, а напряженно-
деформированное состояние всей системы зависит от положения каждой частицы, контактных 
сил, а также заданных внешних сил и граничных смещений. 
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Рис. 1. Вязкоупругое взаимодействие сферических частиц: а — схема Кельвина – Фойгта; 
б — схема к определению сопротивления качению 

На рис. 1а показаны два контактирующих сферических дискретных элемента A и B радиу-
сами AR  и BR  соответственно. Вектор контактной силы ABF  представляется суммой нормаль-
ной nF  и касательной tF  сил: 

AB n t= +F F F . 
С учетом упругой и вязкой составляющих эти силы записываются в следующем виде: 

 n n n n n nF k vδ γ= = −F n n n , (2) 

 t t t t t tF k vδ γ= = −F t t t . (3) 

Здесь n, t — нормальный и касательный единичные векторы к плоскости контакта; nv , tv  — 
нормальная и касательная составляющие относительной скорости точки контакта; nδ , tδ  — 
перекрытия частиц в нормальном и касательном направлениях соответственно. Нормальное 
перекрытие ( ) 0n A B ABR R Dδ = + − >  ( ABD  — расстояние между центрами частиц). Касательное 
перекрытие tδ  определяется через приращение относительного смещения частиц. Во время 0t  
первоначального установления контакта 0tδ = . Каждое последующее приращение tδΔ  вычис-
ляется как ( )t A B tδΔ = Δ − Δu u , AΔu , BΔu  — приращения смещений точки контакта каждой  
частицы). Отсюда в произвольный момент времени 0t t>  

 
0

( )
t

t t
t

v dδ τ τ=  . 

Если в некоторый момент времени выполнено неравенство 0nδ < , то такой контакт счита-
ется исчерпанным. Параметры nk , tk , nγ  и tγ  в (2), (3) зависят от радиусов дискретных эле-
ментов, их плотности, упругих модулей (модуль упругости и коэффициент Пуассона), а также 
от заданного коэффициента восстановления скорости между частицами. 

Касательная составляющая tF  контактной силы рассчитывается следующим образом. Опре-
деляя nF  и tF  в (2) и (3), проверяется выполнение неравенства tgt AB nϕ>F F , где ABϕ  — зара-
нее заданный угол трения скольжения между частицами. Если это неравенство не выполнено, 
то tF  находится в соответствии с (3). В противном случае частицы начинают проскальзывать 
друг по другу и касательная составляющая силы отталкивания вычисляется как tgt AB nF Fϕ= . 
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В реальной ситуации относительное движение частиц зависит от их формы и деформа-
ций, в то время как особенность метода дискретных элементов — сферическая форма его 
элементов. Данное затруднение можно обойти несколькими способами. Во-первых, создавая 
кластеры из сферических частиц и рассматривая их как отдельные дискретные элемен-
ты [21, 22], во-вторых, используя частицы произвольной формы [23, 24]. Очевидно, с одной 
стороны, здесь снимается ограничение на относительное движение частиц, с другой — вво-
дится дополнительный параметр (форма дискретных элементов), роль которого необходимо 
исследовать дополнительными экспериментами. Весьма существенный момент — большой 
рост вычислительных затрат. 

В настоящем исследовании форма частиц принята сферической, а контактная модель до-
полняется новым параметром — углом сопротивления качению [25]. Представим вращатель-
ный момент частицы B вокруг своего центра в виде 

 tgA B
B BC t AB AB AB

A B

Rψ−
= × −

−
ω ωM r F F n
ω ω

. (4) 

Здесь первое слагаемое — момент, вызванный действием контактной силы со стороны части-
цы A ( BCr  — вектор, направленный из центра частицы В в точку контакта с частицей А, 
рис. 1б), второе — момент, препятствующий относительному вращению дискретных элементов 
относительно друг друга; Aω , Bω  — угловые скорости контактирующих частиц; ABR  — при-
веденный радиус (1 / 1 / 1 / )AB A BR R R= + ; безразмерный параметр tg ABψ  — коэффициент со-
противления качению, ABψ  — угол сопротивления качению. Если использовать аналогию с уг-
лом трения скольжения ABϕ , то ABψ  — максимальный угол наклона плоскости, при котором 
сферическая частица находится на ней в равновесии. 

ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ПАССИВНОГО ДАВЛЕНИЯ СЫПУЧЕГО МАТЕРИАЛА  
НА ПОДПОРНУЮ СТЕНКУ 

Пусть в пространстве Oxyz  определена емкость (контейнер) для сыпучей среды, ограни-
ченный гранями, ориентированными параллельно координатным осям. Длина контейнера 
вдоль оси Ox  2.0 м, вдоль оси Oy  — 0.1 м (рис. 2а). 

 
Рис. 2. Эксперимент по пассивному нагружению сыпучей среды подпорной стенкой (а); 
гистограмма плотности распределения радиусов частиц в первоначальной засыпке (б) 
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Правая грань контейнера разделена на две части: 1Γ  — подпорная стенка, посредством ко-
торой осуществляется нагружение сыпучего материала, 2Γ  — неподвижная стенка. Высота 2Γ  
вдоль оси Oz  принята равной 0.2 м, высота 1Γ  — 0.8 м. Соответственно высота левой грани 
контейнера 3 1.0Γ =  м. Высота засыпки материала 0.7H =  м. 

Сыпучий материал представлен набором отдельных сферических частиц плотностью 
2500iρ =  кг/м3, модулем упругости 10iE =  ГПа и коэффициентом Пуассона 0.25iν =  

( 1,..., ;i N= N  — общее количество частиц). Радиусы iR  дискретных элементов выбраны 

из нормального распределения в соответствии с результатами исследований обломочных 
горных пород, приведенных в [26, 27] (рис. 2б). Коэффициент восстановления скорости,  
характеризующий вязкую составляющую силы соударения, принят 0.5. Вектор силы тяжести 
g = {0, 0, – 9.81}. 

Заполнение контейнера осуществляется засыпкой “дождем”, когда на некоторой высоте  
создается начальный набор дискретных элементов, которые под действием силы тяжести оса-
ждаются в емкость. На данном этапе создания первоначальной упаковки с целью достижения 
максимальной насыпной плотности сыпучей среды трение во всей системе отсутствует. По до-
стижении равновесного состояния частицы, у которых координата центра тяжести iz  превыша-

ет H , удаляются. По окончании данной процедуры сыпучий материал представлен совокупно-
стью из 124838  частиц, суммарный объем которых составляет 0.0875 м3, масса — 218.83 кг. 
Ввиду того, что объем, занятый частицами с учетом порового пространства, равен 0.14 м3, от-
носительная плотность засыпки составила 0.625. Отсюда насыпная плотность сыпучего мате-
риала ρ  в выражении (1) равна 1562 кг/м3. 

Нагружение происходит следующим образом. Границы контейнера 2Γ , 3Γ , нижняя грани-

ца (дно), а также передняя и задняя стенки, ориентированные параллельно плоскости Oxz , не-
подвижны. Перемещение ( )tU  границы 1Γ  (подпорной стенки) в сторону сыпучего материала 
задано как ( ) ( )t t t=U v , где { ; 0; 0}xv= −v  — вектор скорости, 0.04xv =  м/с. Перемещение осу-

ществляется в течение 5 с. Таким образом, полное расстояние, пройденное подпорной стенкой 
вдоль оси Ox , составляет 0.2 м. 

При нагружении сыпучей среды контактные параметры — угол трения скольжения ϕΓ  
и угол сопротивления качению ψ Γ  между границами контейнера и частицами принимаются 

следующими. Передняя и задняя стенки считаются абсолютно гладкими, т. е. для них 
0ϕ ψΓ Γ= ≡  во всех численных экспериментах. На границах 2Γ , 3Γ , а также на нижней границе 

контейнера трение между ними и частицами совпадает с трением между частицами ( ABϕ ϕΓ = , 
)ABψ ψΓ = . Варьирует только трение на подпорной стенке 1Γ , задаваемое отдельно в каждом 

эксперименте в зависимости от условий задачи. 
В Институте горного дела СО РАН на основе метода дискретных элементов в трехмерной 

постановке разработано оригинальное программное обеспечение, позволяющее исследовать 
различные процессы деформирования сыпучей среды [28]. 
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РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ 

Выполнены три серии численных экспериментов. В первом исследовалось влияние степени 
шероховатости подпорной стенки на деформированное состояние сыпучего материала, а также 
на изменение давления, действующего на стенку со стороны сыпучей среды в процессе нагру-
жения. Углы трения скольжения и сопротивления качению между частицами фиксировались 
( 30ABϕ = ° , 15 )ABψ = ° . Подпорная стенка задавалась абсолютно гладкой ( 0)ϕ ψΓ Γ= ≡  либо 
шероховатой ( , )AB ABϕ ϕ ψ ψΓ Γ= = . Численные эксперименты показали существенное разли-
чие деформированного состояния сыпучей среды в окрестности подпорной стенки при отсут-
ствии или наличии на ней трения. 

На рис. 3 представлено распределение горизонтальных компонент векторов смещений ча-
стиц в фиксированные моменты времени для абсолютно гладкой и шероховатой подпорной 
стенки. Видно, что при отсутствии трения на подпорной стенке в среде образуется одна линия 
скольжения, разделяющая материал на две области, в одной из которых частицы практически 
неподвижны (1 на рис. 3а), другая движется как жесткое целое, образуя призму выпирания  
(2 на рис. 3а). Стрелками показано направление движения частиц среды. И напротив, в случае 
шероховатой подпорной стенки в материале образуются две ярко выраженные линии скольже-
ния (рис. 3б). Они разделяют среду на три области, в одной из которых частицы неподвиж-
ны (1), другая движется влево вверх как жесткое целое, образуя призму выпирания (2), третья, 
прилегающая к подпорной стенке, — как жесткое целое, практически горизонтально (3). 

 
Рис. 3. Распределение горизонтальных компонент векторов смещений частиц при сдвиге 
подпорной стенки на 5, 15 и 20 см (сверху вниз); а — стенка абсолютно гладкая, б — стенка 
шероховатая 
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Необходимо отметить, что полученное решение в классической теории [11] при наличии 
трения на подпорной стенке требует иного подхода, поскольку основано на предположении 
об одиночной линии скольжения. Из результата, представленного выше, следует, что данное 
предположение не подтверждается результатами численных экспериментов, так как в случае ше-
роховатой подпорной стенки в материале образуются две ярко выраженные линии скольжения. 
Давление P , действующее при нагружении со стороны сыпучего материала на выбранную 
стенку контейнера: 

 ,
1

1 pN

n i
ip

P F
S =

=  , (5) 

где ,n iF  — нормальная компонента вектора контактной силы, действующей со стороны i-й ча-
стицы на стенку. 

Суммирование в (5) проводится по всем частицам, находящимся в контакте с выбранной 
стенкой: pN  — количество контактов; pS  — площадь, ограниченная минимальными и мак-
симальными координатами точек контакта на соответствующей границе. В случае определе-
ния давления на подпорной стенке 1Γ  max0.1( 0.2)pS z= − , на левой стенке 3Γ  — max0.1pS z=  

max(z  — максимальная вертикальная координата точки касания частицы и стенки). 
На рис. 4 показано изменение давления, действующего на 1Γ  и 3Γ  стенки при нагружении 

( xU  — ее смещение в сторону материала). Видно, что предельные давления на стенке разли-
чаются в 2 раза в зависимости от ее шероховатости. 

 
Рис. 4. Изменение давления, действующего на подпорную Γ1 (а) и левую Γ3 (б) стенки в процессе 
нагружения: 1 — шероховатая подпорная стенка; 2 — гладкая подпорная стенка 

Вторая серия численных экспериментов состояла в определении влияния угла сопротивле-
ния качению на изменение давления на стенках емкости. Здесь угол трения скольжения между 
частицами, а также между частицами и подпорной стенкой фиксирован ( 30 )ABϕ ψ Γ= = ° . 
При расчетах изменялись сопротивления качению между частицами, а также между частицами 
и подпорной стенкой ( 5,ABψ ψ Γ= =  10, 15°). На рис. 5 представлено изменение давления 
на подпорной 1Γ  (рис. 5а) и левой 3Γ  (рис. 5б) стенках для заданных углов сопротивления ка-
чению. Видно, что увеличение угла сопротивления качению с 5 до 15° дает значительный,  
более чем в 1.5 раза, прирост предельного давления на подпорную стенку. 
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Рис. 5. Изменение давления, действующего на подпорную Γ1 (а) и левую Γ3 (б) стенки в процессе 
нагружения для углов сопротивления качению 5ABψ ψ Γ= = °  (1), 10° (2) и 15° (3) 

Третья серия экспериментов по нагружению сыпучей среды заключалась в установлении 
связи между параметром ϕ  — углом внутреннего трения сыпучей среды и углами трения 
скольжения ABϕ  и сопротивления качению ABψ . С этой целью варьировался угол трения 
скольжения между частицами 0ABϕ = , 10, 20 и 30° при фиксированном угле сопротивления 
качению 0ABψ = °  и рассчитывалось давление на подпорной стенке (трение на ней отсутство-
вало в соответствии с решением Ренкина). Полученным в рамках метода дискретных элемен-
тов давлениям ставились в соответствие давления, вычисленные по формуле (1), на основании 
чего определялись ϕ . Зависимость параметра сыпучей среды ϕ  от угла трения скольжения 
представлена на рис. 6а. Фиксируя 30ABϕ = °  и изменяя 0ABψ = , 5, 10 и 15°, можно получить 
зависимость параметра ϕ  от угла сопротивления качению (рис. 6б). 

 
Рис. 6. Зависимость угла внутреннего трения сыпучей среды ϕ : а — от угла трения скольже-
ния ABϕ  между частицами при фиксированном угле сопротивления качению 0ABψ = ; б — от уг-
ла сопротивления качению ABψ  при фиксированном угле трения скольжения 30ABϕ = °  (б) 

В результате численных экспериментов можно построить функциональную зависимость 
 ( , )AB ABϕ ϕ ϕ ψ= , (6) 

где угол внешнего трения скольжения ABϕ  и угол сопротивления качению ABψ  имеют доста-
точно ясный физический смысл. 
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Роль высоты засыпки в выражении (1) можно оценить, рассчитав распределения давления 
по высоте в процессе нагружения. На рис. 7 приведены эпюры давления в начальный момент 
времени, при сдвиге подпорной стенки на 5 и 15 см и при конечном равновесном состоянии 
сыпучей среды. Видно, что эпюры давления могут быть с достаточной точностью аппроксими-
рованы прямыми линиями. 

 
Рис. 7. Эпюры давления на подпорной стенке в начальный момент времени (а), при сдвиге 
подпорной стенки на 5 (б) и 15 см (в) и конечное равновесное состояние среды (г) 

ВЫВОДЫ 

Таким образом, имеются два решения задачи о пассивном давлении грунта на подпорную 
стенку. Первое классическое решение получено в рамках континуальной механики и представ-
лено формулой (1), второе решение — численно методом дискретных элементов. В первом 
множитель 2gHρ  не является достижением континуальной механики, его можно вывести 
только на основании анализа размерностей задачи. Коэффициент 1/2 также можно получить 
из общих соображений, например подсчитать давление тяжелой жидкости и использовать его 
как масштаб задачи. Главное в этом решении — множитель, в который входит такой параметр 
материала, как угол внутреннего трения ϕ . Возникает вопрос, как определить этот параметр 
и какие эксперименты необходимо для этого провести. Если ответа нет, то решение в значи-
тельной степени обесценивается. Различные правдоподобные и приближенные решения данно-
го вопроса хорошо известны, когда ϕ  — угол естественного откоса, угол внутреннего трения 
при прямом срезе и т. д. 

Второе решение получено на основе метода дискретных элементов. Здесь угол трения 
скольжения и угол сопротивления качению достаточно точно идентифицированы. Если по-
строить поверхность в виде (6), то приходим к установлению эквивалентности континуальной 
модели деформирования сыпучей среды модели метода дискретных элементов. 
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