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Рассмотрена линейная устойчивость противоточных течений жидкости и газа в на-
клонном канале. Линеаризованы полные уравнения Навье — Стокса для обеих фаз, в
результате решения спектральной задачи определена динамика периодических возму-
щений в широких диапазонах значений числа Рейнольдса для жидкости и скорости па-
ра. В исследованных диапазонах найдены две неустойчивые моды: поверхностная (при
малых скоростях газа соответствующая волнам Капицы) и сдвиговая в газовой фазе.
Рассчитаны длина волны и фазовая скорость нейтральных возмущений обеих мод в за-
висимости от числа Рейнольдса для жидкости. Показано, что для поверхностной моды
эти зависимости существенно зависят от скорости газа.
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1. Введение и постановка задачи. Теоретические исследования пленочных течений
начаты в работе [1], в которой получено точное решение уравнений Навье— Стокса в слу-
чае свободного стекания тонкого слоя вязкой жидкости по гладкой вертикальной стенке, и
в работах [2, 3], где экспериментально и теоретически изучены различные волновые режи-
мы стекания пленки. В работах [4, 5] с использованием асимптотического подхода изучена
линейная устойчивость решения Нуссельта и показано, что оно неустойчиво при числах
Рейнольдса Re > Recr = 5 ctg (β)/6 (β — угол наклона поверхности течения). Найденные
в [4, 5] неустойчивые возмущения (далее — поверхностная мода) являются длинноволно-
выми и на нелинейной стадии развития соответствуют волнам Капицы. В работах [6, 7]
найдена еще одна мода неустойчивых возмущений для случая гравитационного стекания

пленки вдоль наклонной плоскости в отсутствие поверхностного натяжения. Показано, что
при очень малых углах наклона β неустойчивые возмущения этой моды являются более
опасными, чем возмущения поверхностной моды. В работе [8] на основе полных линеари-
зованных уравнений Навье — Стокса проведены расчеты нейтральных кривых для обеих

неустойчивых мод гравитационного стекания пленки с учетом сил поверхностного натя-
жения. В работе [9] впервые проведено исследование линейной устойчивости расслоенного
течения Пуазейля в плоском канале при заданных объемных долях обеих фаз и суммарном

среднем расходе жидкостей в канале. Показано, что различие вязкостей может приводить
к возникновению неустойчивых возмущений. В работах [10–12] с использованием анало-
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Рис. 1. Схема течения:
1 — пленка жидкости, 2 — поток газа

гичной постановки рассмотрена устойчивость расслоенного течения двух жидкостей в

наклонном канале при различных значениях плотностей и объемных долей.

Целями настоящей работы являются поиск и исследование с помощью полных линеа-
ризованных уравнений Навье— Стокса различных неустойчивых мод для противоточного

течения жидкости и газа между двумя наклонными плоскостями. В качестве независимых
параметров используются среднерасходные скорости для обеих фаз, что является прин-
ципиальным отличием от работ [9–12]. Аналогичные параметры используются в экспери-
ментах при исследовании важного явления захлебывания [13].

2. Основные уравнения. Совместное волновое течение газа и жидкости между дву-
мя наклонными плоскостями (рис. 1) описывается системой уравнений Навье — Стокса

с соответствующими граничными условиями. Далее в уравнениях, описывающих тече-
ние жидкости, используется координата η = y∗/H∗(x∗, t∗), в уравнениях, описывающих
течение газа, — η̃ = (D − y∗)/(D − H∗). Здесь и далее D — ширина канала; величины
с верхним индексом “∗” являются размерными; H∗(x∗, t∗) — мгновенная толщина слоя

жидкости. В новых координатах область течения известна: η ∈ [0, 1], η̃ ∈ [0, 1], уравнения
течения записываются следующим образом:
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ug = 0, η̃ = 0. (7)

Здесь P = Zερn
2x + P̄ — общее давление в жидкости; Zερn

2x — перепад давления в

канале; Z — неизвестное число; u, v — компоненты вектора скорости жидкости вдоль

осей x и y соответственно; ηxη ≡ ηx/η; ηy ≡ 1/H; ηt ≡ −ηyη ∂H/∂t; ηx ≡ −ηyη ∂H/∂x; ηxξ ≡
−ηy(ηx ∂H/∂x+η ∂2H/∂x2); аналогично для газовой фазы P g = Zx+P̄ g — общее давление;
ug, vg — компоненты вектора скорости вдоль осей x и y соответственно; η̃xη ≡ η̃x/η̃;
η̃y ≡ −ε2/(1−ε2H); η̃x ≡ −η̃yη̃ ∂H/∂x; η̃t ≡ −η̃yη̃ ∂H/∂t; η̃xξ ≡ −η̃y(η̃x ∂H/∂x+ η̃ ∂2H/∂x2).

Уравнения (1)–(7) записаны в безразмерном виде. Безразмерные величины связаны с
соответствующими размерными величинами следующим образом:
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Здесь ν, µ — кинематическая и динамическая вязкости жидкости; ρ — плотность жидко-
сти; σ — поверхностное натяжение; Fi — пленочное число; Re — число Рейнольдса для

жидкости; аналогично для газовой фазы νg, µg — кинематическая и динамическая вяз-
кости; ρg — плотность; Reg — число Рейнольдса для газа. Далее в качестве масштаба
скорости ug

0 будем использовать половину величины среднерасходной скорости газа в ка-
нале Ugs. Эквивалентный диаметр плоского канала равен De = 2D, стандартное число
Рейнольдса в четыре раза превышает значение Reg.

Уравнения (1) представляют собой законы сохранения импульса и массы для жидко-
сти, а также кинематическое условие на границе раздела, уравнение (2) — условие при-
липания на стенке, уравнения (3) — условия равенства касательных и нормальных сил

на поверхности раздела, уравнение (4) — условие прилипания на поверхности раздела.
Уравнения (6) представляют собой закон сохранения импульса для газовой фазы, урав-
нения (5) — закон сохранения массы и кинематическое условие, уравнение (7) является
условием прилипания на верхней стенке канала для газовой фазы.

В данной работе рассматривается устойчивость стационарных решений

[ub(η), Pb(x, η), ug
b(η̃), P g

b (x, η̃), Hb] системы уравнений (1)–(7), соответствующих без-
волновому течению системы жидкость — газ:
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При выводе уравнения (8) учтены балансные соотношения для среднерасходных ско-
ростей в жидкости и газе:
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Подставляя
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P = Pb(x, η) + P̂ (η) e−λt e−iαx + к.с., ug = ug
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(к.с. — комплексно-сопряженная величина) в уравнения (1)–(7) и линеаризуя их в окрест-
ности стационарного решения, получаем систему уравнений для нахождения спектра соб-
ственных значений
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ε2H2
b

dub

dη

∣∣∣
η=1

+ iα(1− εµ)v̂
∣∣
η=1

= 0;

(11)

v̂ − iα
(
ηub −

η∫
0

ub(η
′) dη′

)
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В уравнениях (9)–(15) давление в обеих фазах выражено через возмущения поля ско-
рости и толщины слоя жидкости:
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Для аппроксимации полей скорости [û(η), v̂(η)] и [ûg(η̃), v̂g(η̃)] использовались полино-
мы Чебышева Tm(η1), η1 = 2η − 1 и Tm(η̃1), η̃1 = 2η̃ − 1 соответственно:

û(η) =
1

2
Û1 +

M∑
m=2

ÛmTm−1(η1), v̂(η) =
1

2
V̂1 +

M∑
m=2

V̂mTm−1(η1), η1 = 2η − 1,

ûg(η̃) =
1

2
(Ûg)1 +

Mg∑
m=2

(Ûg)mTm−1(η̃1), v̂g(η̃) =
1

2
(V̂ g)1 +

Mg∑
m=2

(V̂ g)mTm−1(η̃1), η̃1 = 2η̃−1.

В ходе расчетов путем изменения общего количества полиномов M и Mg обеспече-
но выполнение следующих условий аппроксимации функций û(η), ûg(η̃) соответственно:

|ÛM |/ sup |Ûm| < 10−3, |Ûg
Mg |/ sup |Ûg

m| < 10−3.
В результате задача сводится к обобщенной задаче на собственные значения для ком-

плексных матриц общего вида:

Ax̂ = λBx̂, x̂ =
(
Ĥ, P̂ g

∣∣
η̃=1

, Ûm, V̂m, (Ûg)m, (V̂ g)m
)т

. (16)

Матрицы A и B имеют размерность 2(M + Mg + 1), их элементы определяются численно
путем перебора единичных векторов возмущений. Для каждого вектора рассчитывалась
невязка линеаризованных уравнений и определялись элементы соответствующих столбцов

матриц A и B. Граничные условия (11) используются вместо двух последних уравнений в
разложении (10) по полиномам Чебышева. Аналогично для учета граничных условий (14)
отбрасываются последние два уравнения в разложении (13) по полиномам Чебышева.

Для получения ответа на вопрос об устойчивости стационарного решения

[ub(η), Pb(x, η), ug
b(η̃), P g

b (x, η̃), Hb] необходимо проанализировать 2(M + Mg + 1) собствен-
ных чисел задачи (16), варьируя волновое число возмущений α = 2πH0/L (L — дли-
на волны возмущения). Решение устойчиво, если вещественные части всех собственных
значений больше или равны нулю при всех положительных значениях волнового числа.
Возмущение является нейтральным, если вещественная часть соответствующего ему соб-
ственного значения равна нулю: Real (λ) = 0. В этом случае фазовая скорость возмущения
cneut ≡ Imag (λ)/α.

В задаче (16) имеется девять параметров: α, ε2, εµ, ερ, n, β, Fi, Re, Reg. Нетрудно
показать, что n = ε2εµ Reg /(ερ Re) и только восемь параметров являются независимыми.

Например, с учетом соотношения ε2 = (3 Re /(sin β Ka))1/3(
√

σ/[ρg(1− ερ)] D)/ Ka3/2, где

Ka ≡ Fi1/11 — число Капицы, такими параметрами являются α, Ka, β,
√

σ/(ρg) /D, εµ, ερ,

Re, Reg. Пять параметров задачи Ka, β,
√

σ/(ρg) /D, εµ, ερ зависят только от физических

свойств газа и жидкости и от размера канала.
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Размерные и безразмерные параметры, использованные в расчетах√
σ/(ρg) /D

Ugs, м/с
Reg

D = 10 мм D = 20 мм D = 10 мм D = 20 мм

0,2765 0,1383 0,1 33,3 66,6
0,2765 0,1383 5,0 1666,5 3333,0
0,2765 0,1383 6,0 1999,8 3999,6
0,2765 0,1383 10,0 3333,0 6666,0
0,2765 0,1383 15,0 4999,5 9999,0
0,2765 0,1383 20,0 6666,0 13 332,0

Для тестирования алгоритма решения задачи (16) были построены линии нейтральной
устойчивости, полученные ранее в работе [14], в которой рассматривалось однофазное те-
чение Пуазейля для плоского канала. В работе [8] исследовалось гравитационное стекание
жидкости со свободной поверхностью вдоль наклонной плоскости. Построены нейтраль-
ные кривые двух неустойчивых мод: поверхностной моды и сдвиговой моды, приводящих
на нелинейной стадии развития к возникновению волн Капицы и волн Толмина — Шлих-
тинга соответственно. Для угла наклона β = 4◦ были построены нейтральные кривые,
полученные ранее в [8], при различных значениях числа Капицы. Заметим, что при боль-
ших значениях числа Капицы характер нейтральных кривых αneut(Re) для сдвиговой мо-
ды существенно отличается от характера нейтральной кривой для задачи, рассмотренной
в [14]. В работе [15] в полной постановке рассчитывались различные нелинейные волно-
вые режимы при противоточном течении газа и жидкости в плоском вертикальном канале.
Для волн малой амплитуды в [15] построены нейтральные кривые для системы вода —
воздух при D = 10 мм. В ходе решения задачи (16) удалось воспроизвести эти результаты.
Следует отметить, что в данной работе применялись методы и алгоритмы, отличные от
методов и алгоритмов, использованных в [15].

3. Результаты расчетов. В расчетах варьировались числа Рейнольдса для жидко-
сти и газа, угол наклона (β = 10, 45, 90◦), ширина канала D = 10, 20 мм при Ka = 9,262,
ερ = 0,0012, εµ = 0,0182. В таблице приведены размерные и безразмерные параметры, ис-
пользованные в расчетах. На первом этапе при фиксированном значении среднерасходной
скорости газа Ugs и различных значениях Re вычислялось общее количество неустойчивых
мод в задаче (16) путем уменьшения с малым шагом волнового числа α. На втором эта-
пе были построены нейтральные кривые для найденных неустойчивых мод. Результаты
расчетов представлены на рис. 2–4. В исследованном диапазоне параметров обнаружены
только две неустойчивые моды: поверхностная (на нелинейной стадии развития соответ-
ствующая волнам Капицы) и сдвиговая (соответствующая волнам Толмина — Шлихтин-
га) в газовой фазе.

На рис. 2 сплошные линии соответствуют безразмерным волновым числам γ =
2π

√
σ/(ρg) /λ∗neut нейтрального возмущения поверхностной моды при различных значе-

ниях скорости газа. Возмущения этой моды с длиной волны L > λ∗neut (области ниже
сплошных линий 1–4 на рис. 2) со временем нарастают. При малых значениях скорости
газа существует критическое число Рейнольдса Recr, соответствующее началу волнообра-
зования (см. рис. 2,а). С увеличением Ugs диапазон чисел Рейнольдса, в котором течение
устойчиво, уменьшается и затем исчезает. Следует отметить, что при малых углах накло-
на β характер зависимости λ∗neut(Re) существенно изменяется с увеличением скорости Ugs.

Штриховые линии на рис. 2 соответствуют волновым числам нейтрального возмуще-
ния сдвиговой моды. Волновые числа неустойчивых возмущений этой моды имеют верх-
нюю и нижнюю границы, которым соответствуют две ветви кривой нейтральных воз-
мущений. Фазовая скорость нейтральных возмущений этой моды имеет большое отрица-
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Рис. 2. Зависимость волнового числа нейтральных возмущений для двух мод от
числа Рейнольдса при D = 20 мм и различных значениях угла наклона канала
и скорости газа:
а — β = 10◦, б — β = 45◦; сплошные линии — поверхностная мода, штриховые —
сдвиговая мода в газовой фазе; 1 — Ugs = 0,1 м/с, 2 — Ugs = 5 м/с, 3 — Ugs = 6 м/с,
4 — Ugs = 10 м/с, 5 — Ugs = 20 м/с

тельное значение. При уменьшении скорости газа Ugs эта мода исчезает и длина волны

нейтрального возмущения λ∗neut слабо зависит от угла наклона β и числа Рейнольдса Re.
На рис. 3 все линии соответствуют нейтральным возмущениям поверхностной моды

для двух значений ширины канала. В расчетах, результаты которых приведены на рис. 3,б,
число Рейнольдса для газа Reg меняется в более широком диапазоне. Несмотря на это,
фазовая скорость и волновое число на рис. 3,б варьируются в меньшем диапазоне, чем
на рис. 3,а. Следует отметить, что при больших скоростях газа фазовые скорости могут
принимать отрицательные значения (линия 5 ′ на рис. 3,а).

На рис. 4 все линии соответствуют нейтральным возмущениям сдвиговой моды. Кри-
вая 1 находится вблизи линии нейтральной устойчивости классического течения Пуазейля
в плоском канале (на рис. 4 не приведена). Нейтральные кривые этой моды слабо зави-
сят от числа Рейнольдса жидкости (см. рис. 2), поэтому на рис. 4 приведены кривые для
одного значения Re. Зависимости волнового числа и фазовой скорости от ширины и угла
наклона канала также являются достаточно слабыми (см. рис. 4). Увеличение парамет-

ра ερ при фиксированных значениях параметров Ka, β,
√

σ/(ρg) /D, εµ, Re приводит к
существенному изменению характера кривых нейтральной устойчивости сдвиговой моды

(см. рис. 4).
Заключение. С использованием полных уравненй Навье — Стокса для обеих фаз ис-

следована линейная устойчивость противоточного течения жидкости и газа в наклонном

канале. В качестве независимых параметров использовались число Рейнольдса для жид-
кой фазы и среднерасходная скорость в газе, что является принципиальным отличием от
других работ. Показано, что динамика периодических возмущений описывается восьмью
параметрами: 2π

√
σ/(ρg) /L, Ka, β, εµ, ερ,

√
σ/(ρg) /D, Re, Reg. Рассчитаны инкремен-

ты нарастания (или затухания) во времени различных мод периодических возмущений.
Вследствие большого количества параметров расчеты проведены только для системы во-
да — воздух.
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Рис. 3. Зависимости волнового числа (1–5) и фазовой скорости (1 ′–5 ′) нейтраль-
ных возмущений для поверхностной моды от числа Рейнольдса при β = 10◦ и
различных значениях ширины канала и скорости газа:
а — D = 10 мм, б — D = 20 мм; 1, 1 ′ — Ugs = 0,1 м/с, 2, 2 ′ — Ugs = 5 м/с, 3, 3 ′ —
Ugs = 10 м/с, 4, 4 ′ — Ugs = 15 м/с, 5, 5 ′ — Ugs = 20 м/с
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Рис. 4. Зависимости волнового числа (а) и фазовой скорости (б) нейтральных
возмущений для сдвиговой моды в газовой фазе от числа Рейнольдса для газа

при Re = 10 и различных значениях угла наклона, ширины канала и парамет-
ра ερ:
1–4 — β = 10◦, D = 10 мм (1 — ερ = 0,0012, 2 — ερ = 0,01, 3 — ερ = 0,04, 4 — ερ = 0,08);
5 — β = 10◦, D = 20 мм, ερ = 0,0012; 6 — β = 90◦, D = 10 мм, ερ = 0,0012
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В исследованном диапазоне параметров обнаружены только две неустойчивые моды:
поверхностная (на нелинейной стадии развития и при малых скоростях газа соответству-
ющая волнам Капицы) и сдвиговая (волны Толмина — Шлихтинга) в газовой фазе. Рас-
считаны длина волны и фазовая скорость для нейтральных возмущений обеих мод в за-
висимости от числа Рейнольдса жидкости. Показано, что для поверхностной моды эти

зависимости существенно зависят от скорости газа, угла наклона канала и его ширины.
Установлено, что при уменьшении ширины канала существенно усиливается взаимодей-
ствие газа и жидкости при одних и тех же значениях числа Рейнольдса для обеих фаз.

Неустойчивые возмущения сдвиговой моды обусловливают переход к турбулентности

в газовой фазе. Эти возмущения возникают при критическом числе Рейнольдса для га-
за, слабо зависящем от угла наклона и ширины канала, а также от параметров течения
жидкости.
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