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Рассмотрена линейная контактная задача для системы малых штампов, периодиче-
ски расположенных на части границы упругого полупространства. На основе теории
усреднения Марченко — Хруслова выведена осредненная контактная задача. Получе-
на асимптотическая формула для поступательной емкости гладкого штампа с плоской
мелкозернистой подошвой.
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1. Постановка задачи. Пусть G — ограниченная область на плоскости R2 с глад-
кой границей; l — ее характерный размер; ω — плоская область, ограниченная гладким
контуром и лежащая внутри квадрата K = (−l/2, l/2)× (−l/2, l/2). Положим

ωij(ε) = {(x1, x2): ε−2(x1 − iεl, x2 − jεl) ∈ ω} (i, j ∈ Z), (1.1)

где ε — малый положительный параметр. Через Γε обозначим объединение всех пятен

ωij(ε), содержащихся на площадке G.
В соответствии с представлением Папковича — Нейбера (см., например, [1]) контакт-

ная задача линейной теории упругости о вдавливании в упругое полупространство штампа

с плоским гладким основанием, занимающим в плане множество Γε, на единичную глубину
сводится к следующей смешанной краевой задаче теории гармонических функций:

∆xu
ε(x) = 0, x ∈ R3

+ = {x = (x1, x2, x3): x3 > 0}; (1.2)

uε(x′, 0) = 1, x′ = (x1, x2) ∈ Γε; (1.3)

∂uε

∂x3
(x′, 0) = 0, x′ ∈ R2 \ Γε; (1.4)

uε(x) = o(1), |x| = (x2
1 + x2

2 + x2
3)

1/2 →∞. (1.5)

При этом компоненты вектора смещений U ε = (Uε
1 , Uε

2 , Uε
3 ) точек упругого полупростран-

ства выражаются через потенциал uε по формулам Н. М. Беляева [2]

Uε
i (x) = α

[
(α−1 − 1)

∞∫
x3

∂uε

∂x3
(x1, x2, z) dz − x3

∂uε

∂xi
(x)

]
, i = 1, 2; (1.6)

Uε
3 (x) = uε(x)− αx3

∂uε

∂x3
(x), α = [2(1− ν)]−1. (1.7)

Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства промышленности, науки и техноло-
гий РФ (грант МД-182.2003.01).
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Соответственно, контактное давление на границу упругого полубесконечного тела, пере-
даваемое штампом Γε, равно

pε(x1, x2) = − E

2(1− ν2)

∂uε

∂x3
(x′, 0), x′ ∈ Γε, (1.8)

где E и ν — модуль Юнга и коэффициент Пуассона. Заметим, что по принципу максимума
для гармонических функций (см., например, [3]) имеет место неравенство

∂uε

∂x3
(x′, 0) < 0, x′ ∈ Γε, (1.9)

обеспечивающее положительность контактного давления (1.8).
При |x| → ∞ справедлива следующая асимптотическая формула (уточняющая фор-

мулу (1.5)):

uε(x) = cε|x|−1 + O(|x|−2).

Здесь cε = cap (Γε) — гармоническая емкость множества Γε = {x: x′ ∈ Γε, x3 = 0} (см., в
частности, [4, 5]), причем

cε = − 1

2π

∫ ∫
Γε

∂uε

∂x3
(x′, 0) dx′ =

1

2π

∫ ∫ ∫
R3

+

|∇xu
ε(x)|2 dx. (1.10)

Поясним, что Γε — это плоское трехмерное множество, тогда как Γε — его двумерное

изображение на плоскости x3 = 0.
В соответствии с электростатической аналогией [1] величина cε называется поступа-

тельной емкостью штампа с гладким плоским основанием Γε [6]. В случае вдавливания
штампа Γε на глубину δ0 величина контактной силы

F3 =

∫ ∫
Γε

pε(x1, x2) dx′ (1.11)

согласно формулам (1.8) и (1.10) будет равна

F3 =
πE

1− ν2
cεδ0.

Исследуем поведение решения uε(x) задачи (1.2)–(1.5) при ε → 0, воспользовавшись
теорией Марченко — Хруслова [7, 8]. Подчеркнем, что подход работ [7, 8] не требует
периодичности множества Γε. Однако двояко периодическое размещение пятен контакта
ωij(ε) по площадке G упрощает некоторые расчеты и значительно не умаляет общности

рассмотрений.
Ранее контактная задача для системы малых штампов, периодически плотно разме-

щенных в пределах ограниченной площадки на поверхности упругого полупространства,
изучалась в работе [9], где полагалось (ср. с (1.1))

ωij(ε) = {x′: ε−1(x1 − iεl, x2 − jεl) ∈ ω}, i, j ∈ Z. (1.12)

Другими словами, диаметры пятен контакта и расстояние между соседними штампами в
работе [9] предполагались одного порядка.

В рассматриваемом случае (1.1), в отличие от работы [9], диаметры пятен контакта
предполагаются малыми в сравнении с расстояниями между ними. При этом, как и в [9],
при ε → 0 число N пятен контакта в множестве Γε оценивается так:

N ∼ |G|/(ε2l2), (1.13)

где |G| — площадь фигуры G.
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Контактные задачи для конечного числа малых штампов изучались в ряде работ (см.,
например, [1, 10], а также обзор [11]). Решение контактной задачи (1.2)–(1.5) может быть
использовано при решении некоторых контактных задач трибологии [12].

2. Осредненная задача. Распространяя функцию uε(x) на все пространство R3 по

четности, ввиду однородного граничного условия (1.4) приходим к соотношениям

∆xu
ε(x) = 0, x ∈ R3 \ Γε; (2.1)

uε(x′, 0) = 1, x ∈ Γε. (2.2)

В работах [7, 8] установлено, что решение uε(x) задачи (2.1), (2.2), (1.5) при ε → 0
сходится к функции u0(x), которая является решением следующей задачи (см. теорему 1.4
в [8]):

∆xu
0(x) = 0, x ∈ R3 \G; (2.3)

u0(x′, 0+) = u0(x′, 0−) = u0(x′, 0);

∂u0

∂x3
(x′, 0+)− ∂u0

∂x3
(x′, 0−) = 4πcΓ(u0(x′, 0)− 1), x ∈ G; (2.4)

u0(x) = o(1), |x| → ∞. (2.5)

Здесь G = {x: x′ ∈ G, x3 = 0}. При этом вне любой фиксированной окрестности поверх-
ности G сходимость равномерная. Для рассматриваемого периодического множества Γε

величина cΓ определяется формулой

cΓ = cap (ω)/l2, (2.6)

где cap (ω) — гармоническая емкость множества ω = {x: x′ ∈ ω, x3 = 0}.
Для решения u0(x) осредненной задачи (2.3)–(2.5) выполняется условие четности по

переменной x3, т. е. u0(x′, x3) = u0(x′,−x3), поскольку соотношения (2.3)–(2.5) инвари-
антны при замене x3 на −x3. Тем самым исчезающая на бесконечности функция u0(x),
гармоническая в полупространстве R3

+, на его границе удовлетворяет соотношениям

−∂u0

∂x3
(x′, 0+) = 2πcΓ(1− u0(x′, 0)), x′ ∈ G; (2.7)

∂u0

∂x3
(x′, 0+) = 0, x′ ∈ R2 \G.

Справедлива асимптотическая формула

u0(x) = c0|x|−1 + O(|x|−2), |x| → ∞.

Для постоянной c0 имеет место представление

c0 = − 1

2π

∫ ∫
G

∂u0

∂x3
(x′, 0+) dx′. (2.8)

Воспользовавшись формулой Грина∫ ∫ ∫
R3

+

|∇xu
0(x)|2 dx = −

∫ ∫
G

u0(x′, 0)
∂u0

∂x3
(x′, 0+) dx′,

из соотношения (2.8) выводим следующее представление:

c0 =
1

2π

∫ ∫ ∫
R3

+

|∇xu
0(x)|2 dx− 1

2π

∫ ∫
G

(1− u0(x′, 0))
∂u0

∂x3
(x′, 0+) dx′. (2.9)
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Поскольку сходимость решения uε(x) исходной задачи (1.2)–(1.5) к решению u0(x)
осредненной задачи (2.3)–(2.5) при ε → 0 равномерная для достаточно больших значе-
ний |x|, выполняется предельное соотношение

lim
ε→0

cε = c0.

Отметим, что формула (2.8) может рассматриваться как результат предельного пере-
хода в первом интеграле формулы (1.10), тогда как, очевидно, положив формально ε = 0
во втором интеграле формулы (1.10), нельзя получить соотношение (2.9). Заметим, что
для решения задачи (1.2)–(1.5) верно равенство

(1− uε(x′, 0))
∂uε

∂x3
(x′, 0+) = 0, x′ ∈ G.

Это обстоятельство объясняется тем, что функция uε(x) не сходится к функции u0(x) по
энергетической норме (см. [8, с. 134]).

3. Контактное давление. Для решения задачи (1.2)–(1.5) справедливо представле-
ние в форме потенциала простого слоя (см., например, [5])

uε(x) =
1

2π

∑
i,j

∫ ∫
ωij(ε)

ϕij
ε (y1, y2) dy1 dy2√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 + x2
3

, (3.1)

где суммирование распространяется по тем индексам i и j, для которых ωij(ε) ⊂ Γε. При
этом предельное значение нормальной производной выражается формулой

−∂uε

∂x3
(x′, 0+) = ϕij

ε (x′), x′ ∈ ωij(ε).

Значит, в силу неравенства (1.9) плотности ϕij
ε (x′) интегралов в сумме (3.1) положитель-

ны.
С точностью до множителя [2(1 − ν2)]−1E функция ϕij

ε (x′) совпадает с плотностью
pε(x1, x2) контактных давлений, распределенных по пятну контакта ωij(ε) (см. форму-
лу (1.8)). Соответственно, с точностью до указанного множителя величина

F ij
ε =

∫ ∫
ωij(ε)

ϕij
ε (y) dy (3.2)

определяет силу

P ij
ε =

E

2(1− ν2)
F ij

ε , (3.3)

действующую на штамп ωij(ε).

Плотности ϕij
ε (x′) согласно краевому условию (1.3) удовлетворяют системе интеграль-

ных уравнений первого рода

(Bij
ε ϕij

ε )(x′) +
∑
k,l

′
(Bkl

ε ϕkl
ε )(x′) = 1, x′ ∈ ωij(ε). (3.4)

Здесь суммирование распространяется на те индексы k и l, для которых ωkl(ε) ⊂ Γε,

причем штрих у суммы означает, что (k, l) 6= (i, j); Bij
ε — интегральный оператор, дей-

ствующий по формуле

(Bij
ε ϕ)(x′) =

1

2π

∫ ∫
ωij(ε)

ϕ(y) dy√
(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2

. (3.5)
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Для оценки величины (3.2) применим теорему В. И.Моссаковского [13], а именно: обо-

значим через ϕ̂ij
ε (x′) решение контактной задачи для изолированного штампа ωij(ε), вдав-

ленного на единичную глубину, т. е. решение интегрального уравнения (Bij
ε ϕ̂ij

ε )(x′) = 1

при x′ ∈ ωij(ε). Умножим обе части уравнения (3.3) на плотность ϕ̂ij
ε (x′) и проинтегри-

руем по площадке ωij(ε). В силу симметричности ядра оператора (3.5) имеем∫ ∫
ωij(ε)

(Bij
ε ϕij

ε )(y)ϕ̂ij
ε (y) dy =

∫ ∫
ωij(ε)

ϕij
ε (y)(Bij

ε ϕ̂ij
ε )(y) dy.

В результате получаем следующее равенство:

F ij
ε +

∑
k,l

′
∫ ∫
ωij(ε)

(Bkl
ε ϕkl

ε )(y)ϕ̂ij
ε (y) dy = 2πcij

ε , (3.6)

где cij
ε — поступательная емкость штампа ωij(ε), т. е.

cij
ε =

1

2π

∫ ∫
ωij(ε)

ϕ̂ij
ε (y) dy. (3.7)

Наконец, принимая во внимание положительность плотностей ϕkl
ε (x′) при x′ ∈ ωkl(ε),

ϕ̂ij
ε (x′) при x′ ∈ ωij(ε) и ядра оператора (3.5), из соотношения (3.6) выводим оценку

F ij
ε < 2πcij

ε . (3.8)

Согласно принятым предположениям относительно множества Γε для любого участ-
ка g площадки G выполняется предельное соотношение

lim
ε→0

∑
(g)

cij
ε = |g|cΓ. (3.9)

Здесь |g| — площадь площадки g; сумма
∑

(g) распространяется на те пятна контак-

та ωij(ε), которые попадают внутрь площадки g; cΓ — величина, определяемая форму-
лой (2.6). Действительно, для доказательства соотношения (3.8) следует учесть равенства

cij
ε = ε2 cap (ω),

∑
(g)

cij
ε = Nεε

2 cap (ω), (3.10)

где Nε — число пятен контакта, попадающих внутрь площадки g, причем Nε ∼ |g|(ε2l2)−1.
Таким образом, учитывая неравенство (3.7) и условие (3.8), получаем

lim
ε→0

∑
(g)

F ij
ε 6 2π|g|cΓ. (3.11)

Поэтому (см. [8, § 1]) плотности ϕij
ε (x′), x′ ∈ Γε, будут слабо сходиться к ограниченной

плотности ϕ0(x
′), распределенной по поверхности G. При этом для фиксированной точки

x ∈ R3
+ получаем

lim
ε→0

uε(x) =
1

2π

∫ ∫
G

ϕ0(y) dy√
(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 + x2

3

и для любого участка g площадки G существует предел

lim
ε→0

∑
(g)

F ij
ε =

∫ ∫
g

ϕ0(y) dy. (3.12)
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Формула (3.12) раскрывает механический смысл функции ϕ0(x
′), а именно: функция

p0(x1, x2) =
E

2(1− ν2)
ϕ0(x1, x2), (x1, x2) ∈ G, (3.13)

представляет собой осредненное контактное давление. Другими словами, для любого
участка g площади G выполняется предельное соотношение∫ ∫

g

p0(y) dy = lim
ε→0

∑
(g)

∫ ∫
ωij(ε)

pε(y) dy. (3.14)

Однако давление на поверхность упругого полупространства со стороны штампа Γε

передается по пятнам контакта ωij(ε). Приближенное выражение для контактного давле-

ния на пятне контакта ωij(ε) можно дать, воспользовавшись решением ϕ̂ij
ε (x′) контактной

задачи для изолированного штампа. Основанием для этого служит то обстоятельство, что
при ε → 0 относительное расстояние между ближайшими штампами (в сравнении с их
диаметрами) неограниченно возрастает.

Так, согласно соотношению (3.12) для штампа ωij(ε) с центром в точке (xi
1, x

j
2) с

координатами xi
1 = iεl, xj

2 = jεl имеем

F ij
ε

ε2l2
' ϕ0(x

i
1, x

j
2), ε → 0. (3.15)

По формуле (3.7) получаем, что изолированный штамп ωij(ε) передает на упругое осно-
вание суммарную нагрузку

P̂ ij
ε =

E

2(1− ν2)
F̂ ij

ε ,

где

F̂ ij
ε =

∫ ∫
ωij(ε)

ϕ̂ij
ε (y) dy = 2πcij

ε . (3.16)

Значит, плотности (2πcij
ε )−1F̂ ij

ε ϕ̂ij
ε (x′) будет отвечать суммарная нагрузка P ij

ε , определяе-
мая формулой (3.3). Поэтому для контактного давления на пятне контакта ωij(ε) получаем
следующее выражение:

pε(x1, x2) '
E

2(1− ν2)

F ij
ε

2πcij
ε

ϕ̂ij
ε (x1, x2), (x1, x2) ∈ ωij(ε). (3.17)

Принимая во внимание соотношения (3.10), (3.13) и (3.15), окончательно будем иметь

pε(x1, x2) '
l2

2π cap (ω)
p0(xi

1, x
j
2)ϕ̂

ij
ε (x1, x2), (x1, x2) ∈ ωij(ε), (3.18)

где ϕ̂ij
ε (x′) — решение интегрального уравнения (Bij

ε ϕ̂ij
ε )(x′) = 1 при x′ ∈ ωij(ε).

4. Уравнение для определения осредненного контактного давления. Для при-
ближенного решения системы интегральных уравнений (3.4) применим метод локализа-
ции [12]. Второе слагаемое в левой части уравнения (3.4), описывающее влияние на рас-

пределение контактного давления под штампом ωij
ε со стороны остальных штампов систе-

мы Γε, заменим приближенным, осредняя контактное давление, следующим образом:

(Bij
ε ϕij

ε )(x′) +
1

2π

∫ ∫
G\Kij

ε

ϕ0(y) dy√
(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2

= 1, x′ ∈ ωij(ε). (4.1)

Здесь Kij
ε — квадрат с центром в точке (xi

1, x
j
2) и стороной εl.
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Далее, согласно формуле (3.17) имеем

ϕij
ε (x′) =

F ij
ε

2πcij
ε

ϕ̂ij
ε (x′), x′ ∈ ωij(ε).

Подставляя данное выражение в уравнение (4.1), с точностью до членов порядка ε полу-
чаем

F ij
ε

2πcij
ε

+
1

2π

∫ ∫
G

ϕ0(y) dy√
(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2

= 1, x′ ∈ ωij(ε).

Принимая теперь во внимание соотношение (3.15), находим

ε2l2

2πcij
ε

ϕ0(x
i
1, x

j
2) +

1

2π

∫ ∫
G

ϕ0(y) dy√
(xi

1 − y1)2 + (xj
2 − y2)2

= 1. (4.2)

Таким образом, в силу произвольности точки (xi
1, x

j
2) при учете первой формулы (3.10)

и уравнения (4.2) выводим

l2

2π cap (ω)
ϕ0(x1, x2) +

1

2π

∫ ∫
G

ϕ0(y) dy√
(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2

= 1. (4.3)

Итак, осредненная плотность контактных давлений (3.13) согласно формулам (4.3)
и (2.6) удовлетворяет интегральному уравнению

1

cΓ
p0(x1, x2) +

∫ ∫
G

p0(y) dy√
(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2

=
πE

1− ν2
. (4.4)

Нетрудно видеть, что уравнение (4.4) или, что то же самое, (4.3) эквивалентно граничному
условию (2.7).

Условие положительности контактных давлений на пятнах контакта (1.9) и предель-
ное соотношение (3.14) при учете (3.9) приводят к неравенству

p0(x1, x2) > 0, (x1, x2) ∈ G. (4.5)

Поэтому величина u0(x1, x2, 0), интерпретируемая как осредненная осадка поверхности
упругого основания под штампом с мелкозернистой границей Γε, согласно соотношени-
ям (4.3) и (4.5) меньше смещения штампа, т. е.

u0(x1, x2, 0) < 1, (x1, x2) ∈ G.

Тем самым второе слагаемое в формуле (2.9) положительно.
5. Обобщения и замечания. 1. В случае штампа Γε с подошвой неплоской формы

граничное условие (1.3) следует заменить следующим:

uε(x′, 0) = w(x′), x′ = (x1, x2) ∈ Γε. (5.1)

Здесь w(x1, x2) — гладкая функция, определяющая осадку поверхности упругого основания
под штампом. В частности, функция w(x′) = δ0−β2x1 +β1x2 отвечает случаю наклонного

штампа с плоской мелкозернистой подошвой (δ0 — поступательное смещение; β1 и β2 —
углы поворота относительно горизонтальных осей).

Согласно теории Марченко — Хруслова (см. теорему 1.4 в [8]) краевому условию (5.1)
соответствует следующее осредненное граничное условие (вместо (2.7)):

−∂u0

∂x3
(x′, 0+) = 2πcΓ(w(x′)− u0(x′, 0)), x′ ∈ G. (5.2)
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При этом осредненная плотность контактных давлений отыскивается как решение инте-
грального уравнения (вместо уравнения (4.4))

1

cΓ
p0(x1, x2) +

∫ ∫
G

p0(y) dy√
(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2

=
πE

1− ν2
w(x1, x2). (5.3)

Для интегрального уравнения (5.3) были предложены различные методы решения (см.
обзор в [14, § 3.5.1]). Заметим, что для произвольной правой части уравнения (5.3) его
решение, разумеется, не удовлетворяет условию положительности (4.5). Заметим также,
что решение интегрального уравнения (4.4) не имеет сингулярности на краю площадки G.

2. Осредненная контактная задача (5.3) остается справедливой и в случае, если в
множестве Γε пятна контакта ωij(ε) развернуть произвольным образом. Более того, ре-
зультаты теории [7, 8] справедливы при менее ограничительных предположениях о струк-
туре мелкозернистой границы Γε. Например, можно освободиться от предположения о
периодичности и добавить зависимость пятен контакта от медленных переменных. Выбор
периодического случая обусловлен простотой расчета коэффициента cΓ.

В частности, при расположении пятен контакта ωij(ε) в узлах косоугольной решетки
со сторонами εl1 и εl2 и углом α между ними будем иметь

cΓ = cap (ω)/(l1l2 sin α). (5.4)

В случае гексагональной решетки с межузловым расстоянием εl получаем

cΓ =
8

3
√

3

cap (ω)

l2
. (5.5)

При периодическом размещении пятен контакта двух типов в узлах квадратной ре-
шетки со стороной εl в шахматном порядке имеем

cΓ = (cap (ω1) + cap (ω2))/(2l
2). (5.6)

Формулы (5.4)–(5.6) являются следствием соотношения (3.9).
3. При выводе результирующего уравнения (5.3) существенно использовался аппарат

теории потенциала. Для обобщения постановки контактной задачи для штампа с мелко-
зернистой границей, например, на случай упругого слоя перепишем осредненную задачу
в терминах линейной теории упругости.

Так, постановка контактной задачи о давлении без трения на поверхность упругого
полупространства штампа Γε включает граничные условия

σ31(U
ε; x′, 0) = σ32(U

ε; x′, 0) = 0, x′ ∈ R2;

Uε
3 (x′, 0) = w(x′), x′ ∈ Γε;

σ33(U
ε; x′, 0) = 0, x′ ∈ R2 \ Γε.

Здесь σ3i(U
ε) — компоненты тензора напряжений. При этом контактное давление под

штампом равно

pε(x′) = −σ33(U
ε; x′, 0), x′ ∈ Γε.

Решение U0(x) осредненной задачи должно удовлетворять системе дифференциаль-
ных уравнений Ламе в полубесконечной области, занимаемой упругим телом, краевым
условиям отсутствия трения

σ31(U
0; x′, 0) = σ32(U

0; x′, 0) = 0, x′ ∈ R2,

условию отсутствия пригрузки вне области, занимаемой штампом, т. е.

σ33(U
0; x′, 0) = 0, x′ ∈ R2 \G,
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а также осредненному условию контакта

−σ33(U
0; x′, 0) =

πE

1− ν2
cΓ(w(x′)− U0

3 (x′, 0)), x′ ∈ G. (5.7)

Поясним, что граничное условие (5.7) является перезаписью условия (5.2) при учете зави-
симостей

σ33(U
0; x′, 0) =

E

2(1− ν2)

∂u0

∂x3
(x′, 0), U0

3 (x′, 0) = u0(x′, 0),

вытекающих из формул Беляева (1.6), (1.7).
Таким образом, осредненное граничное условие контакта (5.7) свободно от предпо-

ложения, что упругое тело занимает полупространство, и может быть использовано при
решении контактной задачи в случае упругого слоя, плиты и т. п. о давлении штампа с
мелкозернистой границей на плоскую границу упругого основания.

4. Предположение, что дополнение множества Γε связно в рассматриваемом слу-
чае (1.1), также несущественно в рамках используемого подхода. В частности, аналогично
может быть получено приближенное решение контактной задачи для так называемого сет-
чатого штампа (см. пример 2 в [8, гл. 1, § 4]).

5. По формуле (2.8) получаем

c0 = − 1

2π

∫ ∫
G

ϕ0(y) dy,

где ϕ(x′) — решение уравнения (4.3).
Вместе с тем ввиду соотношения (3.12) имеем∫ ∫

G

ϕ0(y) dy = lim
ε→0

∑
(G)

F ij
ε ,

что полностью согласуется с первой формулой (1.10) при учете обозначения (3.3).
Проинтегрировав обе части уравнения (4.3) по области G, находим

1

2π

∫ ∫
G

ϕ0(y) dy +
cΓ

2π

∫ ∫
G

ϕ0(y)

∫ ∫
G

dx′ dy

|x′ − y|
= |G|cΓ. (5.8)

Правая часть уравнения (5.8) выражается по формуле (3.9) так:

|G|cΓ = lim
ε→0

∑
(G)

cij
ε . (5.9)

Сопоставляя формулы (5.4) и (5.8), (5.9), заключаем, что предельное значение c0 поступа-
тельной емкости cε оказывается меньше, чем суммарная емкость штампов в системе, что,
разумеется, выполняется и для емкости cε.

Положим

mG = min
y∈G

∫ ∫
G

dx′

|x′ − y|
, MG = max

y∈G

∫ ∫
G

dx′

|x′ − y|
.

Из формулы (5.8) вытекают оценки

|G|cΓ

1 + MGcΓ
6 c0 6

|G|cΓ

1 + mGcΓ
.



И. И. Аргатов 185

Заметим, что для круговой области G величинаMG оказывается в π/2 раз больше, чемmG

(см., в частности, [14, § 1.1.6]).
6. Результирующее интегральное уравнение (4.4) осредненной контактной задачи бы-

ло получено путем применения метода локализации. Тем самым обоснование метода лока-
лизации для рассматриваемого случая контактной задачи можно строго провести в рамках

теории осреднения [8]. Отметим также, что оценка (3.10) также была получена отличным
от [8] способом.

7. Проведем сравнительный анализ полученных результатов с результатами рабо-
ты [9]. Во-первых, коренным образом различаются уравнения для определения осреднен-
ной плотности контактных давлений, а именно: в случае (1.1) уравнение (4.4) отличается
от соответствующего уравнения для случая (1.12) наличием первого слагаемого.

Во-вторых, нетрудно видеть определенное сходство асимптотического представле-
ния (3.18) для истинного контактного давления с ранее полученным (см. формулу (25)
в работе [9]). В обоих случаях получено представление вида

pε(x1, x2) ' p0(x1, x2)f
ij
ε (x1, x2), (x1, x2) ∈ ωij(ε). (5.10)

Здесь p0(x1, x2) — значение осредненного контактного давления в центре пятна контак-

та ωij(ε); f ij
ε (x1, x2) — функция, определяющая распределение давлений на пятне кон-

такта ωij(ε). Заметим также, что в обоих случаях функция f ij
ε (x1, x2) имеет корневую

особенность на границе пятна контакта ωij(ε).
Принимая во внимание формулы (3.18) и (3.16), в рассматриваемом случае получаем

f ij
ε (x1, x2) =

l2

2π cap (ω)
ϕ̂ij

ε (x1, x2),

1

ε2l2

∫ ∫
ωij(ε)

f ij
ε (x1, x2) dx1dx2 = 1. (5.11)

Подчеркнем, что величина ε2l2 равна площади ячейки периодичности

Kij
ε = {x′ : ε−1(x1 − iεl, x2 − jεl) ∈ K}.

В случае (1.12) условие нормировки (5.11) вытекает из формул (23) и (28) работы [9].
Таким образом, при учете соотношения∫ ∫

g∩Γε

pε(y) dy '
∫ ∫

g

p0(y) dy,

справедливого для любого участка g площадки G, и условия нормировки (5.11) из форму-
лы (5.10) выводим ∫ ∫

g

p0(y) dy '
∫ ∫

g

p0(y)f ij
ε (y) dy. (5.12)

При записи соотношения (5.12) подразумевается, что f ij
ε (y) = 0 при y ∈ Kij

ε \ ωij(ε).
Заметим, что в механике контакта шероховатых упругих тел (см., например, рабо-

ту [15]) функция f ij
ε (x1, x2) называется локальным коэффициентом интенсивности кон-

тактных давлений (a local ‘contact intensity factor’).
8. Наконец, заметим, что обычно первичным параметром задачи дискретного контак-

та выступает число штампов N , а производный параметр ε рассчитывается исходя из



186 ПРИКЛАДНАЯ МЕХАНИКА И ТЕХНИЧЕСКАЯ ФИЗИКА. 2004. Т. 45, N-◦ 5

геометрии расположения штампов. В случае (1.1), очевидно, обращая зависимость (1.13),
имеем

ε ∼
√
|G|/(Nl2),

где l — характерный размер фигуры G. При этом коэффициент cΓ, фигурирующий в
осредненной задаче и определяемый формулой (2.6), следует рассчитывать так:

cΓ = cε/(ε2l2) = Ncε/|G|.

Здесь cε = cij
ε — поступательная емкость штампа ωij(ε), определяемая формулой (3.7).

Автор благодарит Т. А. Мельника за постановку задачи и обсуждение результатов.
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