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Исследуется взаимодействие открытой трубы с внутренней грунтовой пробкой по закону су-

хого трения Кулона. Рассматриваются различные модели грунта и трубы. Для всех моделей 
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ных и аналитических решений. Проведено сопоставление результатов численных расчетов 
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При проведении строительных работ одним из этапов является прокладка инженерных 

коммуникаций различного назначения. Экономически более выгодна подземная бестраншей-

ная прокладка. В настоящее время широко применяется метод, основанный на горизонтальном 

продавливании в грунтовый массив трубы с открытым торцом. В процессе внедрения трубы 

в грунт во внутреннюю ее полость поступает разрушенный грунт, который образует пробку. 

Вопросам внедрения полой цилиндрической трубы с открытым торцом в грунт посвящены 

многие публикации [1 – 16]. В [1 – 12] приведены результаты численного и физического моде-

лирования процесса погружения вертикальных свай-труб с открытым торцом и проанализиро-

ваны различные аспекты образования внутренней грунтовой пробки и ее свойств. Существенно 

меньше работ изучают особенности горизонтального внедрения открытых труб [13 – 16], боль-

шинство из них — экспериментальные. 

В данной статье исследуется численно и аналитически задача горизонтального движения 

открытой трубы в грунте с учетом взаимодействия трубы с внешним грунтом и внутренней 

грунтовой пробкой по закону сухого трения Кулона. Основное внимание уделено рассмотре-

нию различных моделей трубы и внутренней пробки. 

 

Исследование выполнено при финансовой поддержке Российского научного фонда (проект № 17-77-20049). 
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ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Модель I. Математическая постановка задачи ударного погружения открытой трубы 

в грунт опирается на модель продольных колебаний упругого стержня с учетом бокового со-

противления внутренней и внешней среды. Упругий трубчатый стержень 1(R  — внешний ра-

диус, h  — толщина стенки) длиной L заглублен в грунт на величину 1L . Внутри трубы нахо-

дится грунтовая пробка длиной 2L . По левому торцу трубы в продольном направлении произ-

водится одиночный удар с силой 0( )F t . 

 
0 0 * 0 0

*

( ) sin( ) ( ) ( ),F t Q t H t t H t t





   , (1) 

где 0Q  — амплитуда; *  — частота; H  — ступенчатая функция Хевисайда. 

Обозначим ( , )U z t  — перемещение трубы, t  — время, z  — продольную координату. Вы-

берем систему координат так, чтобы ее начало совпадало с ударяемым концом стержня, а ось z 

была направлена параллельно оси трубы вглубь среды. Будем полагать, что взаимодействие на 

поверхностях контакта трубы и грунта происходит по закону сухого трения Кулона. 

Движение трубы описывается одномерным волновым уравнением относительно перемещений: 
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Здесь 1 1/c E   — скорость продольной волны в стержне, 1E  — модуль Юнга трубы, 1  — 

плотность материала трубы; 2( , )rzz   — реакция грунтовой пробки в сечениях 2L L z L   ; 

1P , 2P  — внешний и внутренний периметры трубы; 1 1(2 )S h R h   — площадь поперечного 

сечения трубы; 1  — постоянное касательное напряжение, приложенное на внешней поверхно-

сти трубы в сечениях 1L L z L   , направление действия которого зависит от знака скорости 

трубы 1k . Начальные условия нулевые. На торце трубы 0z   задается действующая сила, то-

рец z L  свободен от напряжений: 
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Зависимость 2( , )rzz   соответствует упруго-пластической диаграмме (рис. 1), предложен-

ной в [17]. На упругом участке, когда сдвиговое напряжение в грунте меняется от 0 до 0 , тру-

ба и среда сцеплены и движутся с одинаковой скоростью. При достижении предельного сдви-

гового напряжения 0  происходит проскальзывание. Направление действия сил трения опре-

деляется в зависимости от знака скорости этих волн. Когда относительная скорость проскаль-

зывания трубы и грунта становится равной нулю, вновь происходит сцепление с грунтом, ко-

торое в дальнейшем опять может быть нарушено приходом волн напряжений. 

Для определения сдвигового напряжения грунта, действующего изнутри на трубу, исполь-

зуем двумерную модель среды с одним перемещением ( , , )V r z t  в направлении z : 
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где G — модуль сдвига;   — коэффициент Ламе; 2  — плотность грунта; r  — радиальная 

координата. Уравнение (4) представляет модель среды, учитывающую сжимаемость грунта 

вдоль оси трубы, сопротивляемость материала сдвигу и инерционность грунта при движении 

его частиц вдоль оси трубы. Математически более простую модель деформируемой среды 

с одним перемещением (4) можно применять в случае, если амплитуды деформаций и их част-

ных производных в осевом направлении существенно превышают соответствующие значения 

в радиальном направлении. 

 

Рис. 1. Зависимость реакции среды от сдвиговой деформации 

Граничное условие на оси 0r  соответствует отсутствию источников или стоков: 
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а граничные условия на торцах пробки — отсутствию напряжений на свободных поверхностях 

грунта: 
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На внутренней поверхности трубы при отсутствии проскальзывания граничное условие для 

уравнения (4) определяет равенство скоростей перемещений трубы и грунта на поверхности 

трубы: 
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где 2 1R R h   — внутренний радиус трубы. 

При упругой стадии процесса взаимодействия сдвиговое напряжение на внутренней по-

верхности трубы находится по формуле 
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На этапе проскальзывания грунта, когда 2 0abs( )  , труба взаимодействует с ним по зако-

ну сухого трения: 
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Поскольку при проскальзывании силы трения, действующие на трубу и грунт, совпадают 

по величине и различны по направлению, для грунта имеем граничные условия 
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Таким образом, с учетом сухого трения реакция среды 2  и граничные условия для грунто-

вой пробки на поверхности трубы в сечениях 2L L z L    выражаются следующим образом: 

— на упругой стадии процесса взаимодействия, когда 
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— на этапе проскальзывания грунта, когда 
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Модель II. Аналитические оценки. Получим аналитические оценки более простой поста-

новки данной задачи. Рассмотрим одномерную задачу. Пусть имеется труба, внутри которой 

находится упругий грунт. Предполагается, что сухое трение на внешней стороне трубы отсут-

ствует 1( 0)  . Будем исследовать влияние распространения волн в грунте в радиальном 

направлении, пренебрегая распространением волн в направлении оси z . Движение грунта опи-

сывается одномерным волновым уравнением по радиальной координате r , которое получено 

из (4) в предположении, что производными по оси z  можно пренебречь: 
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Уравнение движения трубы находим из (2), также полагая, что зависимостью перемещения 

трубы от переменной z  можно пренебречь: 
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где 1 1 1M LS   — масса трубы. 

Для получения аналитических оценок предположим, что на всем этапе движения выполня-

ется условие 2 0abs( )  , т. е. труба и грунт взаимодействуют упруго. В этом случае имеем 

следующие граничные условия: 
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Применим к (10) – (12) преобразование Лапласа по времени с параметром p, значок L: 
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0I , 1I  — модифицированные функции Бесселя; 2 /R p b  . 

Найдем асимптотику сдвигового напряжения на поверхности трубы при 0p  : 
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здесь 2 2 2 2M S L   — масса пробки; 
2

2 2S R  — площадь поперечного сечения пробки. 
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Обращая выражение (14) [18], имеем асимптотическую зависимость от времени ( )t   

для сдвигового напряжения грунта на границе трубы: 

2
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Если *  , то эту формулу можно упростить: 
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Используя (12) и (15), запишем выражения для определения перемещения и скорости пере-

мещения трубы: 
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Как видно из аналитического решения (15), если 0  , то на всем этапе движения труба 

и грунт взаимодействуют упруго 2 0( )  . Если же 0  , то сначала происходит упругое 

взаимодействие трубы и грунта, пока 2  не достигнет значения 0 , а затем взаимодействие по 

закону сухого трения. 

Модель III. В модели I пренебрежем влиянием распространения волн в грунтовой пробке 

в радиальном направлении. В этом случае уравнения движения с учетом закона постоянного 

сухого трения на внутренней и внешней поверхности трубы имеют следующий вид: 
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Здесь 1 , 2  — постоянные касательные напряжения, приложенные на внешней и внутренней 

поверхности трубы соответственно. Остальные обозначения те же, что и ранее. Начальные 

условия нулевые. Граничные условия на торцах трубы и пробки: 
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где 0.1aP   МПа — атмосферное давление; 2E  — модуль Юнга грунта; 0  — начальное 

напряжение в грунте в горизонтальном направлении. 

По сравнению с моделью I добавим неотражающие граничные условия в пробке в сечении 

Lz   и учтем влияние начального напряжения в грунте. Коэффициент   принимает значения 

0  и 1 . Значение 0  соответствует условию равенства напряжения в трубе в сечении 

Lz   начальному напряжению в грунте 0 . Аналогичное равенство справедливо для пробки. 

Значение 1  соответствует неотражающей вязкой границе в пробке в сечении Lz  , т. е. 

предполагается, что пробка бесконечно длинная. Предполагается также, что в сечении Lz   

напряжения в трубе равны напряжениям в пробке. 
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Если начальное напряженное состояние в грунте вызвано только гравитационным полем, 

то горизонтальная составляющая напряжений (напряжение бокового распора) на небольшой 

глубине до 500 м, по мнению некоторых исследователей, определяется в соответствии c гипо-

тезой, предложенной в [19]: 0   0(  — начальное напряжение в грунте в горизонтальном 

направлении, 2aP Hg    — вертикальная составляющая напряжений на глубине H, вызыва-

емая действием веса вышележащих слоев грунта и атмосферным давлением, 2  — средне-

взвешенная плотность грунта, 2 2/ (1 )     — коэффициент бокового распора, 2  — коэф-

фициент Пуассона грунта). 

Модель IV. Аналитические оценки. В модели III пренебрежем влиянием распростране-

ния волн в продольном направлении в трубе и грунтовой пробке, т. е. рассмотрим модель 

жесткой трубы и жесткой пробки. В этом случае уравнения движения с учетом закона посто-

янного сухого трения на поверхности контакта трубы и пробки имеют следующий вид: 
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Для того чтобы получить аналитическое решение с учетом сухого трения между пробкой и 

трубой, исследуем более простой вариант модели IV. Положим 1 0  , 0aP  , 0  , 0 0  . 

В результате запишем уравнения: 
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Проинтегрируем (22) с учетом (1) и нулевых начальных условий: 
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При 0 0   решение будет иметь вид 1( ) ( ) /U t I t M , ( ) 0V t  . 

В случае 00   вычислим разность скоростей перемещений трубы и пробки: 
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Если 0  , то сила трения настолько велика, что труба и пробка будут двигаться как 

единое целое с массой 1 2M M  на всем интервале взаимодействия: 
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Вычтем в (21) из первого уравнения второе. С учетом обозначения W U V   получим 
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Если 0  , то до момента времени 
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труба и пробка будут двигаться вместе ( 0)W U V   . Проинтегрируем (24): 
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Поскольку функция 2 1k  , если 0W , то в результате имеем неравенство для определения 

интервала времени, где 2 1k  : 

0 0 1
1

( )
( ) ( ) 0

Q t t
I t I t

 




   . 

Найдем этот интервал. Пусть 2t  удовлетворяет равенству 

0 0 2 1
2 1

( )
( ) ( ) 0

Q t t
I t I t

 




   . 

Если 30   , где 3  — корень уравнения: 

 

2

3

3 3

arcsin 1
  


  

 



 
         

    
 

, (26) 

то тогда 2 0t t . Корень уравнения (26), полученный численно, равен 3 0.725 /   . 

Если 0 3  , то 2 0t t , где 

 

2

2 1

0 0

1
1t t

 

  
 



 
      

  
 

. (27) 

Если 30   , то 02 tt  , где 2t  — корень уравнения: 

 

2 22 1
2 1

0

2
sin sin

2 2

t t
t t

  

 
  



     
       

     
. (28) 

На интервале времени 1 2t t t   имеем 

 

0 0 1
1 1 2

1

( )1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( – ) ( – )

Q t t
W t U t V t I t I t H t t H t t
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. (29) 

До момента времени 1t t  и после момента времени 2t t  труба и пробка движутся вместе 

и их скорости определяются по формуле 

 

1 2

1 2

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

I t H t t I t H t t
U t V t

M M

  
 


. (30) 

Проинтегрируем второе уравнение в (22) с учетом (30). В результате имеем зависимость 

скорости пробки от времени: 

 

0 0 1
1 2 1 1 2

1 2

( )
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. (31) 
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Скорость трубы вычислим, используя (29), (31): 

 

0 0 11 2 1 1 2

1 2 1

( )( )[ ( ) ( )] ( ) ( ) ( )
( ) ( )

Q t tI t H t t H t t I t H t t H t t
U t I t

M M M



 

     
    

  
. (32) 

Модель V. Рассмотрим модель IV и предположим следующее. Во-первых, площадь сопри-

косновения трубы и внешнего грунта пропорциональна перемещению трубы U. Во-вторых, 

масса пробки и площадь соприкосновения трубы и пробки пропорциональны длине пробки, 

которая меняется в процессе погружения трубы по закону 2 2L L U V   . В этом случае урав-

нения движения с учетом закона постоянного сухого трения на внутренней и внешней поверх-

ности трубы примут следующий вид: 

 

1 0 1 1 1 2 2 2 2 1 2 0

2 2 2 2 2 2 2 0 2 2 2 2

( ),

( ), .a

M U F P k U P k L S aV

M V P k L S P aV M S L

   

   

    

    
 (33) 

РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТОВ 

Расчеты по моделям I – V проводились методом конечных разностей по явным схемам. 

Особенности численных расчетов нелинейного взаимодействия трубы и грунта по закону сухо-

го трения описаны в [20 – 22]. 

На рис. 2 приведены примеры расчета по модели II сдвиговых напряжений грунта 2  на 

поверхности трубы при импульсном продольном воздействии на трубу в случае упругого вза-

имодействия трубы и грунта 0( )   на всем интервале времени. Параметры разностной сет-

ки: 20.01rh R  — шаг сетки по радиусу, /t rh h b  — шаг по времени. Остальные параметры: 

0 23P   кH, 51095.1 E  МПа, 003.0h  м, 035.02 R  м, 78001   кг/м
3
, 18002   кг/м

3
, 

373.0b  м/мc, 12  LL  м — в дальнейшем взяты в качестве базового набора. Длительность 

импульса 0 2 /t nR b , значение n  указано на каждом графике. Сплошные кривые — конечно-

разностное решение, штриховые — приближенное аналитическое (15), штрихпунктирные — 

значение /  . Сравнение аналитического решения (15) и численных расчетов показывает, что 

если 0 25 /t R b , то максимальные сдвиговые напряжения грунта на поверхности трубы и каче-

ственно и количественно верно описываются асимптотическим решением (15). Если 0t t , то 

хорошо видны колебания, вызванные отражением волн от границ 0r  и 2r R . Заметим, что 

для четных значений n  амплитуда осцилляций сдвигового напряжения 2  больше, чем в слу-

чае нечетных n . 

 

Рис. 2. Зависимости сдвиговых напряжений грунта 2  на поверхности трубы от времени (модель II) 
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На рис. 3 представлен расчет по модели II зависимости скоростей перемещений трубы и 

грунта от времени при 0 0.03   МПа 0 3( / )      и 0 0.05   МПа 3 0( / )     . Дли-

тельность импульса 0 2t   мс, остальные параметры взяты из базового набора. Сплошные кри-

вые — конечно-разностное решение, штриховые — аналитическое решение (31), (32), полу-

ченное по модели IV при 1 0  , 0aP  , 0  , 0 0  , штрихпунктирные — аналитическое 

решение (15). При данных параметрах имеем / 0.0589    МПа, 3 0.0427   МПа. Расчеты 

показывают, что чем больше 0 , тем меньше различаются скорости трубы и пробки на этапе 

проскальзывания и тем раньше их значения начинают совпадать между собой и с решени-

ем (15), полученным в предположении, что взаимодействие трубы и грунта на всем временном 

интервале упругое. Видно, что учет распространения волн в радиальном направлении практи-

чески не влияет на результаты: аналитическое решение (31), (32) совпадает с большой точно-

стью с численным решением, полученным по модели II. 

 

Рис. 3. Зависимости скоростей перемещений трубы (1) и грунта (2) от времени (модель II) 

На рис. 4 приведен расчет по модели I зависимости скоростей перемещений трубы и грунта 

в сечении 0.5z   м от времени при 0 0.02 МПа /    , 01  . Остальные параметры взяты из 

базового набора. Параметры разностной сетки: 0.01zh   м — шаг сетки по координате z, /t zh h c , 

2 2/r zh h b c a  . Сплошные кривые — конечно-разностное решение, штриховые — реше-

ние (31), (32). Наблюдаются всплески, связанные с отражениями от торцов трубы и пробки волн, 

распространяющихся в продольном направлении. Сравнение расчетов, полученных по модели I, с 

аналитическим решением (31), (32) показывает, что можно использовать более простую модель IV, 

в которой распространение продольных и радиальных волн не учитывается, если 0 2 /t L c . 

 

Рис. 4. Зависимости скоростей перемещений трубы (1) и грунта (2) от времени (модель I) 
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На рис. 5 выполнен конечно-разностный расчет по моделям III, IV зависимостей скоростей 

перемещений трубы и грунта в сечении 0.5z   м от времени при 2 0.02 МПа /    , 

0 1t   мс, 0aP  , 0 0  . Сплошные кривые — результаты расчета по модели III, штриховые — 

по модели IV. Параметры разностной сетки для модели III — 0.01zh   м, /t zh h c , для моде-

ли IV — 0.02th   мс. Остальные параметры взяты из базового набора. Учет лобового сопро-

тивления грунта на торце z L  приводит к затуханию скоростей трубы и грунта. Если учиты-

вается сухое трение на внешней поверхности трубы, то степень затухания скоростей трубы и 

грунта существенно больше. Сравнение результатов расчета по моделям III, IV показывает, что 

с достаточной точностью можно использовать модель IV. 

 

Рис. 5. Зависимости скоростей перемещений трубы (1) и грунта (2) от времени 2( 0.02   МПа, 

модели III, IV) 

На рис. 6 представлены зависимости перемещений трубы, их скоростей и напряжений 

в пробке от времени, рассчитанные по модели III в сечении 0.5z   м при различных предель-

ных касательных напряжениях 1 2     и 1  , 0 50t   мс, 0.1aP   МПа, 0 0.035   МПа, 

2 2( / )E V z    . Параметры разностной сетки: 0.01zh   м, /t zh h c . Остальные параметры 

взяты из базового набора. Видно, что чем больше  , тем меньше максимальные амплитуды 

скоростей трубы и пробки и их перемещения. 

Зависимости максимальных перемещений трубы и грунта от предельных напряжений сдви-

га 1 2    , рассчитанные по модели III в сечении 0.5z   м, показаны на рис. 7. Параметры 

задачи те же, что и на рис. 6. При 0.046   МПа максимальные амплитуды перемещений тру-

бы и пробки имеют разные значения и падают с ростом  , при 0.046   МПа труба и пробка 

слипаются и их перемещения имеют равные значения, которые стремятся к нулю с ростом  . 
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Рис. 6. Зависимости перемещений трубы и грунта, их скоростей и напряжений в грунтовой пробке 

от времени (модель III): а — 0.025  ; б — 0.035  ; в — 0.045   МПа. Жирные кривые соот-

ветствуют трубе, тонкие — грунтовой пробке 

 

Рис. 7. Зависимости максимальных перемещений трубы и грунта от предельных напряжений 

сдвига 1 2( )     в сечении z = 0.5 м (модель III) 

На рис. 8 приведен конечно-разностный расчет по модели III зависимости плотности грун-

та в пробке от координаты z  в момент времени 200T   мс при различных значениях предель-

ных сдвиговых напряжений 1 2     и 1 , 0 50t   мс, 0.1aP   МПа, 0 0.035   МПа. 

Остальные параметры взяты из базового набора. Момент времени T  выбирался так, чтобы 

к этому времени скорости трубы и пробки стали равными нулю. Расчет относительной плотно-

сти грунта в пробке 2̂  проводился по формуле 2 2 2
ˆ / 1 ( / )V z       , где 2  — плотность 

грунта, вызванная сжатием пробки вследствие прохождения ударного импульса. Горизонтальная 

штриховая линия соответствует 2 2
ˆ 1 /aP E   . Видно, что при стремлении силы трения   к ну-

лю напряжение в пробке стремится к атмосферному давлению. 
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Рис. 8. Зависимость относительной плотности грунта в пробке от координаты z при различных 

предельных сдвиговых напряжениях   (модель III) 

Значение 0.046  МПа на рис. 8 является критическим для плотности пробки. При 

0.046   МПа плотность грунта 2  увеличивается по сравнению с начальной 2  по всей длине 

пробки, и максимум достигается приблизительно в середине пробки. При 0.046   МПа есть 

зона в пробке, где плотность грунта 2  практически совпадает с начальной 2 , а максимум 

сдвигается к правому концу пробки и его значение падает с ростом  . Из анализа рис. 7 и 8 

следует, что при данных параметрах задачи предельное сдвиговое напряжение 0.046  МПа, 

при котором происходит слипание трубы и грунтовой пробки, является критическим для плот-

ности пробки. 

На рис. 9 представлены зависимости от времени скоростей трубы и пробки и их перемеще-

ний, рассчитанных по модели V, при различных значениях предельных сдвиговых напряжений 

1 2     = 0.08, 0.09, 0.10, 0.11, 0.12, 0.13, 0.14, 0.15, 0.16, 0.18, 0.20, 0.23, 0.26, 0.30, 0.36, 0.43, 

0.51, 0.60 МПа при 2 0.1L   м. Остальные параметры задачи те же, что и на рис. 8. 

 

Рис. 9. Зависимости скоростей трубы и пробки и их перемещений от времени при различных пре-

дельных сдвиговых напряжениях   (модель V) 
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На рис. 9 видно, что с ростом напряжения сдвига   максимальные значения перемещения 

трубы и ее скорости монотонно падают, в то время как для перемещения пробки и ее скорости 

монотонная зависимость от значения   не наблюдается. При 0.6   МПа происходит слипание 

трубы и пробки и нет взаимного проскальзывания. Расчеты по модели V по сравнению с расче-

тами по модели III дают существенно более высокие значения перемещений трубы и пробки. 

ВЫВОДЫ 

Исследовано перемещение открытой трубы, взаимодействующей с внутренней грунтовой 

пробкой по закону сухого трения Кулона при продольном импульсном воздействии на трубу. 

Получены аналитические оценки для упругого взаимодействия трубы c грунтовой пробкой и 

для скольжения с учетом внешнего сухого трения. Показано, что численные и аналитические 

решения хорошо согласуются. Из расчетов следует, что можно использовать более простую 

модель для описания движения грунтовой пробки, в которой не учитывается распространение 

радиальных волн. Влияние продольных волн можно также не учитывать, если длительность 

импульса существенно меньше времени пробега продольной волны в трубе туда и обратно. Ес-

ли предположить, что площадь соприкосновения трубы и внешнего грунта зависит от переме-

щения трубы, а масса пробки и площадь соприкосновения трубы и пробки зависят от длины 

пробки, которая меняется при погружении трубы, то результаты расчетов по такой модели да-

ют существенно более высокие значения перемещений трубы и пробки. 
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