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В статье приводятся результаты исследования производства энтропии за счет необратимости процессов 
теплообмена и трения в потоке жидкости. Проведено численное исследование трехмерного течения, возни-
кающего вокруг цилиндра, претерпевающего одновременное вращение и растяжение. Задача теплообмена 
решается с применением изотермических граничных условий. Для перевода дифференциальных уравнений 
с частными производными в обычные нелинейные дифференциальные уравнения используются автомодельные 
преобразования, далее уравнения решаются численными методами. В результате проведенного исследования 
получены выражения для производства энтропии, числа Нуссельта и числа Бежана. Приведены графики 
для различных физических параметров. Выполнен сравнительный анализ необратимости процессов вследствие 
теплообмена и трения в потоке жидкости с применением числа Бежана. Показано, что поверхность является 
источником необратимости и кривизна цилиндра усиливает ее вследствие трения. 
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Введение 

В последние годы течения и теплоперенос в пограничном слое вокруг растягиваю-
щихся и вращающихся твердых поверхностей представляют особый интерес для ученых 
и инженеров. В процессе производства металлических и полимерных материалов, таких 
как пластины из металла или пластика, проволоки, волокна, исходный материал расплавляется 
при высокой температуре и проходит фильтры в процессе экструзии. Далее обрабаты-
ваемый материал претерпевает продольное растяжение, вращение, удлинение и затем 
охлаждается до принятия твердой формы. Такие процессы часто встречаются при произ-
водстве изделий из пластмассы, а также в металлообработке при получении режущего 
инструмента, электронных компонентов, при раскатывании и отжиге медных проводов. 
Благодаря широкому практическому применению, такие инженерно-производственные 
процессы остаются в области интересов исследователей. Кроме того, охлаждение твердой 
границы требуется при обработке пограничных слоев в различных приложениях, поэтому 
задача охлаждения остается актуальной в настоящее время. 
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Впервые решение для задачи охлаждения плоской пластины и формулировка 
выражения для скорости теплопереноса была приведена в работе [1]. В работе [2] был 
проведен анализ потоков вокруг движущихся твердых поверхностей. Эта работа нашла 
продолжение в работах [3, 4], где были рассмотрены тепловые характеристики потока. 
Задача о потоке вокруг эластичной поверхности обсуждалась в работе [5] и было получено 
точное решение этой задачи. В [6] подробно рассматривались эффекты теплопереноса 
для потоков над эластичной поверхностью. Результаты исследований [5] были развиты 
в [7] для трехмерных течений. Исследования [8−10] были посвящены эффектам тепло-
переноса для потока над эластичной поверхностью. В работе [11] изучался пригранич-
ный поток в осевом направлении вокруг эластичного цилиндра с учетом теплопереноса. 
В последующие годы рядом авторов [12−17] изучались различные аспекты идеи, пред-
ложенной в работе [11], и были получены автомодельные решения для эластичного 
цилиндра. В [12] было найдено точное решение для осесимметричного потока вблизи 
эластичного цилиндра, позже с помощью метода конечных разностей было получено 
численное решение для задачи теплопереноса в потоке вокруг эластичного цилиндра [13]. 
Магнитогидродинамическое течение около пористого эластичного цилиндра изучалось 
в работе [14], авторы [15] получили численное решение проблемы с привлечением блоч-
ного метода Келлера. В работе [16] исследовалось течение вблизи критической точки 
обтекаемого эластичного цилиндра, а также обсуждались ориентированные и неориен-
тированные потоки. Кроме того, в работе [17] было проведено численное моделирование 
эффекта теплопереноса в нестационарном осевом потоке, индуцированном вертикаль-
ным вращающимся цилиндром. Авторы [18] рассматривали вязкое течение вокруг скру-
чивающегося эластичного цилиндра и получили численное решение задачи. 

Явление производства энтропии широко изучалось инженерами и учеными в связи 
с недостатком энергетических мощностей во всем мире. Необходимы новые разработки 
различных мер по борьбе с потерями энергии для многочисленных инженерных прило-
жений. Актуальна разработка систем, которые требуют меньше энергетических ресурсов 
и имеют хорошую производительность. Анализ производства энтропии для таких систем 
сможет помочь в поисках способа повышения тепловой эффективности и минимизации 
потерь мощности. Поэтому изучение производства энтропии является важным при 
анализе потерь энергии в процессе конвективного теплообмена. 

По-видимому, впервые анализ схем теплообмена с точки зрения второго закона 
термодинамики был проведен в работе [19], где также обсуждались некоторые способы 
повышения теплового КПД. В работе [20] проводился анализ энтропии для различных 
конфигураций для случая теплообмена при вынужденной конвекции, при этом рассмат-
ривались два основных источника производства энтропии: скорость теплообмена и 
эффекты вязкости в течении жидкости. Эта работа инициировала последующие исследо-
вания по изучению необратимого производства энтропии в различных конвективных 
процессах теплопереноса. Анализ производства энтропии для потока в изотермическом 
канале с массопереносом проводился в работе [21]. В исследовании [22] изучалось про-
изводство энтропии при обтекании вращающегося цилиндра с различными значениями 
кривизны. Было отмечено, что производство энтропии с ростом числа Рейнольдса 
возрастает. Анализ производства энтропии был проведен в [23] для случая течения вяз-
кой жидкости через кольцевой канал при вращении внешнего цилиндра. В работе [24] 
были получены аналитические решения для эффектов необратимости для случая магни-
тогидродинамического течения вязкоупругой жидкости над растягивающейся плоско-
стью. Анализ поведения энтропии проводился в работе [25] для двух вариантов задачи 
конвективного теплообмена, а именно: для течения в канале, образованном двумя 
параллельными пластинами, и для течения в канале с круглым сечением. Также полный 
термодинамический анализ был проведен аналитическими методами в работе [26] 
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для магнитогидродинамического течения в канале с проницаемыми стенками. Эффект 
поперечного магнитного поля рассматривался в [27] для случая вынужденной конвекции 
в течении над плоской пластиной. Влияние условия проскальзывания на производство 
энтропии в задаче магнитогидродинамики вокруг вращающегося диска изучалось в ра-
боте [28]. Авторы [29] исследовали производство энтропии для течения через пористую 
среду поверх растягивающейся пластины, при этом использовались два вида граничных 
условий, а именно: заданные температура поверхности и тепловой поток. В работах [30] 
и [31] было проведено численное моделирование производства энтропии для случая неста-
ционарного течения, обтекающего растягивающийся цилиндр, и показано, что бóльшая 
кривизна цилиндра приводит к бóльшей необратимости процесса. 

Настоящее исследование представляет собой анализ трехмерного течения и тепло-
обмена вокруг вращающегося растягивающегося цилиндра. Поверхность цилиндра счи-
тается изотермичной. Уравнения решаются численными методами с применением метода 
пристрелки. С целью анализа эффективности теплообмена рассчитан и представлен 
в графическом виде критерий производства энтропии. 

Постановка задачи 

Рассмотрим трехмерное ламинарное течение вязкой жидкости в пограничном слое 
вокруг вращающегося растягиваемого цилиндра с радиусом R. Предположим, что 
поверхность цилиндра растягивается в осевом направлении z, и при этом радиальная ось 
системы нормальна к поверхности цилиндра. Кроме того, цилиндр вращается вокруг 
своей оси r = 0 с постоянной угловой скоростью ω и имеет постоянную температуру 
поверхности Tw. Для случая осесимметричного течения изменениями параметров 
по ϕ -координате пренебрегается. Трехмерная иллюстрация рассматриваемого течения 
приведена на рис. 1. При сделанных предположениях с учетом вязкой диссипации 
основные уравнения можно записать в следующем виде: 

0,u r u r w z∂ ∂ + + ∂ ∂ =                                                      (1) 

2 (1 ) ( ),v r p rρ= ∂ ∂                                                        (2) 

2

2 2
1 ,v uv v v v vu w

r r z r rr r
ν
⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂

+ + = + −⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂∂⎝ ⎠
                                       (3) 

2

2
1 1 ,w w p w wu w

r z z r rr
ν

ρ
⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂

+ = − ⋅ + + ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂∂⎝ ⎠
                                   (4) 

2 22

2
1 ,p

T T T T v v wC u w k
r z r r r r rr

ρ µ
⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ = + ⋅ + − +⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎣ ⎦

                (5) 

включая граничные условия: 

( ) ( ) ( )
при  

, 0, , , , ,
( , ) ;w

u r z v r z r w r z az
T r z T r R

ω= = =

= =
(6) 

( ) ( )
при   

, 0, , 0,
( , ) ,
v r z w r z

T r z T r∞

= =

= →∞
          (7) 

 
 

Рис. 1. Вид рассматриваемого течения. 
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где ρ, Cp, µ и k ⎯ плотность, удельная теплоемкость, вязкость и теплопроводность жид-
кости соответственно. 

Для приведения системы дифференциальных уравнений (1)−(7) к безразмерному 
виду используются следующие безразмерные переменные: 

2 2

( ),     ( ),     ( ),

,   ( ),    .
2w

au F v RG w azF
r

T T a r Rp P
T T R

ν η ω η η

θ ωρν η η
ν

∞

∞

⎧
′= − = =⎪

⎪
⎨

−⎪ = = = ⋅⎪ −⎩

−
                            (8) 

Уравнение (1) удовлетворяется тождественно и после перехода к переменным (8) 
уравнения (3)−(5) можно переписать в следующем виде: 

( )2(1 2 ) 2 0,F F FF Fκη κ′′′ ′′ ′ ′+ + + − =                                       (9) 

( )2 2(1 2 ) 2 (1 2 ) 1 2 0,G G G G F GFκη κ κη κ κη κ′′ ′ ′+ + + − + + + =                    (10) 

( ) ( ) ( )
2

21 2 2 Pr Pr 1 2 Ec Ec
1 2

,zF G G F
κ

κη θ θ θ κη
κη

κ′′ ′ ′ ′ ′′+ + + = − + − +
+

⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
          (11) 

с граничными условиями 
( ) ( ) ( ) ( )0 0,  ' 0 0 0 1,F F G θ= = = =                                          (12) 

( ) ( ) ( ) 0,F G θ′ ∞ = ∞ = ∞ =                                                (13) 

где F и G ⎯ безразмерные составляющие скорости в направлении осей γ и ϕ соответст-
венно, а уравнение (2) запишется в безразмерном виде следующим образом: 

2( ) ( ) ,P Gη κ′ = Ω                                                     (14) 

где κ = (ν/a)1/2/R ⎯ параметр кривизны, Pr = µCp /k — число Прандтля, Ec = (ωR)2/k∆T — 
число Эккерта за счет вращения цилиндра, Ecz = (az)2/k∆T — число Эккерта за счет рас-
тяжения цилиндра, и Ω = a /ω –— отношение скорости растяжения цилиндра к его угло-
вой скорости вращения. 

Осевые и касательные сдвиговые напряжения τrz и τrθ  имеют вид: 

1/ 2Re (0)rz z
r R

w a F
r

τ µ µ
=

∂ ′′= =
∂

 и 
1/ 2ΩRe

(0),z
r

r R

v G
rθ

µ
τ µ

ζ=

∂ ′= =
∂

              (15) 

где ζ = z/R ⎯ безразмерная осевая координата, Rez = az2/ν ⎯ локальное число Рейнольдса. 
Полное касательное напряжение τw определяется как 

2 2 .w rz rθτ τ τ= +                                                       (16) 

Соответственно коэффициент трения Cf  сводится к виду 
1/ 22

1/ 2 2
2

(0)Re ( (0) .
Ω( )

w
f z

GC F
az
τ

ζρ
−

⎛ ⎞′⎛ ⎞⎜ ⎟′′= = + ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
                         (17) 

Теплоперенос на поверхности цилиндра рассчитывается по формуле: 

( ) ( )
1/ 2

0 ,'w w
r R

T aq k k T T
r

θ
ν∞

=

∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − = − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
                            (18) 
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и локальное число Нуссельта Nu записывается в виде 

( ) ( )1/ 2Nu ' 0 .w
z

w

q z
Re

k T T
θ

∞
= = −

−
                                        (19) 

Анализ производства энтропии 

Чтобы оценить производство энтропии, предлагается применить для данного тече-
ния закон Фурье для теплопроводности. Как было показано в [32], локальная скорость 
производства энтропии в системе цилиндрических полярных координат описывается 
уравнением 

2 2 2 2

2
00

.G
k T T v v wS

r z T r r rT
µ⎡ ⎤ ⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + − +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

                       (20) 

В представленном уравнении отражаются две основные причины производства эн-
тропии [32]. Первая ⎯ это перенос тепла от поверхности к обтекающей жидкости, а вто-
рая причина заключается в тепле, возникающем из-за вязкой диссипации. Чтобы обез-
размерить приведенное выражение для производства энтропии, можно использовать 
выражение (8) и поделить уравнение (20) на характерную скорость производства энтро-
пии SG0 

, а также ввести число общего производства энтропии NG  в виде 

( ) ( )
2

22( ) Pr 1 2 Ec Ec ,
1 2G zN G G Fκα θ κη

κη

⎡ ⎤⎛ ⎞′ ′ ′′⎢ ⎥= + + − +⎜ ⎟+⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
                (21) 

где α = ∆T/T0 ⎯ безразмерный параметр и SG0
 = ka∆T/(νT0) ⎯ характерная скорость про-

изводства энтропии. В уравнении (21) первый член отвечает за необратимость теплопе-
реноса NH  из-за переноса тепла от поверхности цилиндра к жидкости, а второй член 
описывает необратимость теплопереноса из-за вязкостных эффектов (трение в жид-
кости) и обозначен как NF. Таким образом, уравнение (21) можно записать в виде 

.G H FN N N= +                                                        (22) 

Другой важной физической величиной является число Бежана Be, которое записы-
вается как отношение необратимости теплопереноса к производству энтропии и опреде-
лено следующим образом: 

Be ( 1 )) (1 ,H H FN N N φ= + = +                                            (23) 

где φ = NF /NH есть отношение производства энтропии, вызванной трением жидкости, 
к производству энтропии из-за теплопереноса, имеющее вид 

( ) ( )
2

2
2

Pr 1 2
Ec Ec .

1 2( ) zG G F
κη κφ

κηα θ

⎡ ⎤+ ⎛ ⎞′ ′′⎢ ⎥= − +⎜ ⎟+′ ⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
                        (24) 

Из выражения (23) видно, что число Бежана находится в интервале [0, 1]. В этих 
пределах число Be характеризует соотношение необратимости из-за вязкого трения и 
вследствие теплопереноса, что будет обсуждаться далее. 

Результаты и обсуждение 

Система нелинейных уравнений (9)−(11), дополненная граничными условиями (12) 
и (13), решается численно с использованием метода пристрелки. Полубесконечная рас-
четная область обрезается на нужном расстоянии, где влияние толщины пограничного 
слоя пренебрежимо мало. Встроенная программа метода пристрелки в рамках вычис-
лительного кода Mathematica используется для решения нелинейных дифференциальных 
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уравнений (9)−(13). Во время вычислений целевая точность устанавливается на уровне 10−10. 
Влияние различных параметров на температуру, производство энтропии и другие физи-
ческие величины в рамках рассматриваемой задачи проиллюстрировано на рис. 2−13. 

На рис. 2 изображено влияние эффекта кривизны κ на температурный профиль. 
Видно, что с увеличением параметра κ температурный профиль также возрастает. Такое 
поведение толщины температурного пограничного слоя объясняется тем, что из-за уси-
ления конвективных процессов вокруг цилиндра усиливается теплоперенос к жидкости. 
Из графика на рис. 3 можно заметить, что с ростом числа Pr резко уменьшается толщина 
теплового слоя, и это проявляется в виде аккумуляции тепла возле поверхности цилиндра. 
Из этого графика также можно понять, что жидкости с малым числом Прандтля затруд-
няют процесс охлаждения по сравнению с жидкостью с большим числом Прандтля. Это 
поведение для кривых температурного профиля показывает, что число Прандтля является 
главным параметром, отвечающим за процесс охлаждения, и поэтому такие жидкости, 
как масла и смазочные жидкости, характеризующиеся большим числом Прандтля, явля-
ются хорошими охладителями. В таблице приведены данные по влиянию параметров Pr и κ 
на число Нуссельта для изотермических граничных условий. Видно, что скорость 

Таблица  
Влияние различных параметров на число Нуссельта 

κ Pr Ec Ecz −θ ′(0) 
0,0 2,0 0,2 0,2 0,65421 
0,5 − − − 0,58756 
2,0 − − − 0,02578 
3,0 − − − −0,43378 
5,0 − − − −1,41056 
0,2 1,0 0,2 0,2 0,45527 
− 3,0 − − 0,76573 
− 7,0 − − 1,04595 
− 10,0 − − 1,16552 
− 15,0 − − 1,29375 
− 1,0 0,0 − 0,54544 
− − 0,5 − 0,32000 
− − 1,0 − 0,09456 
− − 2,0 − −0,35632 
− − 2,5 − −0,58175 
− − 0,2 0,0 0,54790 
− − − 0,5 0,31632 
− − − 1,0 0,08475 
− − − 1,5 −0,14683 
− − − 2,5 −0,60998 

 
 

Рис. 2. Влияние параметра кривизны κ  
на профиль температуры θ (η) при постоянных 

критериях Pr = 2, Ec = Ecz = 0,2. 

 
 
Рис. 3. Влияние критерия Pr на температурный 

профиль θ (η) при κ = Ec = Ecz = 0,2. 
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теплообмена увеличивается в ростом Pr (из-за увеличения перепада температур у поверх-
ности цилиндра). Из данных таблицы также можно отметить, что скорость теплообмена 
уменьшается и меняет знак при увеличении параметра κ, что означает перенос тепла 
от жидкости к цилиндру. 

Влияние чисел Эккерта Ec и Ecz на температурный профиль отражено в виде кри-
вых на рис. 4 и 5 соответственно. В обоих случаях толщина теплового пограничного 
слоя увеличивается вместе с ростом чисел Эккерта; также температура жидкости возле 
поверхности возрастает по сравнению с температурой поверхности, что является следст-
вием повышенной вязкой диссипации, в результате которой больше тепловой энергии 
накапливается в частицах жидкости. Однако увеличение температурного профиля из-за 
вращательного числа Эккерта Ec выглядит более существенным по сравнению с его уве-
личением из-за числа Эккерта Ecz, отвечающим за растяжение. В таблице приведены 
величины скорости переноса при различных значениях критериев Ec и Ecz. Скорость 
теплообмена уменьшается с ростом чисел Эккерта, и при некоторых умеренных числах 
Эккерта скорость теплообмена меняет свой знак и становится отрицательной. 

Критерий производства энтропии NG , представляющий несомненную важность для 
оценки скорости необратимости тепловых процессов, изображен на рис. 6. Из графика 
можно видеть, что увеличение параметра κ приводит к росту параметра NG , и этот рост 
более заметен у поверхности цилиндра. Это демонстрирует, что необратимость теплопере-
носа в течении вокруг более тонкого цилиндра выше, чем для цилиндра с бόльшим радиу-
сом или плоской пластины, и что поверхность выступает сильным источником необра-
тимости процессов переноса. Влияние параметра κ на число Бежана приведено на рис. 7. 
Заметна общая тенденция: уменьшение числа Be вблизи поверхности и увеличение числа Be 

 
 
Рис. 4. Влияние числа Ec на температурный 
профиль θ (η) при постоянных параметрах 

κ = Ecz = 0,2 и Pr = 1. 

 
 
Рис. 5. Влияние числа Ecz на температурный 
профиль θ (η) при постоянных параметрах 

κ = Ec = 0,2 и Pr = 1. 

 
 

Рис. 6. Влияние параметра κ на NG  
при постоянных Pr = 1, Ec = Ecz = 0,2 и α = 1. 

 
 

Рис. 7. Влияние параметра κ на Be 
при постоянных Pr = 1, Ec = Ecz = 0,2 и α = 1. 
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вдали от поверхности при росте параметра κ. Очевидно, что для низкой кривизны необ-
ратимость вследствие теплопереноса превышает явление необратимости вследствие 
трения в жидкости. Дело в том, что при малой кривизне цилиндра уменьшается градиент 
скорости жидкости, поэтому вклад в производство энтропии от вязкого трения снижается. 
Также графики показывают, что производство энтропии из-за трения в жидкости стано-
вится доминирующим вниз по потоку. Очевидно, это связано с низким температурным 
градиентом в окружающей жидкости, где необратимость связана в основном с эффектами 
вязкости. 

Влияние числа Прндтля Pr на производство энтропии NG показано на рис. 8. Видно, 
что число Pr является основным фактором для производства энтропии, которое более 
заметно вблизи поверхности цилиндра по сравнению с остальным потоком. Поскольку 
вблизи поверхности наблюдаются более высокие градиенты и температуры, и скорости, 
то выявить механизмы сильной необратимости возможно только если отложить на гра-
фиках число Бежана Be. Число Бежана показано на рис. 9 для различных величин числа Pr, 
и при этом видно, что Be уменьшается с ростом Pr, а высокие значения Pr отвечают 
доминирующему вкладу необратимости по механизму трения. 

На рис. 10 и 11 показано, что производство энтропии NG растет с увеличением 
чисел Ec и Ecz. Это объясняется усилением тепловыделения из-за вязкого трения частиц 
жидкости. Зависимости Be(η) при различных величинах параметров Ec и Ecz отложены 
на рис. 12 и 13. Видно, что увеличение чисел Эккерта усиливает необратимость вследствие 
трения. 

 
 

Рис. 8. Влияние параметра Pr на NG  
при постоянных κ = Ec = Ecz = 0,2 и α = 1. 

 
 

Рис. 9. Влияние параметра Pr на Be 
при постоянных κ = Ec = Ecz = 0,2 и α = 1. 

 
 

Рис. 10. Влияние параметра Ec на NG  
при постоянных Pr = 1, κ = Ecz = 0,2 и α = 1. 

 
 

Рис. 11. Влияние параметра Ecz на NG  
при постоянных Pr = 1, κ  = Ec = 0,2, α = 1. 
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Выводы 

В настоящей работе применен второй закон термодинамики для анализа производ-
ства энтропии в пограничном слое течения вокруг вращающегося растягиваемого ци-
линдра. Анализ теплообмена проводился для изотермических граничных условий. Ос-
новные уравнения решались численно с использованием метода пристрелки. Получен-
ные решения могут применяться для анализа производства энтропии через вязкую дис-
сипацию или эффект теплопереноса. Видно, что увеличение параметра кривизны приво-
дит к росту толщины теплового пограничного слоя, при этом скорость теплообмена 
уменьшается с увеличением кривизны цилиндра. Показано, что жидкости с более высо-
ким числом Прандтля являются лучшими теплоносителями, и поведение числа Нуссель-
та демонстрирует, что конвекция в жидкости с большим числом Прандтля более эффек-
тивна по сравнению с конвекцией в жидкости, имеющей низкое число Прандтля. Увели-
чение кривизны цилиндра усиливает производство энтропии. Также кривизна играет 
важную роль в увеличении необратимости процесса вследствие трения в жидкости. 
Кроме того, установлено, что число Прандтля и числа Эккерта являются основными 
факторами, влияющими на производство энтропии вследствие трения. 
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