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Современные требования к точности в измерениях и инженерных моделях увеличивают число обу-
словленности задач. В то время как увеличение точности чисел с плавающей запятой привело к ста-
бильным вычислениям, увеличилась неопределенность в вопросе сходимости при использовании невязки
в качестве критерия остановки. Мы представляем анализ неопределенности сходимости при использо-
вании относительной невязки в качестве критерия остановки для итеративного решения линейных си-
стем, а также получаемое увеличение/уменьшение вычислений при заданной допустимой погрешности.
Это показывает, что оценка ошибки важна для эффективного или точного решения, даже когда число
обусловленности матрицы невелико. Формула оценки ошибки O(1) для итераций алгоритма CG была
предложена более двух десятилетий назад. Недавно формула оценки ошибки O(k2) была описана для ал-
горитма GMRES, который допускает также несимметричные линейные системы, где k — номер итерации.
Мы предлагаем небольшую модификацию этой оценки ошибки GMRES для повышения устойчивости.
В данной работе мы также предлагаем формулу оценки ошибки O(n) для A-нормы и l2-нормы вектора
ошибки в алгоритме Bi-CG. Надежная работа этих оценок в качестве критерия остановки увеличивает
экономию и точность вычислений по мере увеличения числа обусловленности и размера задач.
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The demands of accuracy in measurements and engineering models today render the condition number of
problems larger. While a corresponding increase in the precision of floating point numbers ensured a stable
computing, the uncertainty in convergence when using residue as a stopping criterion has increased. We
present an analysis of the uncertainty in convergence when using relative residue as a stopping criterion for
iterative solution of linear systems, and the resulting over/under computation for a given tolerance in error.
This shows that error estimation is significant for an efficient or accurate solution even when the condition
number of the matrix is not large. An O(1) error estimator for iterations of the CG algorithm was proposed
more than two decades ago. Recently, an O(k2) error estimator was described for the GMRES algorithm
which allows for non-symmetric linear systems as well, where k is the iteration number. We suggest a minor
modification in this GMRES error estimation for increased stability. In this work, we also propose an O(n)
error estimator for A-norm and l2-norm of the error vector in Bi-CG algorithm. The robust performance of
these estimates as a stopping criterion results in increased savings and accuracy in computation, as condition
number and size of problems increase.
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1. Введение

Решение системы линейных уравнений вида Ax = b является повсеместным требова-
нием в науке и технике (где A — заданная матрица; x и b — неизвестный и известный век-
торы соответственно; x ∈ Rn и b ∈ Rn, если A ∈ Rn×n). Итерационные методы, такие как
метод сопряженных градиентов (CG) [7], метод бисопряженных градиентов (Bi-CG) [4]
и обобщенный метод минимальной невязки (GMRES) [14], в основном известные как ме-
тоды подпространства Крылова, обычно используются для решения больших линейных
систем. При использовании таких методов итерации следует останавливать, когда норма
ошибки εk = x− xk меньше желаемого допуска, где x — неизвестное решение линейной
системы, xk — его итерационная аппроксимация на k-й итерации. Поскольку фактиче-
ская ошибка неизвестна, относительная невязка ‖rk‖‖b‖ считается критерием остановки,
когда rk = b−Axk — вектор невязки на k-й итерации. Такие критерии остановки могут
использоваться, когда система хорошо обусловлена, но они могут быть ненадежными
даже при умеренном увеличении относительного числа обусловленности A

(
κ & 10, где

κ = ‖A‖2
∥∥A−1∥∥

2

)
в зависимости от выбора начального приближения. Хорошо известно,

что использование относительной невязки может привести к слишком ранней остановке
итераций, когда норма ошибки намного превышает допуск, или к недостаточно ранней
остановке, когда для требуемой точности должно выполняться слишком много операций
с плавающей запятой [7, 12]. Более того, когда число обусловленности матрицы вели-
ко, невязка алгоритмов, таких как Bi-CG, не обязана иметь монотонное поведение и
осциллирует [1], тогда как фактическая ошибка может (хотя и медленно) сходиться, и
аналогичным образом, колебания ошибок в алгоритме GMRES возможны, когда невяз-
ка сходится медленно. Отметим, что l2-нормы относительных ошибок и невязок могут
значительно отличаться, как показано ниже:

κ
‖rk‖
‖b‖

≥ ‖εk‖
‖x‖

≥ ‖rk‖
‖b‖

1

κ
. (1)

Даже при использовании итерационных алгоритмов с предобуславливателями,
уменьшающими число обусловленности матрицы, уменьшение числа обусловленности
решаемой обратной задачи не гарантируется, как это требуется для более быстрой сходи-
мости (см. пункт 3.3.1). Это наблюдается для матриц больших размерностей или более
высоких чисел обусловленности, что во многих случаях делает использование предо-
буславливателей неэффективным. Более того, большинство методов с использованием
предобуславливателей часто не работает в случае несимметричных и неопределенных
матриц [13]. Таким образом, уже для κ(A) & 102 либо точность, либо эффективность
вычислений ухудшаются из-за вышеуказанной дилеммы.

Вследствие требований к точности в измерениях и технике как размер, так и число
обусловленности большинства задач должны быть большими; это делает точные крите-
рии остановки и перезапуска очень важными для обеспечения вычислительной эффек-
тивности решателей. Это послужило толчком к появлению методов оценивания норм
ошибки в итерационных решателях. Аппроксимации ошибок xk для итерационного ме-
тода были предложены более двух десятилетий назад [2, 3]. Также были представлены
оценки ошибок для алгоритма CG [11], а для решения несимметричных линейных си-
стем с использованием методов полной ортогонализации (FOM) и GMRES-формулы для
оценки ошибок были предложены совсем недавно [10]. Мы предлагаем небольшую моди-
фикацию этой формулы для оценки GMRES для повышения ее стабильности и точности.
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Мы также получим эффективную формулу оценки ошибки при решении несимметрич-
ных линейных систем с использованием Bi-CG.

В следующих пунктах мы представляем анализ, показывающий важность этих оце-
нок ошибок для методов CG, Bi-CG и GMRES. Мы показываем, что использование от-
носительной невязки в качестве оценки истинной относительной ошибки менее надежно,
чем использование формулы для оценки ошибки. Мы оцениваем эту “неопределенность”
и показываем, что ее ожидаемое значение пропорционально числам обусловленности,
т. е. прямым или обратным числам обусловленности или их средневзвешенным значе-
ниям, в зависимости от используемого алгоритма. Численные результаты, усредненные
по большому числу линейных систем, используются для демонстрации теоремы неопре-
деленности сходимости. Демонстрируется уменьшение/увеличение вычислений, вызван-
ное неопределенностью, а выигрыши, благодаря использованию этих формул оценок,
получить довольно просто. Наш анализ показывает, что эти формулы оценки ошибок
являются надежными и значительно повышают эффективность/точность вычислений.

Пункт 2 кратко знакомит с представленной работой и предыдущими исследованиями
по оценкам ошибок методов CG и GMRES. В п. 3 представлены модификация формулы
оценки GMRES, предлагаемые оценки ошибки Bi-CG и анализ оценок ошибки. В п. 4
обсуждаются экспериментальные результаты по модифицированным оценкам ошибки
GMRES, предлагаемые оценки ошибки Bi-CG и работа оценок ошибок в качестве эф-
фективных критериев остановки для этих итерационных методов решения линейных
систем.

2. Предшествующие работы

2.1. Оценки ошибки для алгоритма CG

Один из наиболее часто используемых методов решения линейных систем с веще-
ственной симметричной положительно определенной матрицей — алгоритм сопряжен-
ных градиентов. Квадратичный алгоритм CG Ланцоша (CGQL) [6, 11, 12] обеспечивает
границы A-нормы ошибки, т. е. ‖x− xk‖A на каждой итерации CG с использованием пра-
вил Ланцоша и квадратур с задержкой в d итераций при оценивании. Границы квадрата
A-нормы ошибки на итерации k для CG имеют следующий вид [6]:

‖εk‖2A ≈ ‖r0‖22
[(
T−1k+d

)
(1,1)
−
(
T−1k

)
(1,1)

]
. (2)

Здесь Tk — трехдиагональная матрица, полученная с использованием алгоритма Лан-
цоша на k-й итерации, элементы которой могут быть вычислены одинаково хорошо из
коэффициентов алгоритма CG; (T−1k )(1,1) представляет (1, 1)-элемент матрицы T−1k . Кро-
ме того, ε и r — вектор ошибки и вектор невязки алгоритма CG соответственно.

Суть CGQL заключается в вычислении разницы между (1, 1)-элементами обратных
матриц к двум трехдиагональным матрицам, сгенерированным алгоритмом Ланцоша с
такими же начальными векторами, что и алгоритм CG. Однако для вычислений были
предложены другие эквивалентные формулы для аппроксимации ошибки CG [8], вклю-
чая LDL>-факторизацию соответствующей матрицы Якоби, имеющейся в CG [12]. Позд-
нее были предложены оценки l2-нормы ошибки алгоритма CG [9], включая расширения
для предобусловленных версий [18]. Следует также отметить, что при задержке оценива-
ния d, d > 1, с учетом ‖εk+d‖A � ‖εk‖A аппроксимация A-нормы ошибки на итерации k
также задается с помощью коэффициентов αj для CG следующим образом:

‖εk‖2A ≈
k+d−1∑
j=k

αjr
>
j rj .
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2.2. Формула оценивания ошибки алгоритма GMRES

Обобщенный алгоритм минимальных невязок GMRES представляет собой итераци-
онный метод решения линейных систем даже для общих несимметричных матриц [14].
Пусть Vk — матрица, столбцы которой являются ортонормированными базисными век-
торами vj , j = 1, . . . , k, подпространства Крылова Kk(A, r0), где r0 — первоначальная
невязка. Итерации GMRES определяются в виде xk = x0+Vkzk, где вектор zk имеет веса
для ортонормированных базисных векторов vj в матрице Vk. При сохранении обозначе-
ний из [10] для оценок нормы ошибки FOM и GMRES на k-й итерации GMRES матрица
ХессенбергаHk, получаемая в результате итерационного ортогонального преобразования
матрицы системы, может быть разложена по блокам следующим образом:

Hk =

(
Hk−d Wk−d
Y >k−d H̃k−d

)
.

Здесь Hk−d и H̃k−d — квадратная и верхняя матрицы Хессенберга соответственно,
Wk−d в общем случае представляет собой полную прямоугольную матрицу.

Пусть hi,j — (i, j)-й элемент матрицы Хессенберга, ek — k-й столбец единичной матри-
цы, вектор tk — последний столбец

(
H>k Hk

)−1 с tk,k в качестве его последнего элемента.
Тогда переменные γk−d, wk−d, δk+1 и uk можно определить следующим образом:

γk−d =
hk−d+1,k−d

(
ek−d, H

−1
k−de1

)
1− hk−d+1,k−d

(
ek−d, H

−1
k−dwk−d

) ,
wk−d =Wk−dH̃

−1
k−de1, δk+1 =

h2k+1,k

1 + h2k+1,ktkk
, uk = δk+1tk.

Оценку ошибки εk−d на (k − d)-й итерации GMRES можно аппроксимировать следу-
ющим образом [10]:

‖εk−d‖2

‖r0‖2
≈ γ2k−d

∥∥∥H̃−1k−de1

∥∥∥2 + ∥∥γk−dH−1k−dwk−d + (ek−d, H
−1
k−de1)uk−d

∥∥2 . (3)

Обратите внимание, что приведенная выше оценка включает только одно умножение
плотной матрицы на вектор и требует O(k2) арифметических операций на каждой ите-
рации, а это незначительно для всех k � n. Для несходящихся задач при k → n общая
дополнительная стоимость, связанная с оценкой, может составлять почти треть стоимо-
сти итераций GMRES, однако это происходит редко в приложениях с большим n, и таким
образом, в среднем формула оценки может обеспечить значительные преимущества.

3. Методы

3.1. Предлагаемая модификация формулы оценки ошибки GMRES

Представленную выше оценку ошибки в GMRES также можно переписать в виде

‖εk−d‖2

‖r0‖2
=
‖εk−d‖2 − ‖εk‖2

‖r0‖2︸ ︷︷ ︸
term1

+ ‖sk‖2︸ ︷︷ ︸
term2

+ ζk︸︷︷︸
term3

, (4)

где sk =
(
ek, H

−1
k e1

)
uk и
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ζk = 2hk+1,k

(
ek, H

−1
k e1

) ((
H−1n ek+1

)k
, H−1k e1 + sk

)
−

2hk−d+1,k−d
(
ek−d, H

−1
k−de1

) ((
H−1n ek−d+1

)k−d − (H−1k ek−d+1

)k−d
, H−1k−de1 + sk−d

)
,

а индексы k и k − d были введены для компонент вектора и представляют соответству-
ющие усеченные размеры.

Правая часть (4) была разделена на три слагаемых (term1, term2, term3), где ζk пред-
полагается пренебрежимо малым. Кроме того, H−1n , необходимая для оценивания ζk, не
может быть вычислена на k-й итерации. Обратите внимание, что для большого d, кото-
рый представляет собой задержку оценивания, второе слагаемое ‖sk‖2 также становится
пренебрежимо малым. Однако на практике d остается небольшим (≈ 10). Следовательно,
в таких случаях term2 может внести значительный вклад в значение оценки ошибки. Мы
предлагаем включить term2 в оценку ошибки. Операция взятия абсолютного значения
в (5) необходима для сохранения положительной оценки l2-нормы ошибки с использова-
нием усеченного выражения. Включив sk в (3) и учитывая абсолютные значения, имеем

‖εk−d‖2

‖r0‖2
≈
∣∣∣∣γ2k−d ∥∥∥H̃−1k−de1

∥∥∥2 + ∥∥γk−dH−1k−dwk−d +
(
ek−d, H

−1
k−de1

)
uk−d

∥∥2 − ‖sk‖2 ∣∣∣∣. (5)

3.2. Предлагаемая формула оценки A-нормы и l2-нормы ошибки
в алгоритме Bi-CG

Тогда как A-норма ошибки в CG монотонно минимизируется с количеством итера-
ций, A-норма ошибки в Bi-CG может осциллировать и может быть даже не определена,
когда A — неопределенная матрица. Рассмотрим абсолютные значения билинейных про-
изведений невязок Bi-CG:

‖εk‖2A =
∣∣ε>k Aεk∣∣ = ∣∣r>k (A>)−1rk∣∣ = ∣∣r>k A−1rk∣∣. (6)

Обратите внимание, что когда A ∈ RN×N и r ∈ RN , r>k
(
A>
)−1

rk — скалярная величи-
на, которая всегда положительна, тогда A является положительно определенной. Кроме
того, квадрат l2-нормы ошибки определяется следующим выражением:

‖εk‖22 = ε>k εk = r>k
(
A>
)−1

A−1rk. (7)

Если A = A>, то A-норма и l2-норма ошибки определяются как r>k A
−1rk и r>k A

−2rk
соответственно. В следующих пунктах получены оценки A-нормы и l2-нормы ошибки на
каждой итерации Bi-CG. Для справки: Bi-CG включен как алгоритм (см. п. Приложе-
ния).

3.2.1. Оценивание A-нормы ошибки

Записав последовательную разность между A-нормой ошибки на итерациях k и k+1,
мы получим следующее соотношение, когда A — несимметричная матрица (см. п. При-
ложения для алгоритма Bi-CG):

r>k
(
A>
)−1

rk − r>k+1

(
A>
)−1

rk+1 = r>k
(
A>
)−1

rk −
(
rk − αkApk

)>(
A>
)−1(

rk − αkApk
)

= αkp
>
k rk + αkr

>
k

(
A>
)−1

Apk − α2
kp
>
k Apk.
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В приведенном выше уравнении первый и третий члены в правой части могут быть
вычислены обычным образом с использованием итераций алгоритма Bi-CG. Второй член
включает вычисление A−1. Следовательно, мы уменьшаем его. Поскольку rk+1 = rk −
αkApk и Apk =

rk − rk+1

αk
, мы получим следующее соотношение:

r>k A
−1rk − r>k+1A

−1rk+1 = αkr
>
k pk + αkr

>
k

(
A>
)−1(rk − rk+1

αk

)
− α2

kp
>
k Apk

⇓
r>k+1A

−1rk+1 = −αkr
>
k pk + r>k+1A

−1rk + α2
kp
>
k Apk.

Ошибка εk = x − xk задается путем A−1rk. Кроме того, εk можно записать в виде
взвешенной суммы направлений поиска от k до n:

εk =
n∑

j=k

αjpj =⇒ εk − εk+d =
k+d∑
j=k

αjpj =⇒ εk ≈
k+d∑
j=k

αjpj . (8)

Если εk+d обозначает ошибку на итерации k+ d и εk+d � εk для некоторого d > 0, то
следующими членами ряда можно пренебречь. Вектор ошибки в (8) может дать оценку
A-нормы ошибки после задержки в d итераций:

‖εk+1‖2A = r>k+1A
−1rk+1 ≈ −αkr

>
k pk + r>k+1

k+d∑
j=k

αjpj + α2
kp
>
k Apk. (9)

Когда A является положительно определенной, приведенное выше выражение все-
гда положительно и, таким образом, обеспечивает нижнюю границу квадрата A-нормы
ошибки. Уравнение (9) получается непосредственно из Bi-CG, и, когда A = A>, эта оцен-
ка для A-нормы идентична ранее предложенной оценке CGQL A-нормы (5). Поскольку
векторно-матричное произведение Apk известно в терминах векторов невязок, приве-
денное выше оценивание занимает всего 2n арифметических операций по сравнению с
O(n2) арифметическими операциями в каждой итерации Bi-CG. Суммирование d членов
в приведенном выше выражении означает задержку в d итераций вначале, когда оценки
ошибки нет.

3.2.2. Оценивание l2-нормы ошибки

Записав последовательную разность между l2-нормой ошибки на итерациях k и k+1
для Bi-CG, мы получим следующее соотношение, когда A — несимметричная матрица:

r>k
(
A>
)−1

A−1rk − r>k+1

(
A>
)−1

A−1rk+1 = r>k
(
A>
)−1

A−1rk−

(rk − αkApk)
>(A>)−1A−1(rk − αkApk). (10)

Сделав перестановку в (10), имеем

r>k
(
A>
)−1

A−1rk − r>k+1

(
A>
)−1

A−1rk+1 = 2αkp
>
k A
−1rk − α2

k‖pk‖2. (11)

С использованием (8) и εk = A−1rk приведенное выше уравнение можно переписать как
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‖εk+1‖22 = r>k+1

(
A>
)−1

A−1rk+1 ≈
( k+d∑

j=k

αjpj

)T k+d∑
j=k

αjpj−2αkp
>
k

k+d∑
j=k

αjpj +α
2
k‖pk‖2. (12)

Оценивание включает только 2n арифметических операций на каждой итерации, и
для первых d итераций не имеется оценки ошибки. Эта оценка добавляет незначительные
вычислительные затраты по сравнению с O(n2)-стоимостью каждой итерации Bi-CG,
особенно при увеличении n.

3.3. Анализ формул оценок

3.3.1. Число обусловленности задачи

Число обусловленности задачи позволяет оценить ожидаемую точность результата
вычисления [19]. В этом случае относительное число обусловленности для вычисления b
при заданных A и x (прямая задача) и число обусловленности для вычисления x из A и
b (обратная задача) определяются как

κf(A, x) = ‖A‖
‖x‖
‖Ax‖

, (13)

κb(A, b) = ‖A−1‖
‖b‖
‖A−1b‖

. (14)

Они помогают нам узнать относительное изменение выходных данных при относитель-
ном изменении входных данных с округлениями, тем самым ограничивая точность вы-
ходных данных. Норма ‖·‖, если не указано иначе, считается l2-нормой; κf(A, x) и κb(A, b)
являются фиксированными для данной задачи Ax = b. Число обусловленности матрицы
определяется произведением κf(A, x) и κb(A, b),

κ = ‖A‖
∥∥A−1∥∥.

3.3.2. Метрики оценивания

Ниже приведена относительная ошибка наших оценок относительной ошибки на k-й
итерации:

max


χk

‖x‖
− ‖εk‖
‖x‖

‖εk‖
‖x‖

,

‖εk‖
‖x‖

− χk

‖x‖
χk

‖x‖

 , (15)

где χk — оценка нормы ошибки на k-й итерации, x — решение задачи Ax = b. Мак-
симум из двух членов, заключенных в скобки, отражает тот факт, что оценка ошибки
может быть больше или меньше истинной относительной ошибки на любой итерации,
и это может привести к соответствующей степени уменьшения/увеличения вычислений.
Уравнение (15) также можно кратко переписать в виде∣∣∣∣ χk

‖x‖
− ‖εk‖
‖x‖

∣∣∣∣
min

(
‖εk‖
‖x‖

,
χk

‖x‖

) . (16)
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Тогда как (16) является количественной оценкой неопределенности с использовани-
ем относительной невязки или формулы оценки ошибки на конкретной итерации, ко-
эффициенты неопределенности U.R.(χ) и линейные коэффициенты неопределенности
L.U.R.(χ) определяются как средняя неопределенность в оценивании истинной относи-
тельной ошибки за (n− d)-итераций:

U.R.(χ) =
1

n− d

n−d−1∑
k=0


∣∣∣∣ χ2

k

‖x‖2
− ‖εk‖

2

‖x‖2

∣∣∣∣
min

(
‖εk‖2

‖x‖2
,
χ2
k

‖x‖2

)
 , (17)

L.U.R.(χ) =
1

n− d

n−d−1∑
k=0


∣∣∣∣ χk

‖x‖
− ‖εk‖
‖x‖

∣∣∣∣
min

(
‖εk‖
‖x‖

,
χk

‖x‖

)
 , (18)

где d — задержка в оценивании в терминах итераций. Когда относительная невязка
используется для остановки итерационного решения линейной системы при заданном
допуске относительной ошибки, неопределенность, соответственно, следующая:

U.R.(r) =
1

n− d

n−d−1∑
k=0


∣∣∣∣‖rk‖2‖b‖2

− ‖εk‖
2

‖x‖2

∣∣∣∣
min

(
‖εk‖2

‖x‖2
,
‖rk‖2

‖b‖2

)
 , (19)

L.U.R.(r) =
1

n− d

n−d−1∑
k=0


∣∣∣∣‖rk‖‖b‖ − ‖εk‖‖x‖

∣∣∣∣
min

(
‖εk‖
‖x‖

,
‖rk‖
‖b‖

)
 . (20)

Ниже мы представим теорему о верхних границах математических ожиданий U.R.(r)
и L.U.R.(r) для сходящихся задач, имеющих фиксированные сингулярные значения и
постоянное прямое число обусловленности, мы покажем, что E(U.R.(χ)) ≤ E(U.R.(r)),
и придем к выводу, что использование формулы оценки ошибки в таких случаях в ка-
честве критерия остановки дает в среднем большую экономию и точность вычислений
благодаря их надежности.

3.3.3. Теорема о математическом ожидании U.R. и L.U.R.

Теорема. Для линейных задач несингулярных действительных матриц A с множе-
ством фиксированных сингулярных значений, фиксированным прямым числом обуслов-
ленности κf (A, x)�1 и фиксированным обратным числом обусловленности κb(A, b)�1
имеем

α

κb(A, b)2
+

1− α
κf (A, x)2

≤ E (U.R.(r)) + o(2) ≤ ακf (A, x)2 + (1− α)κb(A, b)2,

и
α

κb(A, b)
+

1− α
κf (A, x)

≤ E (L.U.R.(r)) + o(2) ≤ ακf (A, x) + (1− α)κb(A, b),

где n — размерность матрицы A, α — средняя вероятность относительной невязки
при предсказании относительной ошибки решения, т. е.
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α =
1

n− d

n−d−1∑
k=0

Pcond

(
‖rk‖
‖b‖

≥ ‖εk‖
‖x‖

)
,

где Pcond — условная вероятность с условиями, указанными в начале теоремы. Выбо-
рочное пространство для условной вероятности и условного ожидания генерируется
путем выборки сингулярной слева матрицы U и сингулярной справа матрицы V из
равномерно распределенных ортогональных матриц и единичного вектора b̂ из распре-
деления Гаусса.

Доказательство. Пусть коэффициент неопределенности на k-й итерации имеет вид

U.R.(k)(r) =

∣∣∣∣‖rk‖2‖b‖2
− ‖εk‖

2

‖x‖2

∣∣∣∣
min

(
‖εk‖2

‖x‖2
,
‖rk‖2

‖b‖2

) и αk = Pcond

(
‖rk‖
‖b‖

≥ ‖εk‖
‖x‖

)
.

Используя определение в (15) для U.R.(k)(r), мы можем записать

E
(
U.R.(k)(r)

)
= αk E1


‖rk‖2

‖b‖2
− ‖εk‖

2

‖x‖2
‖εk‖2

‖x‖2

+ (1− αk)E2


‖εk‖2

‖x‖2
− ‖rk‖

2

‖b‖2
‖rk‖2

‖b‖2

 ,

где E1 означает E
(
•
∣∣∣∣ ‖rk‖‖b‖ ≥ ‖εk‖‖x‖

)
, а E2 означает E

(
•
∣∣∣∣ ‖rk‖‖b‖ ≤ ‖εk‖‖x‖

)
:

E
(
U.R.(k)(r)

)
= αk E1

(
‖rk‖2

‖b‖2
‖x‖2

‖εk‖2
− 1

)
+ (1− αk)E2

(
‖εk‖2

‖x‖2
‖b‖2

‖rk‖2
− 1

)
,

E
(
U.R.(k)(r)

)
= αk E1

(
‖rk‖2

‖εk‖2
‖x‖2

‖b‖2

)
+ (1− αk)E2

(
‖εk‖2

‖rk‖2
‖b‖2

‖x‖2

)
− 1.

Пусть Sk =
‖rk‖
‖εk‖

‖x‖
‖b‖

, тогда Sk ∈
{

1

κb(A, b)
, κf (A, x)

}
и

E
(
U.R.(k)(r)

)
= αk E

(
S2
k

∣∣Sk ≥ 1
)
+ (1− αk)E

(
1

S2
k

∣∣Sk ≤ 1

)
− 1,

E
(
U.R.(k)(r)

)
= αk

(
E(S2

k)− o(1)
)
+ (1− αk)

(
E
(

1

S2
k

)
− o(1)

)
− 1,

E
(
U.R.(k)(r)

)
= αk

(
E(S2

k)
)
+ (1− αk)

(
E
(

1

S2
k

))
− o(2),

E
(
S2
k

)
= E

(
‖rk‖2

‖εk‖2
‖x‖2

‖b‖2

)
.

Ввиду фиксированных условий ожидания ‖x‖‖b‖ постоянно, следовательно,

E
(
S2
k

)
=
‖x‖2

‖b‖2
E
(
‖rk‖2

‖εk‖2

)
=
‖x‖2

‖b‖2
E
(
‖Aεk‖2

‖εk‖2

)
.
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Используя определение l2-нормы матрицы, имеем

κf (A, x)
2

κ(A)2
≤ E

(
S2
k

)
≤ κf (A, x)2.

Аналогичным образом
κb(A, b)

2

κ(A)2
≤ E

(
1

S2
k

)
≤ κb(A, b)2.

Следовательно, используя приведенные выше границы и α из формулировки теоремы,
мы получим

α

κb(A, b)2
+

1− α
κf (A, x)2

− o(2) ≤ E (U.R.(r)) ≤ ακf (A, x)2 + (1− α)κb(A, b)2 − o(2),

α

κb(A, b)2
+

1− α
κf (A, x)2

≤ E (U.R.(r)) + o(2) ≤ ακf (A, x)2 + (1− α)κb(A, b)2.

Точно так же мы можем получить границы оценки для L.U.R.(r):

α

κb(A, b)
+

1− α
κf (A, x)

≤ E (L.U.R.(r)) + o(2) ≤ ακf (A, x) + (1− α)κb(A, b).

3.3.4. Замечание относительно формул оценки ошибки на основе задержки

По формулам оценок на основе задержки χ2
k ≈ ‖εk‖

2 − ‖εk+d‖2 и

U.R.(k)(χ) ≈ ‖εk+d‖2

‖εk‖2 − ‖εk+d‖2
.

С другой стороны, относительная невязка имеет строгую нижнюю границу 1

κ(A)

‖ε‖
‖x‖ и

строгую верхнюю границу κ(A)
‖ε‖
‖x‖

для данной матрицы A. Это позволило нам обес-

печить условные верхние и нижние границы, когда ‖εk+d‖2 < ‖εk‖2. Следовательно,
использование формул оценок ошибки на основе задержки является надежным, когда
итерационный метод, например GMRES или Bi-CG, имеет уменьшающуюся l2-норму
ошибки для большинства итераций. Можно утверждать, что значение d можно увели-
чить до такой степени, что ‖εk+d‖2 < ‖εk‖2 для всех итераций, но на практике необходи-
мо ограничение (d� n) ввиду требований низкой задержки. Приведенные выше выводы
верны без каких-либо ограничений на размерность матриц.

4. Численные результаты

4.1. Модифицированная формула оценки l2-нормы ошибки
для GMRES

В этом эксперименте мы эмпирически подчеркиваем преимущества включения term2
из (4) в аппроксимацию ошибки GMRES, как это предлагается в уравнении (5). Мы
провели эксперименты с несимметричными положительно определенными матрицами с
высоким числом обусловленности (сгенерированными путем собственного разложения с
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собственными значениями, экспоненциально разбросанными между 1 и κ(A)), в которых
мы сравнили значения различных формул оценок ошибки и относительную невязку на
каждой итерации.

На рисунке 1 мы сравниваем относительную l2-норму формулы оценки ошибки, пред-
ложенной Меурантом [10], модифицированную l2-норму формулы оценки ошибки, пред-
ложенной в уравнении (5), относительную невязку и истинную относительную ошибку на
каждой итерации для случайно сгенерированной несимметричной матрицы (κ(A) ≈ 108)
со случайным вектором правой части b и задержкой итераций d = 10. Матрица имеет
размерность 500, а ее первые 20 самых больших собственных значений имеют величину
≈ 107, остальные находятся в диапазоне [0.1, 10].

Обращаем внимание, что модифицированная формула оценки намного ближе к ис-
тинной ошибке, чем исходная формула оценки, поскольку она позволяет избежать неста-
бильного превышения, наблюдаемого при отсутствии члена смещения. Мы видим, что
включение term2 в уравнение (5) помогло избежать нестабильного превышения оценки
для некоторых итераций, как показано на рис. 1. Обратите внимание на логарифмиче-
ский масштаб.

Рис. 1. График сходимости для сравнения различных формул оценок относительной ошиб-
ки и истинной относительной ошибки. L.U.R.(невязка) = 12.1; L.U.R.(Меурант) = 10.1;
L.U.R.(модифицированная) = 1.2

Также замечено, что формулы оценки ошибки GMRES могут вести себя хаотично,
когда численная точность вычислительной системы исчерпана, как показано на рис. 2.
Исчерпание численной точности может привести к тому, что матрица Хессенберга Hk,
сформированная во время итерации Арнольди, может стать почти сингулярной, что мо-
жет вызвать большие ошибки в H−1k и ее функциях. Обратите внимание, что ‖sk‖ также
является функцией H−1k и может использоваться как сигнал для предсказания этого
исчерпания численной точности (см. рис. 2), что делает эту оценку ошибки надежным
критерием остановки. Заметим, что ‖sk‖ и две формулы оценки ошибки резко увеличи-
ваются, тогда как фактическая ошибка и невязка на самом деле малы. Слагаемое ‖sk‖
из (4) может также использоваться для обнаружения исчерпания численной точности.
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Рис. 2. Поведение оценок относительной ошибки в GMRES (для симметричной положительно
определенной матрицы с κ(A) = 106) при исчерпании численной точности

4.2. Формулы A-нормы и l2-нормы оценок ошибки для Bi-CG

В этом эксперименте мы хотим эмпирически оценить поведение основанных на за-
держке формул оценок ошибки Bi-CG, полученных в п. 3.2, при сравнении с относи-
тельной невязкой в задачах с высоким числом обусловленности. Мы рассмотрели несим-
метричные матрицы из множества данных Matrix Market1 (“sherman5”) со случайным
вектором правой части b. Размерность матрицы 3312×3312; число обусловленности мат-
рицы 3.9× 105; d = 10.

На рис. 3 дано сравнение оцененной относительной ошибки l2-нормы, истинной от-
носительной l2-нормы ошибки и относительной невязки. На рис. 4 мы сравниваем оце-
ненную относительную A-норму ошибки, относительную невязку и истинную относи-
тельную A-норму ошибки на каждой итерации. Мы видим, что предложенные формулы
оценки ошибки Bi-CG являются стабильными на всех итерациях в обоих случаях, когда
формула оценки ошибки надежна как индикатор фактической ошибки для остановки.

Рис. 3. Оценивание относительной l2-нормы ошибки с использованием формулы оценки ошибки
Bi-CG и относительной невязки

1https://math.nist.gov/MatrixMarket/
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Рис. 4. Оценивание относительной A-нормы ошибки с использованием оценки ошибки Bi-CG и
относительной невязки; абсолютные значения рассматриваются для r>A−1r и ее аппроксимации

4.3. Экспериментальные результаты по эффективности формул
оценок ошибки на рандомизированном множестве матриц

Цель экспериментов2 — оценивание прогностической эффективности формул оценки
ошибки на большом рандомизированном множестве матриц. Это исследование полезно
для понимания изменчивости среднего поведения оценок относительно различных ас-
пектов задачи. В предыдущих пунктах мы определили коэффициент неопределенности
как среднюю ошибку любого из предикторов истинной относительной ошибки, который
можно использовать для остановки.

В этом эксперименте мы определяем коэффициент неопределенности формулы оцен-
ки и невязку для заданных прямого и обратного чисел обусловленности для каждой
задачи рандомизированного множества. Было взято рандомизированное множество дан-
ных, состоящее из 10000 задач с высокими числами обусловленности размерности 100,
для которых метрики оценки L.U.R.(r) и L.U.R.(χ) определяются для задержки оцени-
вания d = 10. Мы рассматриваем два вида несимметричных матриц: положительно опре-
деленные и общие матрицы в этом множестве данных. Векторы правой части b являются
случайными векторами из единичного нормального распределения этой же размерности.

Рисунки 5 и 6 показывают поведение коэффициента линейной неопределенности
L.U.R., определяемого путем (18) и (20), относительно числа обусловленности задачи
(как прямого, так и обратного) для алгоритмов Bi-CG и GMRES соответственно. Здесь
каждый кружок — коэффициент неопределенности, соответствующий относительной
невязке для конкретной задачи, т. е. для конкретной матрицы A и вектора правой части b
с x0, взятым из стандартного гауссова распределения. Аналогичным образом, каждый
крестик — это коэффициент неопределенности, соответствующий оценке относительной
ошибки.

Мы видим большое увеличение L.U.R.(r) относительной невязки в задачах с высоким
числом обусловленности, в то время как L.U.R.(χ) для формулы оценки относительной
ошибки остается ограниченным, что показывает надежность формулы оценок ошибок
Bi-CG и GMRES. Также интересно отметить, что коэффициент неопределенности за-

2Код имеется в свободном доступе на https://github.com/CSPL-IISc/Error-Linsolve.
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висит как от прямого, так и от обратного числа обусловленности задачи. Для Bi-CG
L.U.R.(r) увеличивается при прямом числе обусловленности задачи, тогда как L.U.R.(r)
увеличивается при обратном числе обусловленности в случае алгоритма GMRES. Обра-
тите внимание, что значения α (см. теорему), которые определяют увеличивающуюся
(или уменьшающуюся) зависимость от прямого (или обратного) числа обусловленности,
могут варьироваться в зависимости от алгоритма. Поскольку одно и то же множество
данных использовалось для тестирования метрик как для алгоритмов Bi-CG, так и для
алгоритмов GMRES, масштабы по оси x на двух рисунках различны (обратите внима-
ние, что κf(A, x) ∗ κb(A, b) = κ). Тогда как Bi-CG имеет гораздо большие коэффициенты
неопределенности вследствие осциллирующего поведения сходимости, ожидаемые значе-
ния уменьшения/увеличения вычислений для требуемого допуска ошибки сопоставимы
как для Bi-CG, так и для GMRES, что будет обсуждаться в следующем пункте.

L.U.R.(κf(A, x))

L.U.R.(κb(A, b))

Рис. 5. Неопределенность L.U.R. при использовании формулы оценки l2-нормы относительной
ошибки или относительной невязки для остановки алгоритма Bi-CG, когда задан допуск от-
носительной ошибки. Прямое и обратное число обусловленности задач варьировалось: среднее
L.U.R.(невязка) = 288: среднее L.U.R.(оценка) = 5.9
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L.U.R.(κf(A, x))

L.U.R.(κb(A, b))

Рис. 6. Неопределенность L.U.R. при использовании формулы оценки l2-нормы относительной
ошибки или относительной невязки для остановки алгоритма GMRES, когда задан допуск от-
носительной ошибки. Прямое и обратное число обусловленности задач варьировалось; среднее
L.U.R.(невязка) = 2.49; среднее L.U.R.(оценка) = 0.286. Обратите внимание, что модифициро-
ванные и исходные формулы оценки GMRES почти идентичны на этих диаграммах разброса,
где в задачах у нас есть лишь небольшое число измерений n = 100

Для дальнейшей демонстрации сделанных выше выводов даже для матриц, имеющих
практические применения, из множеств данных Matrix Market и Matrix Sparse Collection
были взяты несимметричные матрицы, имеющие различные числа обусловленности и
различную размерность, и протестированы с соответствующими случайными нормали-
зованными правыми векторами. Рисунок 7 показывает связь между коэффициентом
неопределенности и числами обусловленности (прямым и обратным) соответствующих
задач. Мы видим значительное увеличение коэффициента неопределенности относитель-
ной невязки с увеличением числа обусловленности задачи, в то время как коэффициент
неопределенности формулы оценки ошибки (как для Bi-CG, так и для GMRES) остает-
ся почти неизменным при увеличении числа обусловленности задачи. Это означает, что
формулы оценки ошибки являются надежными критериями остановки. Хотя мы в основ-
ном оцениваем метрики оценки для алгоритмов Bi-CG и GMRES, следует учитывать, что
эффективность оценки CG неявно описывается оценкой Bi-CG в случае симметричных
положительно определенных матриц.
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Bi-CG: L.U.R.(κf(A, x))

GMRES: L.U.R.(κb(A, b))

Рис. 7. Неопределенность L.U.R. при использовании формулы оценки относительной l2-нормы
ошибки или относительной невязки для остановки алгоритма GMRES, когда задан допуск
относительной ошибки. Матрицы (с указанием размерности), взятые из множества данных
Matrix-Market для этой оценки, были следующими: “gre15” (512), “jpwh991” (991), “orani” (2529),
“sherman5” (3312) и “raefsky1” (3242)

4.4. Уменьшение/увеличение вычислений
с формулами оценки Bi-CG и GMRES

При использовании итерационных алгоритмов желательно останавливать вычисле-
ния при допусках ошибок в зависимости от требований определенных приложений. По-
скольку имеется большая неопределенность при остановке с использованием относитель-
ной невязки, как показано на рис. 5, 6 и 7, уменьшения/увеличения вычислений можно
ожидать для любого желаемого допуска к ошибкам в решении. Можно остановить ите-
рации слишком рано (уменьшение вычислений) или выполнить слишком много итераций
(увеличение вычислений) ввиду этой неопределенности ошибки решения, что приведет
к потере эффективности или точности. В этом эксперименте цель состоит в том, что-
бы оценить степень увеличения/уменьшения вычислений вследствие неопределенности
ошибки при использовании относительной невязки в качестве индикатора для остановки.

Определим относительные итерации как I, которые либо сохраняются, либо теряются

для желаемого допуска к ошибкам, т. е. I =

∣∣Iter‖r‖/‖b‖ − Iter‖χ‖/‖x‖
∣∣

min
(

Iter‖r‖/‖b‖, Iter‖χ‖/‖x‖

) .
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Для любого допуска, такого как 10−4, I означает число итераций, которые были
увеличены/уменьшены при использовании относительной невязки в качестве критерия
остановки по сравнению с использованием формулы оценки ошибки в качестве критерия
остановки. Iter‖r‖/‖b‖ — число итераций, необходимое для того, чтобы относительная
невязка ‖r‖/‖b‖ достигла желаемого допуска, и у нас есть аналогичная переменная для
итераций, необходимых для оценки ошибки.

На рис. 8 показан график I при допуске к ошибкам 10−1, 10−2, 10−3 и 10−4 при увели-
чении L.U.R.(r), усредненном по матричным задачам, использованным в п. 4.3, для обоих
алгоритмов. Следует отметить, что значение I = 1 означает, что имеется 100% разница в
итерациях, необходимых для того, чтобы ‖r‖/‖b‖ и ‖χ‖/‖x‖ достигли желаемого допус-
ка. Мы видим увеличение I с коэффициентом неопределенности относительной невязки,
что показывает важность формулы оценки ошибки при использовании итерационных
алгоритмов.

Bi-CG

GMRES

Рис. 8. Доля уменьшенных/увеличенных итераций при остановке итераций для различных
допусков по мере увеличения неопределенности относительной невязки L.U.R. Обратите вни-
мание, что неопределенность Bi-CG может быть больше из-за осциллирующей сходимости, но
ожидаемые увеличенные и уменьшенные вычисления при использовании невязки для остановки
сопоставимы для Bi-CG и GMRES. Прямое и обратное числа обусловленности, соответственно,
увеличивались для более высокой неопределенности
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5. Выводы

Важность формулы оценки ошибки для эффективной остановки (или перезапуска)
очевидна для задач с числами обусловленности κ & 100 и иллюстрируется на численных
примерах, а также анализом ожидаемой неопределенности сходимости при использова-
нии нормы вектора невязки для остановки при любом заданном допуске к ошибкам.
Результаты, показывающие уменьшение коэффициента неопределенности при исполь-
зовании формулы оценки ошибки, были представлены как для алгоритмов Bi-CG, так
и для GMRES. Также было показано, что предложенная формула оценки для Bi-CG
сходится к ранее предложенной формуле оценки для алгоритма CG в случае симметрич-
ных положительно определенных матриц. Кроме того, был представлен простой анализ
изменений вычислений за счет использования формулы оценки, а также численные ре-
зультаты большого числа задач умеренной размерности. Тогда как Bi-CG имеет гораздо
больший коэффициент неопределенности ввиду своего осциллирующего поведения (и
это можно улучшить с использованием расширенных версий алгоритма [4, 5, 16, 17, 20]),
ожидаемое уменьшение/увеличение вычислений для требуемого допуска ошибки сопо-
ставимо для Bi-CG и GMRES. На основании результатов, обсуждавшихся в предыдущих
пунктах, мы можем заключить, что оценку A-нормы или l2-нормы ошибки следует вклю-
чить в программную реализацию итерационных решателей, а не использовать только
относительную норму вектора невязки в качестве критерия остановки.

Заявление авторов

Для данного исследования не было получено финансирования. Авторы не имеют фи-
нансовых или нефинансовых интересов.

Приложения

А. Bi-CG и его связь с несимметричным алгоритмом Ланцоша

Алгоритм бисопряженных градиентов Bi-CG является расширением алгоритма со-
пряженных градиентов CG, который используется для решения системы линейных урав-
нений и для несимметричной матрицы.

Алгоритм. Алгоритм бисопряженных градиентов

1: procedure
input A, A>, b, x0, y0

2: r0 = b - Ax0
3: r̃0 = b - A> y0
4: p0 = r0
5: q0 = r̃0
6: for k = 1, . . . , до сближения do

7: αk−1 = r̃>k−1rk−1

q>k−1Apk−1

8: xk = xk−1 + αk−1pk−1
9: yk = yk−1 + αk−1qk−1

10: rk = rk−1 − αk−1Apk−1
11: r̃k = r̃k−1 − αk−1A

>qk−1
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12: βk−1 = r̃k
>rk

r̃>k−1rk−1

13: pk = rk + βk−1pk−1
14: qk = r̃k + βk−1qk−1
15: end for
16: end procedure

Bi-CG также может быть получен из несимметричного алгоритма Ланцоша. Пусть
v1 и ṽ1 — данные начальные векторы для несимметричного алгоритма Ланцоша (такие
что ‖v1‖ = 1 и (v1, ṽ1) = 1), двух-/трехчленные рекуррентные соотношения, которые
помогают в формировании двух биортогональных подпространств, имеют следующий
вид: для k=1,2, . . .

zk = Avk − wkvk − ηk−1vk−1, z̃k = A>ṽk − wkṽk − η̃k−1ṽk−1.

Коэффициент wk вычисляется следующим образом: wk = (ṽk, Avk). Другие коэффици-
енты, ηk и η̃k, выбираются (при (z̃k, vk) = 0) такими, что ηkη̃k = (z̃k, zk), а новые векторы
на шаге k + 1 задаются следующим образом:

vk+1 =
zk
ηk
, ṽk+1 =

z̃k
η̃k
.

Связь между биортогональными подпространствами и матрицей A можно предста-
вить в виде несимметричной трехдиагональной матричной формы (при условии
Ṽk
>
AVk = Tk):

Tk =



ω1 η1 0 · · · 0

η̃1 ω2 η2
...

0
. . . . . . . . . 0

... η̃k−2 ωk−1 ηk−1
0 · · · 0 η̃k−1 ωk

 .

Б. Связь формулы оценки ошибки Bi-CG и CGQL

Разница между двумя последовательными A-нормами ошибки (и A-мерой для мат-
риц, не являющихся симметричными положительно определенными (SPD) матрицами)
в случае алгоритма сопряженных градиентов на итерациях k и k + 1 может быть опре-
делена следующим образом:

‖εk‖2A − ‖εk+1‖2A = αkr
>
k rk.

Следовательно, при задержке в d итераций мы можем легко вычислить A-норму ошибки:

‖εk‖2A − ‖εk+d‖2A =
k+d∑
j=k

αjr
>
j rj , ‖εk‖2A ≈

k+d∑
j=k

αjr
>
j rj .

Для оценки ошибки A-нормы в алгоритме Bi-CG мы получили следующие результаты:

‖εk+1‖2A = r>k+1A
−1rk+1 = −αkr

>
k pk + r>k+1A

−1rk + α2
kp
>
k Apk.

С использованием rk+1 = rk − αkApk приведенный выше результат можно записать в
виде

r>k A
−1rk − r>k+1A

−1rk+1 = αkr
>
k pk + αkr

>
k

(
A>
)−1

Apk − α2
kp
>
k Apk.
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Для симметричной матрицы A = A> приведенное выше уравнение можно переписать
как

r>k A
−1rk − r>k+1A

−1rk+1 = αkr
>
k pk + αkr

>
k pk − α2

kp
>
k Apk.

Далее, используя p>i rj = 0 для i 6= j в CG, а также rk+1 = rk − αkApk, и подставляя
Apk =

rk − rk+1

αk
, приведенное выше выражение сводится к

r>k A
−1rk − r>k+1A

−1rk+1 = αkr
>
k pk + αkr

>
k pk − αkp

>
k rk + αkp

>
k rk+1

⇓
r>k A

−1rk − r>k+1A
−1rk+1 = αkr

>
k pk

⇓
r>k A

−1rk − r>k+1A
−1rk+1 = αkr

>
k rk + βk−1r

>
k pk−1

⇓
r>k A

−1rk − r>k+1A
−1rk+1 = αkr

>
k rk.

(21)

Уравнение (21) эквивалентно оценке A-нормы в алгоритме CGQL [6], и, таким обра-
зом, предлагаемая формула оценки A-нормы для Bi-CG эквивалентна формуле оценки
CGQL, когда A = A>.

В. Связь между несимметричной трехдиагональной матрицей
Ланцоша (Tk) и векторами невязки (r и r̃) алгоритма Bi-CG

Прямое соотношение между Tk, rk и r̃k может быть задано следующим образом:(
T−1n

)
(1,1)

=
(
T−1k

)
(1,1)

+
r̃k
>A−1rk
‖r0‖2

, (22)

(
T−1n

)
(1,1)

=
(
T−1k+1

)
(1,1)

+
r̃>k+1A

−1rk+1

‖r0‖2
. (23)

Вычитая (22) и (23), мы получим(
T−1k+1

)
(1,1)

=
(
T−1k

)
(1,1)

+
r̃k
>A−1rk − r̃>k+1A

−1rk+1

‖r0‖2
.

Поскольку r̃k>A−1rk − r̃>k+1A
−1rk+1 = αkr̃

>
k rk для несимметричной матрицы в Bi-CG, то(

T−1k+1

)
(1,1)

=
(
T−1k

)
(1,1)

+
αkr̃

>
k rk

‖r0‖2
.

Таким образом, зная соотношение между двумя последовательными обратными пер-
выми элементами Tk, мы можем связать его с полученной нами формулой оценки для
A-нормы ошибки и алгоритмом CGQL. Однако связь между несимметричным алгорит-
мом Ланцоша и Bi-CG с использованием методов, основанных на квадратурах, будет
включать комплексные квадратуры Гаусса [15]. Следовательно, мы применили эквива-
лентный, но прямой подход к оцениванию с явным использованием соотношений Bi-CG.
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