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С использованием метода возмущений второго порядка для неопределенных сред раз-
работан стохастический метод конечных волновых элементов, являющийся обобщением
метода конечных волновых элементов для стохастических сред. С использованием ме-
тода конечных элементов рассмотрен параметрический подход к изучению неопределен-
ностей. Исследована модель стохастического пространства состояний. Изучены возму-
щения второго порядка. С использованием неопределенности второго порядка, содержа-
щейся в параметрах конструкции, определена погрешность метода конечных волновых
элементов. Исследованы статистические характеристики волновых чисел и волновых
мод. Проведено сравнение результатов, полученных с помощью метода конечных вол-
новых элементов и метода Монте-Карло.
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Введение. Для проведения контроля и диагностики рисков разрушения конструкций
предлагаются различные методы мониторинга их целостности [1, 2]. В последнее время
интенсивно изучаются свойства направленных волн, в том числе характеристики диспер-
сионной кривой, определяющей связь скорости и частоты для всех мод, которые могут
распространяться в заданной конструкции. Метод конечных волновых элементов (МКВЭ)
позволяет вычислять дисперсионные кривые волноводов, а также исследовать их харак-
теристики [3]. При использовании МКВЭ конструкция волновода рассматривается в ка-
честве периодической системы, составленной из одинаковых подструктур [4, 5].

Большинство имеющихся методов моделирования распространения направленных

волн применимы для детерминированной среды. В настоящей работе рассматриваются

численные методы изучения направленных волн в случайной пространственно-однородной
среде. Исследованию конструкций с неопределенностями посвящены многие работы (см.,
например, [6, 7]). Такие неопределенности содержатся в геометрических характеристи-
ках, характеристиках материала и граничных условиях. Задачи с неопределенностями
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Рис. 1. Схема периодического волновода (а) и степени свободы подсистемы k
на левой и правой границах (б):
1 — подсистема 1, 2 — подсистема k, 3 — подсистема k + 1, 4 — подсистема N

решаются с использованием параметрического [8] и непараметрического [9, 10] подходов.
В работе [11] исследовалось распространение направленных волн в случайной упругой
среде и сформулирован стохастический метод конечных волновых элементов (СМКВЭ),
допускающий стохастическое определение волновых характеристик. Пространственно од-
нородные свойства изучаются с помощью параметрических вероятностных методов. В [12]
предложен численный подход к изучению распространения упругих направленных волн в

неопределенной упругой среде. Для вероятностного анализа конструкций сформулирован
СМКВЭ, учитывающий зависимость свойств материала и геометрических свойств от про-
странственных координат. В [13] с помощью СМКВЭ исследована матрица диффузии и

получены диффузионные соотношения, позволяющие оценить коэффициенты фильтрации
и отражения в конструкциях с неопределенностями.

В настоящей работе с использованием возмущений второго порядка МКВЭ обобщен

на случай стохастической среды. С помощью параметрического подхода и МКВЭ изуче-
ны неопределенности, с использованием модели пространства состояний сформулирован
СМКВЭ. С использованием неопределенности второго порядка, содержащейся в парамет-
рах конструкции, определена погрешность СМКВЭ. Исследованы статистические харак-
теристики волновых чисел и волновых мод. Проведено сравнение результатов, полученных
с помощью СМКВЭ, и результатов аналитического решения.

1. Формулировка СМКВЭ c использованием пространства состояний. Введе-
ние неопределенностей и особых преобразований позволяет получить модель пространства

состояний для изучения стохастических закономерностей. Полагается, что рассматривае-
мая среда является неопределенной, система состоит из множества одинаковых подсистем,
связанных между собой по главному направлению, для определенности по оси x. Длина
каждой подсистемы в направлении оси x равна d. Модель строится на основе метода ко-
нечных элементов стандартной подсистемы (рис. 1). Полагается, что на левой (индекс L) и
правой (индекс R) совместных границах подсистемы содержится одинаковое число степе-
ней свободы n. Тогда стохастическое уравнение движения для каждой подсистемы имеет
вид

D̃q̃ = F̃ ,

где

D̃ =

(
D̃LL D̃LR

D̃RL D̃RR

)
= K̃ − ω2M̃,
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ω, D̃LL, D̃LR, D̃RL, D̃RR — элементы динамической матрицы размерности n × n; K̃ —
матрица жесткости размерности 2n × 2n; M̃ — матрица масс размерности 2n × 2n; ω —

волновое число; q̃ =

(
q̃L

q̃R

)
, F̃ =

(
F̃L

F̃R

)
— векторы перемещений и усилий размерности

2n × 1; q̃L, q̃R, F̃L, F̃R — векторы перемещений и усилий размерности n × 1 на левых и
правых границах соответственно.Кинематические стохастические переменные q̃, F̃ можно
представить с помощью следующих стохастических векторов состояний:

ũ
(k)
L =

 q̃
(k)
L

−F̃
(k)
L

 , ũ
(k)
R =

 q̃
(k)
R

F̃
(k)
R

 .

Таким образом, можно показать, что векторы состояний ũ
(k)
L и ũ

(k)
R связаны со стохасти-

ческой матрицей перехода S̃:

ũR = S̃ũL.

Поскольку неопределенности в основном содержатся в характеристиках материала

и полагаются пространственно однородными, принятая периодичность будет соблюдать-
ся в стохастическом случае так же, как и в детерминированном. Случайные величи-
ны моделируются гауссовыми переменными с помощью возмущений второго порядка:
ν̃ = ν̄ + ν1ε + ν2ε

2, где ν̃ — случайная величина; ν̄ — средняя; ν1 — возмущение первого

порядка; ν2 — возмущение второго порядка; ε — стандартное нормальное распределение.
Полиномиальный хаос (1, ε, ε2) используется в качестве дополнительной характеристики
задачи. Случайные величины ũL, ũR, S̃, моделируемые гауссовыми переменными с помо-
щью возмущений второго порядка, принимают вид

ũL =

(
q0L + q1Lε + q2Lε2

−F0L − F1Lε− F2Lε2

)
, ũR =

(
q0R + q1Rε + q2Rε2

F0R + F1Rε + F2Rε2

)
, S̃ = S0 + S1ε + S2ε

2,

где S0 — матрица детерминированного перехода; S1, S2 — матрицы перехода первого и

второго порядков соответственно. Используя определения S0, S1 [11] и проведя некоторые
преобразования, получаем

S0 =

(
−D−1

0LRD0LL D−1
0LR

D0RRD−1
0LRD0RR −D0RL D0RRD−1

0LR

)
,

S1 =

(
S1LL S1LR

S1RL S1RR

)
, S2 =

(
S2LL S2LR

S2RL S2RR

)
,

где

S1LL = D−1
0LRD1LL −D−1

0LRD1LRD−1
0LRD0LL, S1LR = −D−1

0LRD1LRD−1
0LR,

S1RL = D0RRD−1
0LRD1LL −D0RRD−1

0LRD1LRD−1
0LRD0LL −D1RL + D1RRD−1

0LRD0LL,

S1RR = −D0RRD−1
0LRD1LRD−1

0LR + D−1
0LR,

S2LL = −D−1
0LRD2LL −D−1

0LRD1LRD1LL −D−1
0LRD2LRS0LL,

S2LR = −D−1
0LRD1LRS1LR −D−1

0LRD2LRS0LL,

S2RL = D0RRD−1
0LR(D2LL + D1LRS1LL + D2LRS0LL) + D2RL + D1RRS1LL + D2RRS0LL,

S2RR = −D0RRD−1
0LR(D1LRS1LR + D2LRS0LR) + D1RRS1LR + D2RRS0LR.
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Поставим следующую стохастическую задачу на собственные значения:

S̃ϕ̃ = µ̃ϕ̃,

где µ̃ = µ0 + µ1ε + µ2ε
2 — собственные значения, связанные с собственным вектором

ϕ̃ = ϕ0 + ϕ1ε + ϕ2ε
2.

Проекция полиномиального хаоса задачи на собственные значения приводит к урав-
нению для определения статистических характеристик

(S0 + S1ε + S2ε
2)(ϕ0 + ϕ1ε + ϕ2ε

2) = (µ0 + µ1ε + µ2ε
2)(ϕ0 + ϕ1ε + ϕ2ε

2).

Детерминированная задача и задача на собственные значения первого порядка приведе-
ны в [11]. Разрешение детерминированных уравнений приводит к задаче о вычислении
средних собственных значений µ0 и собственного вектора ϕ0. В свою очередь, разреше-
ние уравнения первого порядка приводит к задаче о вычислении стандартного отклонения

собственного значения µ1 и собственного вектора ϕ1.
Уравнения имеют следующий вид:
— детерминированное —

S0ϕ0 = µ0ϕ0;

— уравнение первого порядка —

S0ϕ2 + S1ϕ1 + S2ϕ0 = µ0ϕ2 + µ1ϕ1 + µ2ϕ0;

— уравнение второго порядка —

S0ϕ2 + S1ϕ1 + S2ϕ0 = µ0ϕ2 + µ1ϕ1 + µ2ϕ0.

Для того чтобы выделить возмущение второго порядка собственного значения µ2 и

собственного вектора ϕ2, используем левые коэффициенты распространения. В качестве
вектора ϕ̃тi Jn можно выбрать левый собственный вектор S̃, соответствующий собственно-

му значению µ̃−1
i , где Jn =

(
0 In

−In 0

)
[14]. Соответствующая стохастическая задача на

собственные значения формулируется следующим образом:

(ϕ̃тi Jn)S̃ = µ̃−1
i (ϕ̃тi Jn).

Проекция полиномиального хаоса задачи на собственные значения позволяет записать

уравнения для определения статистических характеристик. В частности, левое уравне-
ние второго порядка имеет вид

ϕт2JnS0 + ϕт1JnS1 + ϕт0JnS2 = µ−1
0 ϕт2Jn + µ∗1ϕ

т
1Jn + µ∗2ϕ

т
0Jn,

где µ∗1 = −µ1/µ
2
0; µ∗2 = −µ2/µ

2
0 + µ2

1/µ
3
0.

После некоторых преобразований статистические волновые характеристики можно

выразить через возмущение второго порядка коэффициента распространения:

µ2 = −[(S0 − µ0I)(Sт0Jn − µ−1
0 Jn)Jnϕ0µ

−2
0 − ϕ0]

+ ×

× [(S0 − µ0I)(Sт0Jn − µ−1
0 Jn)(−Jnϕ0µ

2
1µ

−3
0 + Sт1Jnϕ1 + Sт2Jnϕ0 + µ1µ

−2
0 Jnϕ1)−

− S1ϕ1 − S2ϕ0 + µ1ϕ1]

и возмущение второго порядка собственного вектора:

ϕ2 = [Sт0Jn − µ−1
0 Jn]+[µ−1

2 Jnϕ0 − Sт1Jnϕ1 − Sт2Jnϕ0 − µ1µ
−2
0 Jnϕ1]

(индекс “+” соответствует оператору псевдообращения).
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Рассмотрим статистические характеристики волновых чисел

k̃ = (i/d) log µ̃,

представляющие интерес в ряде прикладных случаев. Зная возмущения нулевого, первого
и второго порядков собственного значения µ̃ и учитывая представление волнового числа
в виде k̃ = k0 + k1ε + k2ε

2, можно определить статистические характеристики k̃. В [11]
среднее волнового числа задается формулой k0 = (i/d) log µ0, его значение первого поряд-
ка — формулой k1 = (i/d)µ−1

0 µ1. После некоторых математических преобразований член
второго порядка волнового числа можно представить в виде

k2 = (i/d)(µ−2
0 µ2

1 + µ−1
0 µ2).

2. Результаты численных расчетов. Для проверки СМКВЭ проведем сравнение
результатов аналитических расчетов и результатов, полученных с использованием ме-
тода Монте-Карло при моделировании системы, состоящей из 5000 образцов. Исследуем
распространение продольной волны (волны сжатия) и поперечной волны.

2.1. Случай продольной волны. Рассмотрим случай продольной волны сжатия-
растяжения. Волновод представляет собой балку с двумя узлами, каждый узел имеет одну
степень свободы. В качестве материала использовалась сталь (ρ = 7800 кг/м3, ν = 0,3,
E = 2 · 1011 Па). При численном моделировании возмущения второго порядка уровень
неопределенности выбирался приблизительно равным 0,5 %. Матрицы массы и жесткости
в случае волны сжатия-растяжения имеют вид

Mtc =
ρsd

6

[
2 1

1 2

]
, Ktc =

Es

d

[
1 −1

−1 1

]
,

где E — модуль Юнга; s — площадь поперечного сечения; ρ — плотность; d — длина

рассматриваемого элемента.
В случае стохастической среды имеется возможность сравнить статистические ха-

рактеристики волнового числа и коэффициентов распространения для неопределенного

волновода. При этом полагается, что модуль Юнга и плотность являются случайными.
Случайный модуль Юнга Ẽ моделируется гауссовой переменной: Ẽ = E0 +E1ε+E2ε

2

(E0 = 2 ·1011 Па, E1 = 5 % ·E0 = 1010 Па, E2 = 0,5 % ·E0 = 109 Па). Для проверки точности
СМКВЭ использовалось аналитическое выражение для волнового числа для продольной

моды

k̃tc = ω
√

ρ/E .

Проекция полиномиального хаоса аналитического волнового числа для моды сжатия-
растяжения имеет вид k̃tc = k0tc + k1tcε + k2tcε

2, где k0tc = ω
√

ρ/E — детерминированное

волновое число; k1tc = −(1/2)ω
√

ρ E1E
−3/2
0 — возмущение первого порядка. Возмущение

второго порядка можно представить в виде (рис. 2,а):

k2tc =
1

2
ω
√

ρ
(3

4
E2

1E
−5/2
0 − E2E

−3/2
0

)
.

Ниже приведены результаты расчетов, в которых в качестве случайной величины
выбирается плотность ρ̃, моделируемая гауссовыми переменными:

ρ̃ = ρ0 + ρ1ε + ρ2ε
2

(ρ0 = 7800 кг/м3, ρ1 = 5 % · ρ0 = 390 кг/м3, ρ2 = 0,5 % · ρ0 = 39 кг/м3). Выражение для
аналитического волнового числа первого порядка имеет вид

k1tc =
ω

2
√

E
ρ
−1/2
0 ρ1,
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Рис. 2. Зависимости возмущения второго порядка волнового числа от частоты
в случае продольной моды, полученные различными методами:
а — E — случайная величина, б — ρ — случайная величина; 1 — СМКВЭ, 2 — ана-
литическое решение, 3 — метод Монте-Карло

второго порядка (рис. 2,б) —

k2tc =
ω

2
√

E

(
ρ2ρ

−1/2
0 − 1

4
ρ2
1ρ
−3/2
0

)
.

2.2. Случай поперечной волны. Рассмотрим простую дисперсионную среду и в каче-
стве элемента выберем балку с двумя узлами. Матрицы массы и жесткости для балки

имеют вид

Mfl =
ρsd

420


156 22d 54 −13d
22d 4d2 13d −3d
54 13d 156 −22d
−13d −3d −22d 4d2

 , Kfl =
EI

d3


12 6d −12 6d
6d 4d2 −6d 2d2

−12 −6d 12 −6d
6d 2d2 −6d 4d2

 ,

где EI — жесткость на изгиб.
Аналитическое выражение для волнового числа в случае поперечной моды имеет вид

k̃fl = (ρsω2/(EI))1/4.

Проекция полиномиального хаоса аналитического волнового числа для поперечной моды

имеет вид k̃fl = k0fl + k1flε + k2flε
2, где k0fl = (ρsω2/(E0I))1/4 — аналитическое детерми-

нированное волновое число поперечной моды.
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Рис. 3. Зависимости возмущения второго порядка волнового числа от частоты
в случае поперечной моды, полученные различными методами:
а — E — случайная величина, б — ρ — случайная величина (обозначения те же, что
на рис. 2)

В случае стохастической среды, если модуль Юнга считается случайным параметром,
аналитическое волновое число первого порядка для поперечной моды имеет вид

k1fl = −
(ρsω2

I

)1/41

4
E1E

−5/4
0 .

Член второго порядка записывается следующим образом (рис. 3,а):

k2fl =
(ρsω2

I

)1/4( 5

32
E2

1E
−9/4
0 − 1

4
E2E

−5/4
0

)
.

Аналитическое выражение для волнового числа в случае поперечной моды имеет вид

k1fl =
(sω2

EI

)1/41

4
ρ
−3/4
0 ρ1.
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После некоторых преобразований член второго порядка аналитического волнового чис-
ла можно представить следующим образом (рис. 3,б):

k2fl =
(sω2

EI

)1/4(
− 3

32
ρ
−7/4
0 ρ1 +

1

4
ρ
−3/4
0 ρ2

)
.

2.3. Результаты расчетов с учетом возмущений первого и второго порядков. Пусть
длина d является стохастическим параметром:

d̃ = d0 + d1ε + d2ε
2.

Проекция полиномиального хаоса матрицы массы для продольной моды имеет вид

M̃ = M0 + M1ε + M2ε
2,

где M0 =
ρsd0

6

[
2 1

1 2

]
— детерминированная матрица массы; M1 =

ρsd1

6

[
2 1

1 2

]
—

ее возмущение первого порядка. Тогда член второго порядка записывается следующим
образом:

M2 =
ρsd2

6

[
2 1

1 2

]
.

Проекция полиномиального хаоса матрицы жесткости для продольной моды имеет вид

K̃ = K0 + K1ε + K2ε
2,

где K0 =
Es

d0

[
1 −1

−1 1

]
— детерминированная матрица жесткости; K1 =

−Esd1

d2
0

[
1 −1

−1 1

]
— ее возмущение первого порядка. Тогда член второго порядка за-

писывается следующим образом:

K2 = Es
(d2

1

d3
0

− d2

d2
0

)[ 1 −1

−1 1

]
.

Для того чтобы исследовать применимость СМКВЭ при больших возмущениях (отно-
сительно среднего случайной величины), в численных расчетах для возмущения первого
порядка уровень неопределенности выбирался приблизительно равным 10 %, для возму-
щения второго порядка — 0,5 %. Данные вычисления выполнены для продольных волн в
предположении, что случайный элемент имеет длину d0 = 0,02 м, d1 = 0,1d0 = 0,002 м,
d2 = 0,005d0 = 0,0001 м.

На рис. 4 видно, что в случае больших неопределенностей возмущений первого порядка
недостаточно. Результаты, полученные с использованием СМКВЭ и метода Монте-Карло,
близки. В случае больших неопределенностей необходимо учитывать возмущения второго
порядка.

Заключение. В работе с использованием СМКВЭ и с учетом возмущений второго
порядка исследовано распространение волн с неопределенностями. Рассмотренный метод
представлен в спектральной формулировке и формулировке с использованием простран-
ства состояний. Вычислены возмущения второго порядка собственных значений и соб-
ственных векторов в задаче с неопределенностями, содержащимися в физических и гео-
метрических характеристиках волновода. Проведено сравнение результатов, полученных
с использованием СМКВЭ, и результатов аналитических решений для случаев продоль-
ного и поперечного распространения волн по упругой балке со случайными модулем Юнга
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Рис. 4. Зависимости возмущений первого (а) и второго (б) порядков волнового
числа от частоты в случае продольной моды (d — случайная величина), полу-
ченные различными методами:
1 — СМКВЭ, 2 — метод Монте-Карло

и плотностью. Показано, что при больших неопределенностях следует учитывать возму-
щения второго порядка.
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