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Исследуется влияние радиуса отверстия в упругом слое на величину критической внеш-
ней нагрузки в момент начала разрушения, определяемый энергетическим критерием.
Использование в качестве критерия разрушения потока свободной энергии через ду-
гу взаимодействия позволяет описать зависимость критической внешней нагрузки от
радиуса отверстия. Длина дуги взаимодействия, построенной в окрестности точки мак-
симума свободной энергии, определяется через линейный параметр. Максимальное зна-
чение линейного параметра может быть принято в качестве материальной константы.
С использованием известных экспериментальных данных получена оценка введенного
линейного параметра для слоя из полиметилметакрилата.

Ключевые слова: разрушение материального объема, линейный параметр, критерий
разрушения, задача Кирша, дуга взаимодействия

Введение. Изучение предельного состояния твердого тела с концентратором напря-
жений типа трещины или эллиптического отверстия основано на формулировке экспери-
ментально апробированных критериев разрушения. В настоящее время в механике дефор-
мируемого твердого тела основной моделью трещины является математический разрез с

сингулярным распределением поля напряжений в концевой области [1, 2]. В этом случае
бесконечно малое приращение длины трещины обусловлено отличной от нуля работой

сингулярных напряжений на перемещениях берегов математического разреза. В состоя-
нии разрушения работа сингулярных напряжений ассоциируется с удельной поверхност-
ной энергией [3–6]. В то же время прочность тел, ослабленных гладкими отверстиями,
как правило, определяется условиями достижения критического значения характеристик
напряженно-деформированного состояния в материальной точке [7]. В случае кругового
отверстия данный классический подход приводит к независимости критерия прочности

от радиуса отверстия. Очевидно, что это требование не может выполняться при малых
значениях радиуса. В работах [8–10] приведены результаты экспериментов по ступенча-
тому сжатию гипсовых слоев, ослабленных отверстиями различного радиуса. Установ-
лено, что критическая нагрузка, соответствующая началу разрушения, асимптотически
убывает с увеличением радиуса отверстия от его нулевого значения. На основе подходов,
развитых в работах [9–13], получены значения структурных параметров для двух видов
гипса. В частности, в [10] используется модель механики конечных трещин [11]. Согласно
данной модели началу разрушения соответствуют образование и развитие трещины в виде

математического разреза конечной длины.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (код проекта 23-21-00017).
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В ряде работ развивается альтернативный подход, основанный на представлении тре-
щины в виде физического разреза. В настоящее время широкое распространение получи-
ли модели с физическим разрезом, построенные на основе молекулярной динамики [14–
16] с различными потенциалами межмолекулярного взаимодействия. Так, в работе [16]
на основе классической модели Гриффитса исследовалась трещина нормального отрыва.
Основным недостатком данных моделей является необходимость использования большо-
го объема вычислительных ресурсов, что не позволяет проводить расчеты для образцов
с реальными геометрическими размерами. Кроме того, межмолекулярные потенциалы не
учитывают такие механические свойства материалов, как пластичность и вязкость, для
описания которых в механике деформируемого твердого тела имеется большое количество

верифицированных моделей.
В работах [17, 18] предложена модель тела с физическим разрезом, на продолжении

которого вводится слой упругих “пружин”, работающих на растяжение-сжатие. При этом
не определены связи жесткостей пружин с реальными механическими свойствами матери-
ала. В работе [19] описано движение трещины в виде физического разреза, напряженное
состояние разрушаемого слоя в котором предлагается определять путем его граничных

перемещений. Однако постановок задач механики разрушения в рамках данного подхода
не предлагалось.

В работах [20, 21] предложен подход для описания трещинообразных дефектов с ис-
пользованием понятия слоя взаимодействия. В этом случае предельное состояние трещино-
подобного дефекта определяется на основе концепции J-интеграла в виде произведения [21]
удельной свободной энергии и толщины слоя взаимодействия, рассматриваемого в каче-
стве линейного параметра (ЛП). При этом, устремляя линейный параметр к нулю, мож-
но получить асимптотическую сходимость указанного произведения к величине потока

упругой энергии в вершину математического разреза. При этом возникает необходимость
получения оценки соответствующего ЛП.

В данной работе на примере задачи Кирша рассматриваются условия начала хруп-
кого разрушения слоя взаимодействия в зависимости от радиуса отверстия. На участке
границы окружности вводится дуга взаимодействия (ДВ), длина которой определяется
универсальным материальным параметром, характеризующим начальный ЛП трещино-
подобного дефекта. В качестве условия начала хрупкого разрушения принимается дости-
жение критического значения величины потока свободной энергии через ДВ. По сути,
условие Гриффитса [3] справедливо для гладких поверхностей. Получено представление
потока энергии через ДВ, зависящее от максимального вдоль дуги значения свободной
энергии, радиуса окружности и линейного материального параметра. Из равенства по-
тока энергии критическому значению (материальной константе) получена зависимость
критической внешней нагрузки от радиуса отверстия. Проведена серия экспериментов,
в которых определено значение ЛП для данного материала.

1. Определение потока энергии через дугу взаимодействия. Слой упругого
материала с отверстием радиусом a нагружается на бесконечности однородной внешней
нагрузкой P . На рис. 1 показана правая половина материала с дефектом в виде отверстия
при рассматриваемом нагружении. В окрестности точки A выделяется ДВ длиной s:

s = aα. (1.1)

Здесь α = arcsin (δ0/(2a)); δ0 — ЛП.
Распределение окружных напряжений вдоль контура отверстия имеет вид [22]

σθθ = P (1 + 2 cos 2θ), (1.2)

где θ — угол полярной системы координат.
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Рис. 1. Схема нагружения кругового отверстия

Используя (1.2), находим распределение удельной свободной энергии вдоль контура
отверстия

Ψ =
P 2

2Ê
(1 + 2 cos 2θ)2, (1.3)

где Ê = E в случае плоского напряженного состояния, Ê = E(1 − ν2) в случае плоской
деформации; E — модуль Юнга; ν — коэффициент Пуассона.

Из выражения (1.3) следует, что максимальное значение свободной энергии достига-
ется при α = 0:

Ψm = 9P 2/(2Ê). (1.4)

С учетом (1.4) распределение (1.3) представим в следующей форме:

Ψ = Ψm(1 + 2 cos 2θ)2/9. (1.5)

Определим поток свободной энергии через ДВ в направлении вектора e1 в виде

2γ = −
α/2∫

−α/2

e1 · nΨa dθ =

α/2∫
−α/2

aΨ cos θ dθ, (1.6)

где n — единичный вектор внешней нормали к ДВ.
Интегрируя (1.6) с учетом (1.5), получаем выражение для потока свободной энергии

через ДВ в следующем виде:

2γ = Ψmδ0

(
1− 2

9

(δ0

a

)2
+

1

45

(δ0

a

)4)
. (1.7)

Из формулы (1.1) следует, что отношение ЛП к радиусу окружности удовлетворяет
неравенству

0 < δ0/a 6 2.
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При a � δ0 из представления (1.7) получаем следующее выражение для потока:

2γ(a) = Ψmδ0 = 9P 2δ0/(2Ê). (1.8)

При a = δ0/2 поток вычисляется по формуле

2γ(δ) =
7

15
Ψmδ0 =

21

5

P 2

2Ê
δ0. (1.9)

Из представлений (1.8), (1.9) следует, что при одной и той же внешней нагрузке ве-
личина потока для отверстий с a � δ0 более чем в два раза превышает величину потока

при a = δ0/2.
2. Условия прочности. В соответствии с классическими условиями прочности раз-

рушение в материальной точке гладкой границы происходит в тот момент, когда какая-
либо инвариантная характеристика напряженно-деформированного состояния в этой точке
достигает критического значения [7]. В частности, предположим, что разрушение начина-
ется в тот момент, когда свободная энергия достигает критического значения:

Ψm = Ψc (2.1)

(Ψc — энергетический предел прочности). В данном случае критическая энергия достига-
ется в точке A при критической внешней нагрузке, определяемой с учетом выражений (1.4)
и (2.1) по формуле

Pc =

√
2ÊΨc /3. (2.2)

В отсутствие отверстия (однородное деформирование) выражение для критической
внешней нагрузки имеет вид

P
(0)
c =

√
2ÊΨc. (2.3)

Как и следовало ожидать, критическая нагрузка при наличии концентратора напря-
жений в три раза меньше нагрузки, соответствующей однородному деформированию.

В качестве условия начала разрушения гладкой границы примем условие типа условия

Гриффитса [3]. Предположим, что разрушение происходит на ДВ, когда поток свободной
энергии через нее достигает критического значения

2γ = 2γc. (2.4)

Из выражений (1.4), (1.7), (2.4) находим критическую внешнюю нагрузку

Pc =
2

3

√
γcÊ

δ0

(
1− 2

9

(δ0

a

)2
+

1

45

(δ0

a

)4)−1
. (2.5)

В отличие от условия (2.2) условие (2.5) учитывает зависимость критической нагрузки
от радиуса отверстия. Однако при a � δ0 выражение (2.5) принимает вид

Pc =
2

3

√
γcÊ

δ0
, (2.6)

т. е. критическая нагрузка не зависит от радиуса отверстия. Потребуем совпадения кри-
тических внешних нагрузок, определяемых из выражений (2.2), (2.6) при a � δ0. В ре-
зультате получаем связь между критериями прочности в следующем виде:

2γc = δ0Ψc. (2.7)
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Рис. 2. Типичная зависимость критической нагрузки от диаметра кругового

отверстия

Из (2.7) следует, что ЛП δ0 является материальной константой, связывающей локаль-
ный и нелокальный критерии прочности. Возникает необходимость экспериментального
определения параметра δ0. Для этого проведем серию экспериментов по разрушению об-
разцов с увеличивающимися радиусами отверстий, начиная со сплошного образца с кри-

тической нагрузкой P
(0)
c . Для образцов с a � δ0 критические внешние нагрузки асимпто-

тически стремятся к значению P
(a)
c = P

(0)
c /3.

В результате получаем зависимость внешней нагрузки от радиуса отверстия

Pc = Pc(2a). (2.8)

Из условия (2.4), (1.8), (1.9) следует, что в критическом состоянии

2γ = 2γ
(a)
c = 2γ

(δ)
c . (2.9)

Из условия (2.9) с учетом (1.8), (1.9) находим связь между характерными критически-
ми нагрузками

P
(δ)
c =

√
15/7 P

(a)
c =

√
5/21 P

(0)
c ,

где P
(δ)
c = Pc(δ0).
Представим внешние нагрузки в зависимости (2.8) в безразмерном виде, отнеся их

к P
(0)
c , тогда P̂

(0)
c = 1, P̂

(a)
c = 1/3, P̂

(δ)
c =

√
5/21. На рис. 2 показана типичная зависимость

критической нагрузки от диаметра отверстия.

Для определения ЛП по известной величине P̂
(δ)
c находим точку M , абсцисса которой

совпадает с δ0. Зная значение ЛП, по формуле (2.7) находим критическое значение потока
свободной энергии.

В работе [23] приведены результаты экспериментов по растяжению пластин из поли-
метилметакрилата с круговыми отверстиями различного радиуса (0,3, 0,6, 1,0, 1,5 мм)
и пластин без отверстий. Материал имеет следующие механические характеристики:

E = 3 ГПа, ν = 0,36, предел прочности P
(0)
c = 72 МПа. На рис. 3 представлена аппрок-

симирующая кривая, полученная на основе квадратичной зависимости методом наимень-
ших квадратов с использованием экспериментальных данных (сплошная линия), а так-
же осредненные методом наименьших квадратов экспериментальные данные [23] (точки).

Пунктирной линией показана прямая P̂c = 1/3.

Точка пересечения аппроксимирующей кривой и прямой P̂c =
√

5/21 ≈ 0,49 позволяет
получить оценку ЛП δ0 ≈ 2,3 мм. Из (1.8) следует, что данный результат определяет
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Рис. 3. Зависимость критической нагрузки от диаметра кругового отверстия:
точки — экспериментальные данные, сплошная линия — аппроксимация эксперимен-
тальных данных, штриховая — график функции (2.10) для найденного ЛП, пунктир-
ная — P̂c = 1/3

минимальный диаметр кругового отверстия 2a = δ0 ≈ 2,3 мм в образце из рассмотренного
материала, предельная нагрузка которого может быть определена на основе (2.5):

Pc =
P

(0)
c

3

(
1− 2

9

(δ0

a

)2
+

1

45

(δ0

a

)4)−1/2
. (2.10)

На рис. 3штриховой линией показан график функции (2.10) для найденного ЛП. С уве-
личением радиуса влияние ЛП на критическую нагрузку уменьшается, стремясь к нулю.
При этом участок кривой левее точкиM не имеет физического смысла в силу условия (1.8)
и связи (2.9). Для диаметра кругового отверстия 2a > 1 см значения функции (2.10) прак-

тически совпадают со значением ее горизонтальной асимптоты P̂c = 1/3.
Заключение. При фиксированном ЛП исследовано влияние радиуса отверстия на

поток свободной энергии через ДВ. Показано, что минимальное значение радиуса отвер-
стия ограничено половиной величины ЛП. При нулевом значении радиуса поток свободной
энергии также нулевой. При увеличении радиуса отверстия величина потока стремится к
произведению максимальной свободной энергии и ЛП.

Обобщенное условие разрушения позволяет выделить область изменения радиуса от-
верстия, в которой его влияние на критическое внешнее нагружение существенно, и об-
ласть, где это влияние незначительно.

Показано, что результаты экспериментов, в которых определялась зависимость кри-
тической внешней нагрузки от радиуса отверстия до выхода внешней нагрузки на стаци-
онарное значение, позволяют вычислить ЛП данного материала.
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