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1. Введение

Теплицевой называется n× n-матрица T , имеющая вид

T =


t0 t1 t2 . . . tn−1

t−1 t0 t1 . . . tn−2

t−2 t−1 t0 . . . tn−3

. . . . . . . . . . . . . . .
t−n+1 t−n+2 t−n+3 . . . t0

 , (1)

а ганкелевой называется n× n-матрица H вида

H =


hn−1 hn−2 hn−3 . . . h0

hn−2 hn−3 hn−4 . . . h−1

hn−3 hn−4 hn−5 . . . h−2

. . . . . . . . . . . . . . .
h0 h−1 h−2 . . . h−n+1

 . (2)
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Теплицева матрица (1) называется циркулянтом, если

t−j = tn−j , j = 1, 2, . . . , n− 1,

косым циркулянтом при

t−j = −tn−j , j = 1, 2, . . . , n− 1,

и φ-циркулянтом при
t−j = φ tn−j , j = 1, 2, . . . , n− 1.

Символом Pn будем обозначать матрицу:

Pn =

 1
···

1

 ,

называемую перъединичной матрицей порядка n. Умножение теплицевой матрицы (1)
слева или справа на Pn приводит к ганкелевым матрицам, и всякая ганкелева матрица
может быть представлена в виде такого произведения. Будем называть матрицу (2) ган-
келевым циркулянтом, косым циркулянтом или φ-циркулянтом, если теплицева мат-
рица T в соотношении

H = TPn

является соответственно циркулянтом, косым циркулянтом или φ-циркулянтом.
Условия, при которых теплицевы матрицы T1 и T2 коммутируют, известны, по край-

ней мере, с 1998 г. (см. [1]). Эти условия, полученные как для комплексного, так и для
вещественного случая, тесно связаны с задачей об описании нормальных теплицевых
матриц, решенной авторами примерно в то же время (см. [2]) и привлекшей большое
внимание в алгебраической литературе, что выразилось в появлении ряда ее решений,
отличающихся от первоначального [3–6].

В цикле работ [7–12], выполненных в период с 1997 по 2010 гг., авторы дали реше-
ние значительно более трудной задачи классификации нормальных ганкелевых матриц.
Эта задача эквивалентна проблеме описания пар коммутирующих вещественных ганке-
левых матриц. Опираясь на это описание, В.И. Гельфгат сформулировал в [13] условия
перестановочности пары комплексных ганкелевых матриц H1 и H2.

Отметим, что для каждой из упомянутых выше задач решение представляло собой
полный список классов матриц или пар матриц, обладающих требуемым свойством.

Задача о коммутировании теплицевой и ганкелевой матриц, заключающаяся в опи-
сании пар матриц (T,H), где T — теплицева, а H — ганкелева матрицы и

TH = HT, (3)

была до сих пор решена лишь в комплексном случае. Вещественный вариант этой за-
дачи, рассматриваемый в предлагаемой работе, есть последнее звено, необходимое для
теоретического закрытия проблематики перестановочных пар, составленных из теплице-
вых и/или ганкелевых матриц. В то же время задача имеет и определенное прикладное
значение. Напомним, что (T + H)-матрицами (в английской терминологии — Toeplitz-
plus-Hankel matrices) называются матрицы, представимые в виде суммы теплицевой и
ганкелевой матриц. Если в вещественной паре (T,H) матрицы коммутируют и теплице-
ва матрица T нормальна, то нормальной будет и (T +H)-матрица
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R = T + iH. (4)

Хорошо известно, что нормальные матрицы идеально обусловлены по отношению к за-
даче вычисления собственных значений. К тому же представление (4) позволяет и боль-
шую экономию вычислительной работы. В самом деле, если H имеет простой спектр,
то, приводя эту симметричную матрицу к диагональному виду, мы заодно диагонали-
зуем перестановочную с ней матрицу T . В результате диагональной становится и вся
(T +H)-матрица R. (В этом случае исходная матрица R необходимо является (комплекс-
ной) симметричной.) Диагонализация симметричной матрицы посредством QR-алгорит-
ма обходится (по меньшей мере) в 10 раз дешевле, чем вычисление собственных значений
несимметричной матрицы. К этому следует добавить экономию, проистекающую от за-
мены комплексной арифметики, необходимой для обработки комплексной матрицы R,
вещественной арифметикой при раздельной работе с вещественными матрицами H и T .

Эта технология раздельной работы с H и T сохраняет смысл и в том случае, если H
имеет кратные собственные значения. Теперь диагонализация H приводит лишь к блоч-
ной диагонализации матрицы T . Порядки ее диагональных блоков равны кратностям
собственных значений матрицы H. Вычислив собственные значения каждого блока и
скомбинировав их с соответствующими собственными значениями H, получим собствен-
ные значения всей матрицы R.

По существу, содержанием данной статьи является выделение вещественных пар во
множестве решений комплексной задачи о перестановочных парах теплицевых и ган-
келевых матриц. Приведем поэтому полное описание комплексных решений, для чего
потребуется напомнить некоторые вспомогательные факты.

Согласно [14], для всякого циркулянта C справедливо спектральное разложение вида

C = F ∗
nDFn, (5)

где D = diag(d1, d2, . . . , dn) — диагональная матрица, Fn — (нормированная) матрица
дискретного преобразования Фурье:

Fn =
1√
n


1 1 1 . . . 1
1 ε ε2 . . . εn−1

1 ε2 ε4 . . . ε2(n−1)

. . . . . . . . . . . . . . .

1 εn−1 ε2(n−1) . . . ε(n−1)2


и ε = exp

(
2πi

n

)
— первообразный корень n-й степени из единицы.

Если S — косой циркулянт, то спектральное разложение приобретает вид:

S = G−1F
∗
nDFnG

∗
−1, (6)

где
G−1 = diag(1, ψ, ψ2, . . . , ψn−1)

и ψ — корень n-й степени из (−1) вида ψ = e
iπ
n .

Решения задачи о коммутировании теплицевой и ганкелевой матриц в комплексном
случае описываются следующей теоремой (см. [15–17]).

Теорема 1. Ненулевые теплицева матрица T и ганкелева матрица H порядка n ком-
мутируют тогда и только тогда, когда T и H входят хотя бы в один из перечисляемых
ниже классов.
Класс 1. Матрица T — скалярная, а H — произвольная ганкелева матрица.
Класс 2. Матрицы T и H имеют вид :
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T = A,

H = αPn + βAPn,

здесь A — произвольная симметричная теплицева матрица, α и β — произвольные
комплексные числа.
Класс 3. Матрицы T и H имеют вид :

T = t0In + (1 + α)L+ (1− α)L>,

H = β(L+ L>)Pn,

здесь L — нижнетреугольная теплицева матрица, имеющая нули в первом столбце в
позициях 1, 2, . . . , dn/2e; α и β — комплексные числа.
Класс 4. Матрица T является циркулянтом

C1 = Fn
∗D1Fn,

а H — ганкелевым циркулянтом

C2 = Fn
∗D2FnPn,

здесь D1 = diag
(
d

(1)
1 , d

(1)
2 , . . . , d

(1)
n

)
и D2 = diag

(
d

(2)
1 , d

(2)
2 , . . . , d

(2)
n

)
— диагональные

матрицы; при этом

d
(2)
j

(
d

(1)
j − d

(1)
n+2−j

)
= 0, j = 2, 3, . . . , n.

Класс 5. Матрица T является косым циркулянтом

S1 = G−1Fn
∗D1FnG

∗
−1,

а H — ганкелевым косым циркулянтом

S2 = G−1Fn
∗D2FnG

∗
−1Pn.

Диагональные матрицы D1 = diag
(
d

(1)
1 , d

(1)
2 , . . . , d

(1)
n

)
и D2 = diag

(
d

(2)
1 , d

(2)
2 , . . . , d

(2)
n

)
должны удовлетворять соотношениям :

d
(2)
1

(
d

(1)
1 − d

(1)
2

)
= 0,

d
(2)
2

(
d

(1)
2 − d

(1)
1

)
= 0,

d
(2)
j

(
d

(1)
j − d

(1)
n+3−j

)
= 0, j = 3, 4, . . . , n.

Класс 6. Порядок n есть четное число. Матрица T является линейным многочленом
от кососимметричного и инволютивного косого циркулянта S :

T = t0In + αS.

Матрица H задается формулой :
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H = β
(
C − S−1CS

)
Pn,

где C — циркулянт с поддиагональными элементами, совпадающими с поддиагональ-
ными элементами матрицы S. Как и выше, α и β — произвольные комплексные числа.
Класс 7. Матрицы T и H задаются формулами :

T = α
(
C1 + S − C−1SC

)
,

H = βCPn,

здесь C — симметричный инволютивный циркулянт, S — косой циркулянт с поддиа-
гональными элементами, совпадающими с поддиагональными элементами матрицы C,
C1 — симметричный циркулянт, α и β — произвольные комплексные числа.
Класс 8. Матрицы T и H задаются формулами :

T = α
(
S1 + C − S−1CS

)
,

H = βSPn,

здесь S — симметричный инволютивный косой циркулянт, C — циркулянт с поддиа-
гональными элементами, совпадающими с поддиагональными элементами матрицы S,
S1 — симметричный косой циркулянт, α и β — произвольные комплексные числа.
Класс 9. Порядок n есть четное число. Матрица T имеет вид :

T = α
(
t0In + 2S + C − S−1CS

)
,

где S — кососимметричный инволютивный косой циркулянт, а C — циркулянт с под-
диагональными элементами, совпадающими с поддиагональными элементами матри-
цы S. Матрица H задается формулой :

H = β
(
C − S−1CS

)
Pn.

Комплексные числа α и β произвольны.
Класс 10. Матрицы T и H задаются формулами :

T = α
(
t0In + Z − iZ>)

,

H = β
(
Z + Z>)

Pn,

где Z — инволютивный φ-циркулянт, причем |φ| = 1, φ 6= ±1, α и β — произвольные
комплексные числа.

В пункте 2 мы формулируем вещественный вариант теоремы 1. Его доказательство
дано в пункте 3. В этом доказательстве нам понадобятся следующие утверждения (см.
[18]).

Лемма 1. Циркулянт C со спектральным разложением (5) является вещественной
матрицей тогда и только тогда, когда

d1 = d1,

dn+2−j = dj , j = 2, 3, . . . ,
⌊
n+ 1

2

⌋
.

(7)
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Лемма 2. Косой циркулянт S со спектральным разложением (6) является веще-
ственной матрицей тогда и только тогда, когда

d2 = d1,

dn+3−j = dj , j = 3, . . . ,
⌊n

2

⌋
+ 1. (8)

2. Главный результат

Основным результатом данной статьи является следующее утверждение.

Теорема 2. Ненулевые вещественная теплицева матрица T и вещественная ганкелева
матрица H порядка n коммутируют тогда и только тогда, когда T и H входят хотя
бы в один из перечисляемых ниже классов.
Класс 1 ′. Матрица T — скалярная, а H — произвольная ганкелева матрица.
Класс 2 ′. Матрицы T и H имеют вид :

T = A,

H = αPn + βAPn,

здесь A — произвольная вещественная симметричная теплицева матрица, α и β —
произвольные вещественные числа.
Класс 3 ′. Матрицы T и H имеют вид :

T = t0In + (1 + α)L+ (1− α)L>,

H = β(L+ L>)Pn,

здесь L — вещественная нижнетреугольная теплицева матрица, имеющая нули в пер-
вом столбце в позициях 1, 2, . . . , dn/2e, α и β — вещественные числа.
Класс 4 ′. Матрица T является циркулянтом

C1 = Fn
∗D1Fn,

а H — ганкелевым циркулянтом

C2 = Fn
∗D2FnPn,

здесь D1 = diag
(
d

(1)
1 , d

(1)
2 , . . . , d

(1)
n

)
и D2 = diag

(
d

(2)
1 , d

(2)
2 , . . . , d

(2)
n

)
— диагональные

матрицы; при этом

d
(k)
1 = d

(k)
1 , k = 1, 2,

d
(k)
n+2−j = d

(k)
j , j = 2, 3, . . . ,

⌊
n+ 1

2

⌋
, k = 1, 2,

d
(2)
j

(
d

(1)
j − d

(1)
j

)
= 0, j = 2, 3, . . . , n.

Класс 5 ′. Матрица T является косым циркулянтом

S1 = G−1Fn
∗D1FnG

∗
−1,

а H — ганкелевым косым циркулянтом
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S2 = G−1Fn
∗D2FnG

∗
−1Pn.

Диагональные матрицы D1 = diag
(
d

(1)
1 , d

(1)
2 , . . . , d

(1)
n

)
и D2 = diag

(
d

(2)
1 , d

(2)
2 , . . . , d

(2)
n

)
должны удовлетворять соотношениям :

d
(k)
2 = d

(k)
1 , k = 1, 2,

d
(k)
n+3−j = d

(k)
j , j = 3, . . . ,

⌊n
2

⌋
+ 1, k = 1, 2,

d
(2)
j

(
d

(1)
j − d

(1)
j

)
= 0, j = 1, 2, . . . , n.

Класс 6 ′. Порядок n есть четное число. Матрица T является линейным многочленом
от кососимметричного и инволютивного косого циркулянта S :

T = t0In + αS.

Матрица H задается формулой :

H = β
(
C − S−1CS

)
Pn,

где C — циркулянт с поддиагональными элементами, совпадающими с поддиагональ-
ными элементами матрицы S, α и β — произвольные чисто мнимые числа, t0 — про-
извольное вещественное число.
Класс 7 ′. Матрицы T и H задаются формулами :

T = α
(
C1 + S − C−1SC

)
,

H = βCPn,

здесь C — вещественный симметричный и инволютивный циркулянт, S — веществен-
ный косой циркулянт с поддиагональными элементами, совпадающими с поддиагональ-
ными элементами матрицы C, C1 — вещественный симметричный циркулянт, α и
β — произвольные вещественные числа.
Класс 8 ′. Матрицы T и H задаются формулами :

T = α
(
S1 + C − S−1CS

)
,

H = βSPn,

здесь S — вещественный симметричный и инволютивный косой циркулянт, C — веще-
ственный циркулянт с поддиагональными элементами, совпадающими с поддиагональ-
ными элементами матрицы S, S1 — вещественный симметричный косой циркулянт,
α и β — произвольные вещественные числа.
Класс 9 ′. Порядок n есть четное число. Матрица T имеет вид :

T = α
(
t0In + 2S + C − S−1CS

)
,

где S — кососимметричный и инволютивный косой циркулянт, а C — циркулянт с
поддиагональными элементами, совпадающими с поддиагональными элементами мат-
рицы S. Матрица H задается формулой :
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H = β
(
C − S−1CS

)
Pn.

Чисто мнимые числа α, β и t0 произвольны.

Класс 10 ′. Матрицы T и H задаются формулами :

T = t0In + α(1 + i)(Z − iZ>),

H = β(Z + Z>)Pn,

где Z — инволютивный φ-циркулянт, причем |φ| = 1, φ 6= ±1; α, β и t0 — произвольные
вещественные числа.

3. Доказательство теоремы 2

Приведем теперь обоснование теоремы 2. Как уже отмечено, для ее доказательства
достаточно выделить вещественные пары из всех классов, перечисляемых в теореме 1.

Очевидно, что из классов 1–3 получаются классы 1 ′–3 ′.
Класс 4 ′ получается из класса 4 на основании леммы 1, а класс 5 ′ — из класса 5 на

основании леммы 2.
Класс 6 ′ получается из класса 6 следующим образом. Так как всякий косой цирку-

лянт S является нормальной матрицей, то условие его инволютивности делает S эрми-
товой матрицей, а из кососимметричности еще и следует, что S будет чисто мнимой и
недиагональной. Взяв α чисто мнимым и t0 вещественным, получаем вещественную мат-
рицу T . При таком выборе матрица C−S−1CS будет чисто мнимой. Выбор числа β чисто
мнимым обеспечивает вещественность матрицы H. Заметим, что матрица H не зависит
от выбора диагонального элемента для C. Класс 9 ′ получается аналогичным образом из
класса 9.

Класс 7 дает нам класс 7 ′. Поскольку H — вещественная матрица, то веществен-
ным должно быть произведение βC. Без ограничения общности можно считать, что
вещественны C и β. Тогда матрица Ĉ = S − C−1SC вещественна. Взяв C1 = C ′

1 + iC̃,
получаем

T = α(C1 + Ĉ) = (α1 + iα2)
(
C ′

1 + Ĉ + iC̃
)
.

Условие вещественности T имеет вид

α1C̃ = −α2

(
C ′

1 + Ĉ
)
.

Если α1 = 0, то в силу того, что T 6= 0, имеем α2 6= 0 и C ′
1 + Ĉ = 0. Тогда T = −α2C̃ и

мы приходим к классу 4 ′. В противном случае запишем

T = (α1 + iα2)
(
C ′

1 + Ĉ + iC̃
)

=
(α1 + iα2)

α1

(
α1

(
C ′

1 + Ĉ
)

+ iα1C̃
)

=
(α1 + iα2)

α1
(α1 − iα2)

(
C ′

1 + Ĉ
)

=
|α|2

α1

(
C ′

1 + S − C−1SC
)
.

Полагая
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α ′ =
|α|2

α1
,

получаем класс 7 ′. Класс 8 ′ получается аналогичным образом из класса 8.
Обоснование класса 10 ′ не столь тривиально. Найдем условия, при которых матрицы

T = t0In + α
(
Z − iZ>)

и HPn = β
(
Z + Z>)

вещественны.
По теореме 1 матрица Z есть инволютивный φ-циркулянт для некоторого числа |φ|

с модулем 1, φ 6= ±1. Отсюда следует, что Z — нормальная матрица с собственными
значениями, равными ±1. Поэтому матрица Z эрмитова. Представим Z в алгебраической
форме:

Z = A+ iB, A> = A, B> = −B.
Вещественные матрицы A и B не могут быть нулевыми одновременно. Используя это
представление, находим

HPn = β
(
Z + Z>)

= (β1 + iβ2)(A+ iB +A− iB) = 2(β1 + iβ2)A = 2β1A+ i2β2A.

Условие вещественности матрицы HPn имеет вид

β2A = 0.

Если A = 0, то Z = iB, но тогда матрица Z не может быть φ-циркулянтом для числа
φ такого, что |φ| = 1, φ 6= ±1. Исключением являются скалярные матрицы Z и T .
Соответствующие пары (T,H) принадлежат классу 1 ′.

В случае ненулевой матрицы A имеем

β ∈ R.

Преобразуем теперь матрицу T :

T = t0In + α
(
Z − iZ>)

= t0In + α
(
A+ iB − i(A− iB)

)
= t0In + α(A+ iB − iA−B) = t0In + α(1− i)(A−B).

Если матрица A − B — диагональная, то матрица T — скалярная, что приводит к
паре из класса 1 ′. В противном случае заключаем, что

α(1− i) ∈ R.

Положим
α(1− i) = 2α ′,

тогда
α = (1 + i)α ′.

В результате матрица α(1 − i)(A − B) вещественна и, взяв вещественным число t0, по-
лучаем класс 10 ′.

В заключение опишем способ конструирования вещественных инволютивных цирку-
лянтов и косых циркулянтов.

Чтобы построить вещественный инволютивный циркулянт, достаточно в формуле (5)
произвольно задать единицами и минус единицами числа d1, d2, . . ., dbn+1

2 c. Остальные
диагональные элементы матрицы D определяются формулами (7).

Чтобы построить вещественный инволютивный косой циркулянт, достаточно в фор-
муле (6) произвольно задать единицами и минус единицами числа d1, d3, d4, . . ., dbn

2 c.
Остальные диагональные элементы матрицы D определяются формулами (8).
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