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Исследуется задача о поршневом вытеснении одного газа другим в трещинах (пористых
средах) в осесимметричном случае при квадратичном законе сопротивления. В квадра-
турах построены автомодельные решения для определения динамических характери-
стик (скорости и давления) вытесняющего и вытесняемого газов. Для ряда начальных
условий и параметров построены зависимости автомодельной скорости и давления от
автомодельной переменной.
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В работах [1, 2] получено точное решение задачи о течении газа в пористой среде в
плоском случае. Задача о вытеснении одной жидкости другой в этом случае рассматрива-
лась в работах [3, 4].

В настоящее время исследование течения газа является актуальной проблемой в тео-
рии гидроразрыва пласта (см., например, [5, 6]).

В данной работе рассматривается задача об изотермическом вытеснении одного газа

другим в хорошо проницаемых трещинах при осесимметричном течении в случае квад-
ратичного закона сопротивления. В квадратурах построены автомодельные решения для
определения скорости и давления вытесняющего и вытесняемого газов. Для ряда началь-
ных условий и параметров построены зависимости автомодельной скорости и давления

от автомодельной переменной.
1. Постановка задачи о вытеснении одного газа другим при квадратичном

законе сопротивления. При высоких скоростях течения уравнения изотермического дви-
жения газа в канале (или в пористой среде) имеют вид [7–12]
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где ρ — плотность; u — скорость; p — давление газа; x — координата; t — время; m —
показатель симметрии задачи; c — изотермическая скорость звука в газе; w — раскрытие

трещины; b — экспериментальная константа, определяемая шероховатостью трещины и
числом Рейнольдса.
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В случае осесимметричного течения (m = 1) в предположении, что в каждой точке
присутствует только одна компонента, уравнения вытеснения газа имеют вид [12]
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i ρi, pi = c2i ρi. (1.1)

Здесь i = 1 соответствует вытесняющему газу (0 6 x 6 L(t)), i = 2 — вытесняемому газу

(L(t) 6 x < +∞); L(t) — граница раздела газов.
Положение границы раздела L(t) при заданных граничных и начальных условиях

определяется из решения системы (1.1).
В предположении поршневого вытеснения начальные и граничные условия задачи при-

мем в виде

p(0, t) = p∗, p(x, 0) = p0. (1.2)

На границе раздела газов x = L(t) из условий Гюгонио (непрерывности потоков массы
и импульса) следует

p1(L(t), t) = p2(L(t), t), p1(u1 −D)
∣∣
x=L(t)

= p2(u2 −D)
∣∣
x=L(t)

(1.3)

(D = dL/dt — скорость границы).
Поток массы газа через границу раздела двух несмешивающихся газов равен нулю,

поэтому условия (1.3) принимают вид u1(L(t), t) = u2(L(t), t) = D.
Исключив из (1.1) плотность ρi, получим
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где l = l1 = w2/(bc21), p = p1, u = u1 при 0 6 x 6 L(t) и l = l2 = w2/(bc22), p = p2, u = u2

при L(t) 6 x < +∞. Начальные и граничные условия (1.2), (1.3) записываются в виде

p(x, 0) = p0, p(0, t) = p∗,

p(L(t)− 0, t) = p(L(t) + 0, t), u(L(t)− 0, t) = u(L(t) + 0, t) = D.

(1.5)

Задача (1.4), (1.5) является автомодельной с переменной

θ = x(4/(9t2l1))
1/3 = (4/(9l1))

1/3xt−2/3.

Давление p и скорость u течения газа в канале выражаются через безразмерные ана-
логи f(θ) и ϕ(θ):

p = p∗f(θ), u = (2l1/(3t))
1/3ϕ(θ).

Автомодельная переменная θ0, соответствующая координате границы раздела газов, равна
θ0 = L(t)[4/(9t2l1)]

1/3.
В автомодельных переменных задача (1.4) принимает вид

ϕ′ − κϕ3 + θκϕ2 + ϕ/θ = 0, f ′ + κϕ2f = 0, (1.6)

где

κ =

{
1, 0 6 θ 6 θ0,

κ0 = c21/c
2
2, θ0 < θ < +∞,

штрих означает производную по переменной θ.
Учитывая, что в данной постановке lim

x→∞
(xuρ) = A, где A = const, начальные и

граничные условия (1.2) в автомодельных переменных можно записать в виде

lim
θ→0

(fθϕ) = 1, lim
θ→∞

f = N = p0/p
∗, (1.7)
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а условия на границе раздела газов — в виде

f(θ0 − 0) = f(θ0 + 0), ϕ(θ0 − 0) = ϕ(θ0 + 0) = θ0. (1.8)

2. Автомодельные решения задачи вытеснения. Перенормировав первое урав-
нение в (1.6) следующим образом:

ϕ = (2/3)−1/3κ−1/3η, θ = (2/3)2/3κ−1/3ξ, (2.1)

его можно свести к уравнению вида

dη

dξ
− η3 +

2

3
ξη2 +

η

ξ
= 0. (2.2)

Произведя замены 1/η = (2/3)χξ2 и χ = 1 − 32/3ψ/ξ, получим уравнение относительно
функции ξ(ψ):

dξ

dψ
= 4 · 3−4/3ξ2(ξ − 32/3ψ). (2.3)

Из (2.3) следует, что ξ(ψ) — строго монотонная функция, поэтому существует обратная
функция ψ(ξ).

Переходя к новой переменной z по формуле ξ = 32/3 · 2−1(ψ2 − z)−1 и используя вы-

ражение η = (3/2)ξ−2(1 − 32/3ψ/ξ)−1, получим уравнение dψ/dz = ψ2 − z, которое после
замены ψ = −y′/y сводится к уравнению Эйри

y′′ = zy. (2.4)

Уравнение Эйри (2.4) имеет общее решение вида y = D1Ai(z)+D2Bi(z), где Ai(z), Bi(z) —
функции Эйри [13, 14]; D1, D2 — константы.

В данном случае уравнение Эйри (2.4) имеет следующие решения:

y(z) =

{
D1Ai(z) +D2Bi(z), 0 6 θ < θ0,

D3Ai(z) +D4Bi(z), θ0 < θ.

Первое решение описывает вытесняющий газ с параметром κ = 1, второе — вытесняемый

газ с параметром κ = κ0 = c21/c
2
2. Константы Di (i = 1, . . . , 4) определяются с помощью

граничных условий задачи.
Из второго уравнения в (1.6) и из (2.1) получим

df

dξ
+ η2f = 0. (2.5)

Интегрируя (2.5) и используя цепочку равенств, полученную в работе [12], можно записать
f = (2/3)y2 + (4/3)y′3y−1 − (4/3)y′yz. Таким образом, давление газа f выражено через
функцию y(z).

Переменные ξ и z связаны через функцию ψ(z):

y′2y−2 = 32/3 · 2−1ξ−1 + z. (2.6)

Рассмотрим асимптотические решения (2.2). При ξ →∞ скорость газа η(ξ) → 0. В данном
случае асимптотическое решение (2.2) имеет вид η ≈ (3/2)ξ−2 + Eξ−3 + . . ., где E —
постоянная. Из определения функции ψ следует, что при ξ →∞ ψ стремится к постоянной
величине, при этом ψ2(z1) = z1.

При ξ → 0 асимптотические решения (2.2) можно представить в виде η ≈ 1/
√

2ξ и

ψ ≈ −3−1/3(2ξ)−1/2, т. е. при ξ → 0 получаем ψ → −∞.
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Поскольку ψ = −y′y−1, точке ξ = 0 соответствует точка z = z0 (z0 < z1 — ближайшая

к z1 точка, в которой y(z0) = 0).
При изменении ξ от нуля до ∞ переменная z изменяется от z0 до z1 с единственным

разрывом в точке на границе раздела газов.
При ξ → 0 или z = z0 имеем

lim
θ→0

(fθϕ) = 1, y(z0) = 0.

Используя также тождество A′i(z0)Bi(z0)− Ai(z0)B
′
i(z0) = 1/π [14], получим

D1 = 31/2 · 2−2/3πBi(z0), D2 = −31/2 · 2−2/3πAi(z0).

При ξ →∞ или z = z1 имеем

lim
ξ→∞

f = N, ψ2(z1) = z1,

D3 = −
√

1,5N π(B′i(z1)−
√
|z1|Bi(z1)), D4 =

√
1,5N π(A′i(z1)−

√
|z1|Ai(z1)).

Используя (2.1), (2.6) и определение функции η, можно записать зависимость z(θ):

z =
(κ

4

)2/3(
θ − 1

κϕθ

)2
− 1

θ
(2κ)−1/3, κ =

{
1, 0 6 θ 6 θ0,

κ0, θ0 < θ < +∞.

В точке θ0 скорость движения газа ϕ(θ) непрерывна, а параметр κ изменяется скач-
кообразно от κ = 1 до κ = κ0, поэтому в точке θ0 функция z(θ) также изменяется скачко-
образно от z(θ0 − 0) = z− до z(θ0 + 0) = z+, где

z− = 2−1/3(θ2
0/(2(1− θ−3

0 )2)− θ−1
0 ), z+ = (κ0/4)2/3(θ0 − (κ0θ

2
0)
−1)2 − θ−1

0 (2κ0)
−1/3.

В интервалах θ ∈ [0, θ0) и θ ∈ (θ0,+∞) функция z(θ) меняется монотонно.
С учетом условий (1.8), (2.1), используя определение функции η, получим

y(z−) = κ−1/2
0 y(z+),

y′(z+)

y′(z−)
= κ−1/6

0

(1− θ3
0κ0

1− θ3
0

)
. (2.7)

Таким образом, для всех фиксированных N и κ0 из (1.8) и условия θ(z−) = θ(z+)
определяются значения z0 и z1.

Рассмотрим алгоритм построения аналитического решения задачи (1.6)–(1.8). Отме-
тим, что N и κ0 — фиксированные параметры задачи, а z0 — вспомогательный параметр,
который подбирается. Сначала выбирается некоторое значение z0, после чего определяют-
ся константы D1, D2 и функция y(z) для вытесняющего газа. Таким образом, на отрезке
z ∈ [z0, z

−] функции f(z), ϕ(z) и θ(z) для вытесняющего газа являются определенными.
Далее по z0 определяется значение z

−, а затем с помощью z−, заданного κ0 и условий (1.8)
находится z+. С помощью условий на границе (2.7) вычисляются константыD3,D4. Таким
образом, определяются функция y(z) и функции f(z), ϕ(z) и θ(z) для вытесняемого газа на
отрезке z ∈ [z+, z1]. Далее находится значение z1 и определяется некоторое значение Ñ , со-
ответствующее выбранному z0. Значение параметра z0, отвечающее заданному значению
параметра N , может быть определено путем подбора с соответствующей точностью.

Построены зависимости динамических характеристик газов f(θ) и ϕ(θ) как функций
автомодельной переменной θ при различных начальных условиях.

На рис. 1, 2 представлены зависимости давления газа f и скорости газа ϕ от θ.
Из рис. 1 следует, что границе раздела газов θ = θ0 соответствует скачок производной

давления f(θ). Если плотность вытесняемого газа больше плотности вытесняющего газа
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Рис. 1. Зависимость давления газа f от автомодельной переменной θ:
1 — κ0 = 0,5, N = 3,1; 2 — κ0 = 1, N = 2,85; 3 — κ0 = 4, N = 3,5

Рис. 2. Зависимость скорости газа ϕ от автомодельной переменной θ:
штриховая линия — ϕ = θ; остальные обозначения те же, что на рис. 1

(κ0 > 1), то скачок производной отрицателен (df/dθ
∣∣
θ=θ0+0

− df/dθ
∣∣
θ=θ0−0

< 0), в случае

меньшей плотности вытесняемого газа (κ0 < 1) скачок производной положителен.
Результаты данной работы могут быть использованы для исследования течения газа

по осесимметричной трещине при больших скоростях движения [11], а также для тести-
рования различных численных алгоритмов.
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