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By an example of the investigation of the Euler equations on Lie algebras, we discuss an approach to
the qualitative analysis of differential equations arising in a number of problems of mathematical physics,
including rigid body dynamics. The approach proposed is based on a combination of methods of computer
algebra and qualitative analysis of differential equations. We consider the applications of computer algebra in
the problems of finding stationary invariant sets and studying their stability. For the equations under study,
stationary invariant sets of various dimension have been found and their stability in the Lyapunov sense has
been investigated.
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1. Введение

Как показано в [1], многие задачи математической физики приводят к уравнениям
Эйлера на конечномерных алгебрах Ли различной размерности. Такая связь физиче-
ских задач с алгебрами Ли обусловила работы по отысканию интегрируемых случаев
уравнений Эйлера на алгебрах Ли и их исследованию [2–6]. Один из таких случаев [3]
рассматривается в настоящей работе. Проводится качественный анализ семейства диф-
ференциальных уравнений
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ṡ1 = α(r1s2 − αr2r3)− (βr3 − s2)(βr2 + s3),

ṡ2 = (α2 + β2)r1r3 − (αr1 + βr2)s1 + (αr3 − s1)s3,
ṡ3 = (βr1 − αr2)s3,
ṙ1 = r2(αr1 + βr2 + 2s3)− r3s2 − x

(
(α2 + β2)r3s2 + βs23

)
,

ṙ2 = r3s1 − r1(αr1 + βr2 + 2s3) + x
(
(α2 + β2)r3s1 + αs23

)
,

ṙ3 = r1s2 − r2s1 + x(βs1 − αs2)s3,

(1)

допускающих следующие первые интегралы:

2H = s21 + s22 + 2s23 + 2(αr1 + βr2)s3 − (α2 + β2) r23 = 2h,

V1 = r1s1 + r2s2 + r3s3 = c1,

V2 = r21 + r22 + r23 + x(s21 + s22 + s23) = c2,

V3 = k1k2 = c3,

(2)

где

k1 = s3, k2 = s3
(
s21 + s22 + s23 + x(βs1 − αs2)2

)
+ 2(αs1 + βs2)(s1r1 + s2r2) +

2s23(αr1 + βr2) + s3(αr1 + βr2)
2 −

(
α2 + β2

)(
2(s1r1 + s2r2) + s3r3

)
r3.

Здесь α, β — некоторые постоянные, x — произвольный параметр.
При x > 0, x = 0 и x < 0 уравнения (1) соответствуют уравнениям Эйлера на алгебрах

Ли so(4), e(3) и so(3, 1). При x = 0 эти уравнения описывают движение твердого тела в
идеальной жидкости, а при x = 1 — твердого тела с полостями, заполненными вихревой
несжимаемой жидкостью, или четырехмерного волчка. Выражения k1 = 0 и k2 = 0
определяют два инвариантных соотношения уравнений (1), соответственно, линейное и
кубическое.

Топологический анализ системы (1) выполнен в [6, 7] на основе методов и подходов,
изложенных в [8]. В настоящей работе качественный анализ уравнений (1) проводится
на основе метода Рауса–Ляпунова [9] и некоторых его модификаций [10, 11]. Этот метод
позволяет находить и исследовать инвариантные множества рассматриваемой системы,
обладающие экстремальным свойством: на этих множествах удовлетворяются необходи-
мые условия экстремума элементов алгебры первых интегралов задачи. Такие множе-
ства нулевой размерности традиционно называют стационарными решениями. Множе-
ства ненулевой размерности будем называть стационарными инвариантными многооб-
разиями (ИМ). Интегралы (семейства интегралов), которые принимают стационарное
значение на найденных множествах, используются для получения достаточных условий
их устойчивости.

При алгебраических первых интегралах качественный анализ дифференциальных
уравнений методом Рауса–Ляпунова сводится к алгебраической задаче, что дает возмож-
ность применять для решения вычислительных задач системы компьютерной алгебры
(СКА). Современные средства компьютерной алгебры (КА) позволяют существенно рас-
ширить алгоритмическую базу качественного исследования дифференциальных уравне-
ний, сделать многие классические алгоритмы более эффективными. В настоящей рабо-
те используются СКА “Mathematica” и написанные на языке этой системы комплексы
программ [12]. СКА “Mathematica” относится к универсальным системам и достаточно
широко применяется в научных расчетах. Созданные авторами совместно с коллегами
комплексы программ позволили адаптировать эту систему к задачам качественного ана-
лиза дифференциальных уравнений, возникающих при моделировании консервативных
динамических систем.
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Статья развивает и дополняет результаты, полученные в [13], и имеет следующую
структуру. Пункт 2 посвящен нахождению стационарных множеств. Приведено несколь-
ко алгоритмов получения ИМ и стационарных решений с применением средств компью-
терной алгебры. В п. 3 найденные решения исследуются на устойчивость. В п. 4 дано
некоторое заключение.

2. Выделение стационарных множеств

2.1. Нахождение стационарных решений и ИМ
из необходимых условий экстремума

В соответствии с методом Рауса–Ляпунова образуем из первых интегралов задачи (2)
следующую их комбинацию:

2K = 2λ0H − 2λ1V1 − λ2V2 − λ3
(
V3 +

(
α2 + β2

)
V 2
1

)
, λi = const, (3)

и запишем необходимые условия экстремума интеграла K по фазовым переменным ri, si:

∂K

∂s1
= λ0s1−λ1r1−λ3

[(
α2+β2

)
r1(r1s1+r2s2)+s1s3(αr2+βr1)+s2s3(2αr1+s3)

]
= 0,

∂K

∂s2
= λ0s2−λ1r2−λ3

[(
α2+β2

)
r2(r1s1+r2s2)+s1s3(αr2+βr1)+s2s3(2βr2+s3)

]
= 0,

∂K

∂s3
= λ0(αr1+βr2+2s3)−λ1r3−λ3

[(
αs1+βs2

)
(s1r1+s2r2)+s3(αr1+βr2)

2+

s3
(
s21 + s22 + 2s23

)
+ 3s23(αr1 + βr2)

]
= 0,

∂K

∂r1
= λ0αs3 − λ1s1 − λ2r1 − λ3

[
(α2 + β2)s1(r1s1 + r2s2) + αs23(βr2 + αr1)+

αs3(s
2
1 + s22) + βλ3s1s2s3

]
= 0,

∂K

∂r2
= −λ0βs3 + λ1s2 + λ2r2 + λ3

[
(α2 + β2)s2(s1r1 + r2s2) + s2s3(αs1 + βs2)+

βs23(αr1 + βr2) + βs33

]
= 0,

∂K

∂r3
= −

((
α2 + β2

)
λ0 + λ2

)
r3 + λ1s3 = 0.

(4)

Уравнения (4) (условия стационарности интеграла K) — система кубических уравне-
ний с параметрами λi, x, α, β. Решения этой системы позволяют определить стационар-
ные решения и ИМ дифференциальных уравнений (1).

Ядро СКА “Mathematica” содержит достаточный набор функций для решения за-
дач полиномиальной алгебры, возникающих в приложениях. Решения уравнений (4) бу-
дем искать методом базисов Гребнера [14], применяя для этого встроенную функцию
GroebnerBasis. Как известно, этот метод позволяет преобразовать систему алгебраиче-
ских уравнений к виду более удобному для нахождения ее решений.

Для полиномов системы (4) построен базис при “исключающем” мономиальном упо-
рядочении переменных ri, si. Функция GroebnerBasis для вычисления базиса в этом слу-
чае записывается так:

GroebnerBasis
[
polys, {s2, s1, s3}, {r3, r1, r2}, Coefficient Domain →
Rational Functions, Monomial Order → Elimination Order

]
.
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Здесь polys — полиномы системы (4).
В результате применения этой функции получена следующая система уравнений, эк-

вивалентная исходной:[((
α2 + β2

)
λ0 + λ2

)
(αs1 + βs2) +

(
α2 + β2

)
λ1s3

]
×[((

α2 + β2
)
λ0 + λ2

)2
λ3
(
s21 + s22

)
+ 2λ1

((
α2 + β2

)
λ0 + λ2

)
λ3s3 (αs1 + βs2)+(

α2 + β2
)
λ21λ3s

2
3 + λ2

(
λ21 −

(
(α2 + β2

)
λ0 + λ2

)2
x
)]

= 0,

s3

[((
α2 + β2

)
λ0 + λ2

)
s1 + αλ1s3

]
×[((

α2 + β2
)
λ0 + λ2

)2
λ3
(
s21 + s22

)
+ 2λ1

((
α2 + β2

)
λ0 + λ2

)
λ3s3

(
αs1 + βs2

)
+(

α2 + β2
)
λ21λ3s

2
3 + λ2

(
λ21 −

((
α2 + β2

)
λ0 + λ2

)2
x
)]

= 0,

. . . .

(5)

Уравнения достаточно громоздкие и здесь приведены только первые два. Всего уравне-
ний 11.

Как видно из (5), полученную систему можно разделить на несколько подсистем и
искать по отдельности решения для каждой подсистемы. Всего выделено 24 подсистемы.
Для каждой из них построен лексикографический базис, который является наиболее
удобным для анализа и нахождения корней алгебраической системы уравнений.

Рассмотрим два из вычисленных базисов:

p11s
4
1s

4
3 + p12

(
a1s

2
3 + a2

)
s31s

3
3 + p13

(
a3s

4
3 + a4s

2
3 + a5

)
s21s

2
3 +

p14
(
a6s

6
3 + a7s

4
3 + a8s

2
3 + a9

)
s1s3 + p15

(
a10s

8
3 + a12s

6
3 + a13s

4
3 + a14s

2
3 + a15

)
= 0,

p21s2s3
(
b1s

2
3 + b2

)
+ p22s

3
1s

3
3 + p23s

2
1s

2
3

(
b3s

2
3 + b4

)
+

p24s1s3
(
b5s

4
3 + b6s

2
3 + b7

)
+
(
b8s

4
3 + b9

)(
b10s

2
3 + b11

)
= 0,

(6)

p31r2s3 + p32s
2
1s

2
3 + p33s1s3

(
d1s

2
3 + d2

)
+ d3s

4
3 + d5s

2
3 + d6 = 0,

p41r1s3
(
f1s

2
3 + f2

)
+ p42s

3
1s

3
3 + p43s

2
1s

2
3

(
f3s

2
3 + f4

)
+ p44s1s3

(
f5s

4
3 + f6s

2
3 + f7

)
+(

f8s
4
3 + f9

)(
f10s

2
3 + f11

)
= 0,

−χ r3 − λ1s3 = 0

и
p̄11s

4
3 + p̄12s

2
3 + p̄13 = 0, χ s1 + αλ1s3 = 0, p̄21s2 + p̄22s

3
3 + p̄23s3 = 0,

p̄31r2 + p̄32s
3
3 + p̄33s3 = 0, r1 − xαs3 = 0, −χ r3 − λ1s3 = 0,

(7)

где

p̄11 = −
[(
xα2 + 1

)
χ2 + β2λ21

]2
λ23,

p̄12 = 2χ2λ3

[
χ2
(
λ0 − x2α2λ2

)
+ xσ

(
α2χλ20+λ21λ2

)
+
(
β2λ0+λ2

)(
λ21 − xχλ2

)]
− β2λ41λ2λ3,

p̄13 = −
[(
λ0 − xλ2

)
χ2 + λ21λ2

]2
,

p̄21 = 2βλ1χ
[(
λ0 − xλ2

)
χ2 + λ21λ2

]
, p̄22 = p̄11λ

−1
3 ,

p̄23 = χ2
[
χ2
(
λ0 − x2α2λ2

)
+ xσ

(
α2χλ20 + λ21λ2

)
+
(
β2λ0 + λ2

)(
λ21 − xχλ2

)]
+

β2λ21(2χ
2λ0 − λ21λ2),
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p̄31 = −χλ−1
1 p̄21, p̄32 = p̄22, p̄33 = p̄23,

σ = α2 + β2, χ = σλ0 + λ2,

здесь pkl, ak1 , dk2 , bl1 , fl1 — полиномы от α, β, x, λi. Полиномы достаточно громоздкие
и поэтому здесь не приведены.

Уравнения (6) определяют семейство одномерных ИМ с параметрами λi, что прове-
ряется непосредственно вычислением по определению ИМ. Интеграл K в (3) принимает
стационарное значение на элементах этого семейства.

Уравнения (7) позволяют получить семейство стационарных решений дифференци-
альных уравнений (1) с параметрами λi. Так как решения достаточно громоздкие, то
ограничимся рассмотрением следующего подсемейства, которое выделяется из указан-
ного семейства при λ1 = ±

√
x(α2 + β2)λ0, λ2 = 0:

r1 = ±αxκ, r2 = ±βxκ, r3 = ±
√
xκ, s1 = ±α

√
xκ, s2 = ±β

√
xκ, s3 = ±κ ;

r1 = ±αxκ, r2 = ±βxκ, r3 = ∓
√
xκ, s1 = ∓α

√
xκ, s2 = ∓β

√
xκ, s3 = ±κ,

(8)

здесь κ = λ
1/2
0

[((
α2 + β2

)
x+ 1

)
λ3
]−1/2.

Прямой подстановкой выражений (8) в дифференциальные уравнения (1) проверя-
ется, что они действительно удовлетворяют этим уравнениям. Как следует из (8), эти
решения определены ∀x 6= −1/(α2 + β2), λ3 6= 0, т. е. являются решениями некоторого
подсемейства семейства уравнений (1).

Подстановка приведенных выше значений λ1 и λ2 в (3) дает два семейства интегралов

2K1,2 = 2λ0

[
H ±

√
x
(
α2 + β2

)
V1

]
− λ3

(
V3 +

(
α2 + β2

)
V 2
1

)
, (9)

которые принимают стационарные значения на элементах семейств решений (8).
В приложениях интерес представляют действительные решения. Условия веществен-

ности решений (8):[
λ0 ≥ 0, α 6= 0, β 6= 0 и

((
λ3 < 0 и x < −σ

)
или

(
λ3 > 0 и x > −σ

))]
или [

λ0 ≤ 0, α 6= 0, β 6= 0 и
((
λ3 < 0 и x > −σ

)
или

(
λ3 > 0 и x < −σ

))]
,

где σ = 1/
(
α2 + β2

)
.

С механической точки зрения в указанной области значений параметров при x = 0
элементы рассматриваемых семейств решений соответствуют винтовым движениям твер-
дого тела в жидкости, а при x = 1 — перманентным вращениям тела.

Подобным образом были исследованы остальные построенные базисы. Все они опре-
деляют семейства стационарных решений дифференциальных уравнений (1).

2.2. Получение ИМ более высокой размерности из семейств ИМ

В данном пункте показано, что последовательным исключением параметров λi из
уравнений семейства одномерных ИМ (6) можно получить ИМ более высокой размерно-
сти и в итоге ИМ максимальной размерности, которое содержит все эти ИМ. Исключим,
например, с помощью последнего уравнения параметр λ1 = −

[(
α2 + β2

)
λ0 + λ2

]
r3/s3

из остальных уравнений семейства ИМ (6). Для полученных уравнений построим лек-
сикографический базис относительно части переменных ri и si, например r1, r2, r3, s2.
Результатом будут 4 уравнения:
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λ2λ3
(
s21 + s22 + s23

)
+ λ23s

2
3

(
βs1 − αs2

)2 − λ0λ2 = 0,

λ23s
2
3

[
s21 +

(
βr2 + s3

)2
+ β2xs21 + α2x

(
r22 +

(
s21 + s23

))]
+ λ2λ3

(
r22 + x

(
s21 + s23

))
−

λ0λ3

[
s21 + s3

(
2
(
βr2 + s3

)
+ α2xs3

)]
+ λ0

(
λ0 − λ2x

)
= 0,

λ23s
2
3

[(
α2 + β2

)
s1
(
r1s1 + r2s2

)
+ s1s3

(
αs1 + βs2

)
+ αs23

((
αr1 + βr2

)
+ s3

)]
+

λ2λ3

(
r1
(
s21 + s23

)
+ r2s1s2

)
− λ0λ3s3

[
αs3
(
αr1 + βr2 + 2s3

)
+ s1

(
αs1 + βs2

)]
+

λ0
(
αλ0s3 − λ2r1

)
= 0,

λ23s
2
3

[
s21

(
β
(
βr3 − s2

)
− αs1

)
− αs1s3

(
βr2 + s3

)
+ α2

(
r2s2s3 + r3

(
s21 + s23

))]
+

λ2λ3

(
r3
(
s21 + s23

)
+ r2s2s3

)
+ λ0

(
αλ3

(
s1 − αr3

)
s23 − λ2r3

)
= 0,

(10)

которые определяют семейство ИМ коразмерности 4 дифференциальных уравнений (1).
Здесь λ0, λ2, λ3 — параметры семейства.

Продолжая этот процесс, исключим с помощью первого уравнения (10) параметр
λ0 = λ3

[
λ2
(
s21 + s22 + s23

)
+ λ3s

2
3

(
βs1 − αs2

)2]
/λ2 из остальных уравнений и построим для

полученных уравнений лексикографический базис относительно r1, r2, r3. Результатом
будут 3 уравнения:

λ33
(
βs1 − αs2

)4
s43 + λ32

(
r22 − s22x

)
+ λ22λ3

((
α2 + β2

)
r22s

2
3 +

(
s21 + s22

)(
s22 − 2βr2s3

)
+

2αs2
(
βs1 − αs2

)
s23x
)

+ λ2λ
2
3

(
βs1 − αs2

)2
s23

(
s21 + 2

(
s22 − βr2s3

)
− α2s23x

)
= 0,

λ22
(
r1s2 − r2s1

)
+ λ23

(
βs1 − αs2

)3
s33 + λ2λ3

(
βs1 − αs2

)
s3

(
s21 + s22 −

(
αr1 + βr2

)
s3

)
= 0,

λ3
(
αr3 − s1

)(
αs2 − βs1

)
s23 + λ2

(
r3s2 − r2s3

)
= 0,

(11)

которые определяют семейство ИМ коразмерности 3 (λ2, λ3 — параметры семейства).
После исключения с помощью последнего уравнения (11) параметра λ2 = λ3(αr3 −

s1)(αs2 − βs1)s23/(r2s3 − r3s2) из остальных получим два уравнения:

r3
(
βr3 − s2

)[
s1
(
s1 − αr3

)
+ s2

(
s2 − βr3

)]
+ r2s3

[(
s1 − αr3

)2
+
(
s2 − βr3

)2]
+

x
(
αr3 − s1

)(
βs1 − αs2

)
s23 = 0,

r3
(
αr3 − s1

)[
s1
(
s1 − αr3

)
+ s2

(
s2 − βr3

)]
+ r1s3

[(
s1 − αr3

)2
+
(
s2 − βr3

)2]−
x
(
βr3 − s2

)(
βs1 − αs2

)
s23 = 0,

(12)

которые определяют ИМ коразмерности 2 дифференциальных уравнений (1).
Покажем на примере уравнений (12) (как менее громоздких по сравнению с осталь-

ными), что найденные таким способом соотношения действительно являются инвари-
антными. Для этого вычислим производные от выражений (12) в силу уравнений (1).
Производные представляют собой некоторые полиномы Pi = Pi(rj , sj) (i = 1, 2; j =
1, 2, 3), которые, используя встроенную функцию СКА “Mathematica” PolynomialReduce[
Pi, {F1, F2}, {r1, r2}

]
, можно представить в виде

P11 F1 + P12 F2 = 0, P21 F1 + P22 F2 = 0, (13)

здесь F1, F2 — левые части уравнений (12) соответственно,
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P11 =
[
αs3
(
r2 − xβs3

)
ρ41 +

(
α2r23 + s21 − 2

(
αr1 − βr2

)
s3 − 2xβ2s23

)
ρ31ρ2−

2r3
(
βs21 − α2r3s2

)
ρ1ρ

2
2 − 2βs3

(
r1 + αxs3

)
ρ21ρ

2
2 +(

β2r23 + 2s21 + s22 − 2
(
αr1 − βr2

)
s3 + 2

(
α2 − 2β2

)
xs23

)
ρ1ρ

3
2 +

2αr3ρ
2
1ρ

3
2 − s3

(
2β
(
r1 − αxs3

)
+ α

(
r2 − βxs3

))
ρ42

] [
s3
(
ρ21 + ρ22

)2]−1
,

P12 = −
[(
β2r23 + s22 + s3

(
αr1 + 2s3

))
ρ42 + 2αr3ρ1ρ

4
2 + 2

(
αr3 + s1

)
s2ρ1ρ

3
2 +(

α2r23 + s21 + 2s3
(
αr1 + 2s3

))
ρ21ρ

2
2 +

(
α
(
βr3 + s2

)
− 2βs1

)2
s23xρ

2
2 +(

α2 + 2β2
)
s23xρ

4
1 + s3(αr1 + 2s3)ρ

4
1

] [
s3
(
ρ21 + ρ22

)2]−1
,

P21 =
[
2r1s3

[
αρ1 + βρ2

]
ρ1 +

[
ρ21 + ρ22

][
ρ21 + s3

(
βr2 + 2s3

)]
+

x
[(
α2 + β2

)
ρ22 +

(
βs1 − αs2

)2]
s23

][
s3
(
ρ21 + ρ22

)2]−1
,

P22 =
[[
α2r3

(
ρ2 − s2

)
+ β

(
ρ2 − s1

)(
ρ2 + s1

)
+ 2αs1s2

]
s3(αxs3 − r1)−

ρ1ρ2
[
ρ21 + ρ22

]][
s3
(
ρ21 + ρ22

)]−1
,

ρ1 = αr3 − s1, ρ2 = βr3 − s2.

Так как соотношения (13) обращаются в тождество при F1 = F2 = 0, то послед-
нее доказывает инвариантность решения (12). Аналогично доказывается инвариантность
остальных соотношений.

Дифференциальные уравнения на ИМ (12) записываются так:

ṡ1 = α(r̄1s2 − αr̄2r3)− (βr3 − s2)(βr̄2 + s3),

ṡ2 = (α2 + β2)r̄1r3 − (αr̄1 + βr̄2)s1 + ρ1s3,

ṡ3 = (βr̄1 − αr̄2)s3,
ṙ3 = r̄1s2 − r̄2s1 + x(βs1 − αs2)s3.

(14)

Они получены из уравнений (1) после исключения из них переменных r1, r2 с помо-
щью (12). Здесь

r̄1 =
r3(αr3 − s1)

(
(αr3)− s1s1 + (βr3 − s2)s2

)
+ (βr3 − s2)(βs1 − αs2)s23x

d
,

r̄2 =
r3(βr3 − s2)((αr3 − s1)s1 + (βr3 − s2)s2)− (αr3 − s1)(βs1 − αs2)s23x

d
,

d =
(
(s1 − αr3)2 + (s2 − βr3)2

)
s3.

Производная от правой части выражения λ2 = λ3(αr3−s1)(αs2−βs1)s23/(r̄2s3−r3s2),
вычисленная в силу уравнений (14), тождественно равна нулю. Последнее означает, что
это выражение — первый интеграл уравнений (14).

Подобным образом можно показать, что соотношения λ1 = −
[(
α2 + β2

)
λ0 +λ2

]
r3/s3,

λ0 = λ3
[
λ2
(
s21 + s22 + s23

)
+λ3s

2
3

(
βs1−αs2

)2]
/λ2 — первые интегралы дифференциальных

уравнений на ИМ (10) и ИМ (11) соответственно.
Покажем, что элементы семейства ИМ (6) являются подмногообразиями элементов

семейства ИМ (10). Найдем пересечение элементов этих семейств. Для этого постро-
им лексикографический базис относительно r1, r2, r3, s2, s1 для полиномов системы,
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образованной уравнениями (6), (10). Результатом будет система уравнений (6), что и до-
казывает исходное утверждение. Аналогично находим, что элементы семейства ИМ (10)
есть подмногообразия семейства ИМ (11), элементы которого, в свою очередь, являют-
ся подмногообразиями ИМ (12). Таким образом, изложенный способ позволяет находить
объемлющие ИМ в рамках используемого метода выделения многообразий. Простой под-
становкой в уравнения (6) можно показать, что элементы семейств стационарных реше-
ний (8) принадлежат подсемействам ИМ, которые выделяются из семейства ИМ (6) при
λ1 = ±

√
x
(
α2 + β2

)
λ0, λ2 = 0.

Отметим, что приведенные выше ИМ (и их семейства) можно получить как решения
уравнений стационарности (4) относительно части фазовых переменных ri, si и парамет-
ров λj [11]. Так лексикографический базис, построенный относительно λ0, λ1, λ2, r3, s3,
позволил получить как ИМ (12), так и новое ИМ коразмерности 2:

s3 = 0, −
(
α2 + β2

)
r3 + αs1 + βs2 = 0. (15)

2.3. Использование дифференциальных уравнений
для нахождения стационарных решений

В пункте 2.1 стационарные решения были получены из невырожденных условий ста-
ционарности семейства первых интегралов задачи. Здесь представлен еще один способ.

Вначале из дифференциальных уравнений (1) будут найдены решения, соответству-
ющие неподвижным точкам фазового пространства этой системы, а затем получены
семейства интегралов, которые принимают стационарное значение на этих решениях.
Такой подход, в ряде случаев, позволяет находить как ИМ, так и семейства стационар-
ных решений, которые принадлежат этим ИМ.

Приравняем к нулю правые части дифференциальных уравнений (1). Как нетрудно
видеть, полученная система уравнений разделяется на две подсистемы:

α(r1s2 − αr2r3)− (βr3 − s2)(βr2 + s3) = 0,(
α2 + β2

)
r1r3 − (αr1 + βr2)s1 + (αr3 − s1)s3 = 0,

βr1 − αr2 = 0,

r2(αr1 + βr2 + 2s3)− r3s2 − x
((
α2 + β2

)
r3s2 + βs23

)
= 0,

r3s1 − r1(αr1 + βr2 + 2s3) + x
((
α2 + β2

)
r3s1 + αs23

)
= 0,

r1s2 − r2s1 + x(βs1 − αs2)s3 = 0

(16)

и
α(r1s2 − αr2r3)− (βr3 − s2)(βr2 + s3) = 0,(

α2 + β2
)
r1r3 − (αr1 + βr2)s1 + (αr3 − s1)s3 = 0,

s3 = 0,

r2(αr1 + βr2 + 2s3)− r3s2 − x
((
α2 + β2

)
r3s2 + βs23

)
= 0,

r3s1 − r1(αr1 + βr2 + 2s3) + x
((
α2 + β2

)
r3s1 + αs23

)
= 0,

r1s2 − r2s1 + x(βs1 − αs2)s3 = 0.

(17)

Рассмотрим (16). Построим для полиномов этой системы лексикографический базис
относительно некоторой части фазовых переменных, например r1, r2, r3, s1, s2. Резуль-
татом будет система уравнений, распадающаяся на 4 подсистемы. Ниже представлены 2
из них, имеющие вещественные решения:
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βs1 − αs2 = 0,

βr3 − s2 = 0,

(α2 + β2)r22 + βs3(2r2 − βxs3)− ((α2 + β2)x+ 1)s22 = 0,

βr1 − αr2 = 0

(18)

и
βs1 − αs2 = 0, (α2 + β2)r3s2 + βs23 = 0,

(α2 + β2) r2 + βs3 = 0, (α2 + β2)r1 + αs3 = 0.
(19)

Легко проверить по определению ИМ, что соотношения (18) и (19) определяют два
ИМ коразмерности 4 дифференциальных уравнений (1).

Дифференциальные уравнения на ИМ (18) (ИМ (19)) записываются как

ṡ2 = 0, ṡ3 = 0

и имеют следующее семейство решений:

s2 = s02 = const, s3 = s03 = const. (20)

Совместно с (20) уравнения (18) и (19) определяют 3 семейства решений, соответ-
ствующих неподвижным точкам фазового пространства системы (1):

r1 = −α(βs03 ± z1)
β(α2 + β2)

, r2 = −βs
0
3 ± z1

α2 + β2
, r3 =

s02
β
,

s1 =
αs02
β
, s2 = s02, s3 = s03,

(21)

и

r1 = − αs03
α2 + β2

, r2 = − βs03
α2 + β2

, r3 = − βs0
2

3

(α2 + β2)s02
,

s1 =
αs02
β
, s2 = s02, s3 = s03,

(22)

где s02, s03 — параметры семейств, z1 =
[((

α2 + β2
)
s0

2

2 + β2s0
2

3 )
((
α2 + β2

)
x+ 1

)]−1/2.
Действуя подобным образом в случае системы (19), получим еще два ИМ коразмер-

ности 4 и семейства решений, которые принадлежат этим ИМ. Уравнения ИМ:

s3 = 0, αs1 + βs2 = 0, r3 = 0, αr1 + βr2 = 0; (23)

s3 = 0, (α2 + β2)r3 − αs1 − βs2 = 0,

(α2 + β2) r22 − ((α2 + β2)x+ 1)s22 = 0,

r2((α
2 + β2) r3 − βs2)− αr1s2 = 0.

(24)

Семейства решений:

r1 = −βr
0
2

α
, r2 = r02, r3 = 0, s1 = −βs

0
2

α
, s2 = s02, s3 = 0; (25)
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r1 = ±((α2 + β2)r03 − βs02)z2
α

, r2 = ±s02z2, r3 = r03,

s1 =
(α2 + β2)r03 − βs02

α
, s2 = s02, s3 = 0.

(26)

Здесь z2 = ((α2 + β2)x+ 1)1/2(α2 + β2)−1/2, r02, r03, s02 — параметры семейств.
Как следует из (21), (22), решения определены ∀β 6= 0, x 6= −1/

(
α2 + β2

)
и ∀β 6= 0,

s02 6= 0 соответственно. Решения (25), (26) существуют ∀α 6= 0. Таким образом, семейство
решений (21) и ИМ, которому оно принадлежит, соответствуют некоторому подсемейству
семейства дифференциальных уравнений (1). Остальные решения являются решениями
системы (1) ∀x.

С механической точки зрения при x = 0 элементы рассматриваемых семейств ре-
шений соответствуют винтовым движениям твердого тела в жидкости, а при x = 1 —
перманентным вращениям тела.

Нетрудно показать, что ИМ (18), (19), (23) — подмногообразия ИМ (12), а ИМ (24) —
подмногообразие ИМ (15).

Рассмотрим еще одно решение дифференциальных уравнений (1), механическая ин-
терпретация которого отличается от ранее приведенных. Непосредственно из уравне-
ний (1) следуют соотношения

r3 = 0, s1 = 0, s2 = 0, (27)

которые определяют ИМ коразмерности 3. Дифференциальные уравнения на этом ИМ

ṡ3 = (βr1 − αr2)s3,
ṙ1 = r2(αr1 + βr2 + 2s3)− βxs23,
ṙ2 = −r1(αr1 + βr2 + 2s3) + αxs23

описывают маятнико-подобные колебания тела.
ИМ (27) принадлежит ИМ (12), т. е. является его подмногообразием.

2.3.1. О семействах интегралов, принимающих стационарные значения
на заданном решении

Получим семейства интегралов, которые принимают стационарное значение на реше-
ниях (21)–(26). Вначале решим эту задачу для семейства решений (22).

Возьмем следующую комбинацию интегралов:

2K̄ = 2µ0H − 2µ1V1 − µ2V2 − µ3V3 (µi = const), (28)

и из уравнений

∂K̄

∂ri
= 0,

∂K̄

∂si
= 0 (i = 1, 2, 3)

найдем ограничения на µ1, µ2, при которых решение (22) удовлетворяет этим уравнени-
ям:

µ2 =
z
(
zs0

2

2 + β2s0
2

3

)
µ0

z2s0
2

2 x− β2s0
2

3

, µ3 = β

(
βs03µ0 − s02µ1
s03
(
zs0

2

2 + β2s03
) +

βµ0

z2s0
2

2 x− β2s0
2

3

)
,

z = α2 + β2.

Подставив последние выражения в (28), будем иметь:
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2K̄1 =

(
2H − β2V3

zs0
2

2 + β2s0
2

3

−
β2V3 +

(
zs0

2

2 + β2s0
2

3

)
zV2

s0
2

2 xz
2 − β2s023

)
µ0+

2

(
βs02V3

2s03
(
β2s0

2

3 + s0
2

2 z
) − V1)µ1. (29)

Как можно проверить непосредственно вычислением, семейство интегралов K̄1, а так-
же его подсемейства (коэффициенты при µ0, µ1), принимают стационарные значения на
элементах семейства решений (22). Аналогично можно получить семейства интегралов,
которые принимают стационарные значения на элементах остальных семейств решений.

Подобную задачу можно ставить и для ИМ. Так для ИМ (19) найдена нелинейная
комбинация интегралов Φ =

(
α2+β2

)
V 2
1 +V3, а для ИМ (27) — Φ̄ = H2−V3, необходимые

условия экстремума которых удовлетворяются на данных ИМ.

3. Устойчивость стационарных решений

Рассмотрим задачу устойчивости для найденных стационарных решений.
Исследуем семейство решений (22). Интеграл (29) при µ1 = βs03µ0/s

0
2 будем использо-

вать для получения достаточных условий устойчивости элементов этого семейства. При
указанном условии интеграл принимает вид

K̆1 = µ0K̃1 (µ0 6= 0), (30)
где

K̃1 = H − βs03
s02

V1 −
s0

2

2 z
2V2 + β2

(
V3 + s0

2

3 zV2
)

2
(
xz2s0

2

2 − β2s0
2

3

) .

Задача сводится к проверке условий знакоопределенности 2-й вариации интеграла K̃1,
полученной в окрестности исследуемого решения на линейном многообразии, определя-
емом первыми вариациями условных интегралов.

Вторая вариация K̃1 в окрестности решения (22) на линейном многообразии

δH = s02

(
α

β
y4 + y5

)
+ s03

(
αy1 + βy2 +

βs03
s02

y3 + y6

)
= 0,

δV2 =
2s02x

β
(αy4 + βy5) + s03

(
2xy6 −

2
[
s02(αy1 + βy2) + βs03y3

]
s02z

)
= 0

записывается так:

δ2K̃1 = a11y
2
1 + a12y1y2 + a14y1y4 + a15y1y5 + a22y

2
2 +

a24y2y4 + a44y
2
4 + a25y2y5 + a45y4y5 + a55y

2
5.

Здесь y1 = r1 + αs03z
−1, y2 = r2 + βs03z

−1, y4 = s1 − αs02β−1, y5 = s2 − s02 — отклонения от
невозмущенного решения,

a11 = − 1

2β2s0
2

3 z̄

[
α2s0

4

2 z
2(xz + 1) + β2s0

2

3

(
α2 + z

)(
β2s0

2

3 + s0
2

2 z
)]
,

a12 = − 1

βs0
2

3 z̄

[
α
(
β2s0

2

3

(
β2s0

2

3 + s0
2

2 z
)

+ s0
4

2 z
2(xz + 1)

)]
,
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a14 =
1

βs03z̄

[
β2
(
α2 − β2

)
s02s

02

3 − s02
(
2α2s0

2

2 + β2s0
2

3

)
xz2
]
, a15 = −2αs02

s03
,

a22 = − 1

2s0
2

3 z̄

[ (
z + β2

)
s0

2

3 (β2s0
2

3 + s0
2

2 z) + s0
4

2 z
2(xz + 1)

]
, a24 = −2αs02

s03
,

a44 = − 1

2β2s0
2

3 zz̄

[
β4
(
z + β2

)
s0

4

3 (xz + 1) + α2s0
2

2 z
(
s0

2

2 z(1− xz) + β2s0
2

3 (xz + 3)
)]
,

a25 = − 1

s03z̄

[
βs02

((
α2 − β2

)
s0

2

3 +
(
2s0

2

2 + s0
2

3

)
xz2
)]
,

a45 =
1

βs0
2

3 zz̄

[
α
(
s0

4

2 z
2(xz − 1) + β2s0

2

3

(
β2s0

2

3 (xz + 1)− s022 z(xz + 3)
))]

,

a55 = − 1

2s0
2

3 zz̄

[
s0

4

2 z
2(1− xz) + β2s0

2

3

(
s0

2

3 (α2 + z)(xz + 1) + s0
2

2 z(xz + 3)
)]
,

z̄ = s0
2

2 xz
2 − β2s023 .

Условия положительной определенности квадратичной формы δ2K̃1 являются доста-
точными для устойчивости элементов исследуемого семейства решений. В форме нера-
венств Сильвестра они имеют вид:

∆1 = a22 > 0,

∆2 =

∣∣∣∣∣∣
a22

a12
2a12

2
a11

∣∣∣∣∣∣ =
z2
(
β2s0

2

3 + s0
2

2 z
)

βs03z̄
2

[(
2β2s0

2

3

(
β2s0

2

3 + s0
2

2 z
)

+ s0
4

2 z
2(xz + 1)

)]
> 0,

∆3 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a22

a12
2

a25
2

a12
2

a11
a15
2

a25
2

a15
2

a55

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=
z(xz + 1)

(
s0

2

2 z(xz − 1)− 2β2s0
2

3

)
β2s0

4

3 z̄
3

×

[
β6(α2 + z) s0

8

3 + 2β4
(
z + β2

)
s0

2

2 s
06

3 z + s0
8

2 z
4+

2β2s0
4

2 s
02

3 z
2
(
3β2s0

2

3 + 2s0
2

2 z
)

+ α2β2s0
4

2 s
04

3 z
2(xz + 1)

]
> 0,

∆4 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a22
a12
2

a25
2

a24
2

a12
2

a11
a15
2

a14
2

a25
2

a15
2

a55
a45
2

a24
2

a14
2

a45
2

a44

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=
z2(xz + 1)2

(
β2s0

2

3 + s0
2

2 z
)3

β2s0
2

3 z̄
4

×

[
2β2s0

2

3 − s0
2

2 z(xz − 1)
]2
> 0.

(31)

Для проверки неравенств (31) на совместность использовалась встроенная функция
Reduce СКА “Mathematica”, которая выдала следующий результат:

α 6= 0, β 6= 0, s02 6= 0, s03 6= 0 и − 1

α2 + β2
< x <

β2s0
2

3(
α2 + β2

)2
s0

2

2

. (32)
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Таким образом, с учетом (30) элементы семейства решений (22) устойчивы при вы-
полнении условий (32) и µ0 6= 0.

Сопоставим приведенные выше достаточные условия устойчивости с необходимыми,
которые получим, исходя из теоремы Ляпунова [15] об устойчивости по первому прибли-
жению.

Уравнения первого приближения в рассматриваемом случае записываются так:

ẏ1 =
αs03
z

(αy2 − βy1) + (xz + 1)

[
βs03
z

(
s03
s02
y5 − 2y6

)
− s02y3

]
,

ẏ2 =
βs03
z

(αy2 − βy1) + (xz + 1)

[
αs02
β

y3 +
s03
z

(
2αy6 −

βs03
s02

y4

)]
,

ẏ3 = s02y1 −
αs02
β
y2 + s03

(
x+

1

z

)
(βy4 − αy5),

ẏ4 = αs02y1 + β

(
s02 +

s0
2

3

s02

)
y2 +

(
s02 +

β2s0
2

3

s02z

)
y6,

ẏ5 = −
(
α2s02
β

+
βs0

2

3

s02

)
y1 − α

[
s02y2 +

(
s02
β

+
βs0

2

3

s02z

)
y6

]
,

ẏ6 = s03(βy1 − αy2).

(33)

Характеристическое уравнение системы (33)

λ2

β2s0
4

2 z

[
λ2s0

2

2 z + s0
2

3 (xz + 1)
(
β2s0

2

3 + s0
2

2 z
)] [

β2λ2s0
2

2 z + (xz + 1)
(
β2s0

2

2 + s0
2

2 z
)2]

= 0

имеет нулевые и чисто мнимые корни с простыми элементарными делителями

λ1,2 = 0, λ3,4 = ± is03
s02

√(
(α2 + β2)s0

2

2 + β2s0
2

3

)(
x+

1

α2 + β2

)
,

λ5,6 = ±
i
((
α2 + β2

)
s0

2

2 + β2s0
2

3

)
βs02

√
x+

1

α2 + β2

при следующих ограничениях на параметры α, β, x, s02:

α 6= 0, β 6= 0, s02 6= 0 и x > − 1

α2 + β2
.

Таким образом, достаточные условия устойчивости близки к необходимым.
Исследуем границу области устойчивости. Очевидно, при x = −1/(α2 +β2) все корни

характеристического уравнения нулевые. Используя встроенную функцию СКА “Mathe-
matica” JordanDecomposition, получим жорданову форму матрицы системы (33) при ука-
занном значении x:

J =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0

 .
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Как видно из структуры матрицы J , два жордановых блока вида(
0 1
0 0

)
соответствуют двум парам нулевых корней. Откуда следует неустойчивость по первому
приближению элементов семейства решений (22) на границе области устойчивости.

Рассмотрим вопрос об устойчивости элементов одного из семейств решений (8), на-
пример

r1 = αxκ, r2 = βxκ, r3 =
√
xκ, s1 = α

√
xκ, s2 = β

√
xκ, s3 = κ, (34)

κ = λ
1/2
0

[((
α2 + β2

)
x+ 1

)
λ3

]−1/2
.

С помощью интеграла K1 (9), принимающего стационарное значение на элементах
семейства решений (34), получить условия устойчивости не удалось. Для этой цели было
использовано подсемейство

2F̄ =
V2√
x
− 2V1

семейства интегралов

2F = µ0

[
2H +

(
α2 + β2

)
V2 −

λ3
λ0

(
V3 +

(
α2 + β2

)
V 2
1

)]
+ µ1

(
V2√
x
− 2V1

)
. (35)

Это семейство найдено способом, изложенным в пункте 2.3.1. Как интеграл F , так
и его подсемейства (коэффициенты при µ0, µ1) принимают стационарные значения на
элементах семейства решений (34).

Вариация интеграла F̄ в отклонениях

y1 = r1 − αxκ, y2 = r2 − βxκ, y3 = r3 −
√
xκ,

y4 = s1 − α
√
xκ, y5 = s2 − β

√
xκ, y6 = s3 − κ

от невозмущенного движения записывается так:

2∆F̄ =
1√
x

((
y1 −

√
xy4
)2

+
(
y2 −

√
xy5
)2

+
(
y3 −

√
xy6
)2)

.

Введем переменные ζ1 = y1 −
√
xy4, ζ2 = y2 −

√
xy5, ζ3 = y3 −

√
xy6 и запишем ∆F̄ в

переменных ζ1, ζ2, ζ3 :

2∆F̄ =
1√
x

(
ζ21 + ζ22 + ζ23

)
.

Поскольку последняя квадратичная форма знакоопределена по входящим в нее пе-
ременным при x > 0, то исследуемое семейство решений устойчиво при этом условии по
переменным r1 −

√
xs1, r2 −

√
xs2, r3 −

√
xs3.

Для остальных решений (8) получен аналогичный результат.
Построение уравнений первого приближения и соответствующего им характеристиче-

ского уравнения, вычисление второй вариации интеграла и условий знакоопределенности
квадратичной формы — это стандартные вычислительные процедуры, которые прихо-
дится часто выполнять при исследовании устойчивости стационарных решений и ИМ
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на основе теорем Ляпунова об устойчивости по первому приближению и метода Рауса–
Ляпунова. Программная реализация этих процедур включена в пакет программ [12],
написанный на языке СКА “Mathematica”. Пакет предназначен для качественного ана-
лиза консервативных динамических систем на основе описываемого в статье подхода.
Он применяется как вспомогательный инструмент на различных этапах качественного
анализа дифференциальных уравнений. В частности, в приведенных выше вычислениях
пакет по заданному решению (22) и комбинации первых интегралов K̆1 сформировал
систему неравенств (31). Дальнейший анализ этих неравенств проводился средствами
СКА. Аналогичным образом пакет применяется и при анализе устойчивости по первому
приближению.

4. Заключение

С использованием средств компьютерной алгебры проведено в символьном виде ис-
следование семейства дифференциальных уравнений, описывающего при соответству-
ющем значении параметра семейства движение твердого тела в идеальной жидкости,
твердого тела с полостями, заполненными вихревой несжимаемой жидкостью. Исполь-
зовался подход, основанный на сочетании метода Рауса–Ляпунова и его обобщений с
методами КА. Выделены ИМ, семейства ИМ различной размерности, семейства стаци-
онарных решений. Показано, что все найденные решения принадлежат двум ИМ кораз-
мерности 2. Для некоторых решений получены достаточные условия устойчивости, в том
числе по части переменных. В отдельных случаях достаточные условия сопоставлены с
необходимыми, проведено исследование границы области устойчивости.

Полученные результаты показывают эффективность используемого подхода. Даль-
нейшие исследования могут развиваться в направлении применения данного подхода для
анализа подобных систем большей размерности.
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