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Показано, что классы точных решений уравнений Навье — Стокса с линейной или об-
ратно пропорциональной зависимостью компонент скорости от некоторых простран-
ственных переменных можно расширить путем добавления конечных возмущений, яв-
ляющихся степенными и тригонометрическими рядами или их отрезками по одной из
координат. Приведен пример однократного интегрирования трехмерных уравнений дви-
жения вязкой жидкости, которые в этом случае сводятся к одному уравнению для по-
тенциала двух составляющих скорости.
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Введение. В настоящее время под точным решением (классом точных решений) урав-
нений движения вязкой несжимаемой жидкости, как правило, понимается представление
гидродинамических полей, редуцирующее уравнения Навье— Стокса к замкнутой системе

дифференциальных уравнений относительно неизвестных, зависящих от одного или двух
аргументов, одним из которых обычно является время.

Особое место среди решений уравнений динамики вязкой жидкости занимают потен-
циальные решения и решения Бельтрами, так как в обоих случаях уравнения системы
Навье — Стокса сводятся к линейным уравнениям. Однако порядок этих линейных урав-
нений значительно ниже порядка исходных уравнений, что не позволяет удовлетворить
необходимым граничным условиям, например условиям прилипания.

Наибольший интерес представляют классы точных решений, наследующие нелиней-
ные свойства гидродинамических уравнений и сохраняющие высокий порядок. Большую
часть таких классов решений можно отнести к трем типам: конические течения, век-
тор скорости которых обратно пропорционален расстоянию до начала координат [1, 2];
решения с линейной зависимостью некоторых компонент вектора скорости от двух декар-
товых координат [3, 4]; решения с линейной зависимостью некоторых компонент вектора
скорости от одной пространственной переменной (как правило, осевой координаты в ци-
линдрической системе) [5–7]. Таким образом, данные классы таковы, что одна или две
пространственные переменные отделяются и составляющие вектора скорости имеют вид

линейной либо обратно пропорциональной зависимости от этих переменных.

c© Князев Д. В., 2018



186 ПРИКЛАДНАЯ МЕХАНИКА И ТЕХНИЧЕСКАЯ ФИЗИКА. 2018. Т. 59, N-◦ 5

В настоящей работе показано, что перечисленные классы можно дополнить таким

образом, чтобы некоторые компоненты вектора скорости записывались в виде степенных
и тригонометрических рядов или их отрезков по одной из переменных.

Анализ точных решений уравнений Навье — Стокса выполнен в [8, 9]. Работа [10]
посвящена построению точных решений уравнений гидродинамики с использованием ме-
тодов группового анализа дифференциальных уравнений, а также обсуждению понятия

точного решения с теоретико-групповой точки зрения.
1. Решения, линейные по одной координате. Уравнения динамики вязкой несжи-

маемой жидкости в декартовой системе координат допускают представление гидродина-
мических полей, при котором одна из компонент вектора скорости (Vx, Vy, Vz) линейно
зависит от соответствующей ей координаты [4]:

Vx = u(t, x, y), Vy = v(t, x, y), Vz = W (t, x, y)− zw(t, x, y),

P = p0(t, x, y) + zp1(t) + z2p2(t)/2.
(1)

Здесь P — давление, отнесенное к постоянной плотности среды с кинематической вязко-
стью ν; новые неизвестные функции u, v, w, p0 удовлетворяют замкнутой системе

ut + uux + vuy = ν ∆u− p0x, vt + uvx + vvy = ν ∆v − p0y, w = ux + vy,

wt + uwx + vwy − w2 = ν ∆w + p2,
(2)

функция W (t, x, y) находится из линейного уравнения

Wt + uWx + vWy − wW = ν ∆W − p1, (3)

индексы t, x, y обозначают частные производные по соответствующим переменным; ∆ —
двумерный оператор Лапласа.

Система (2) более простая, чем исходные трехмерные уравнения Навье — Стокса,
однако сложна для того, чтобы решение (1) считать классом точных решений уравнений
гидродинамики в указанном ранее смысле. Поскольку первая пара уравнений (2) по форме
совпадает с уравнениями двумерного движения вязкой жидкости, продолжить редукцию
можно в двух направлениях: рассмотреть квазипотенциальные течения либо применить
к (2) известные классы точных решений уравнений Навье — Стокса.

2. Квазипотенциальные решения. Квазипотенциальными будем называть реше-
ния типа (1), такие что вектор (Vx, Vy, 0) имеет потенциал: u = Φx, v = Φy. Первые два
уравнения (2) сводятся к интегралу типа интеграла Лагранжа— Коши, наличие которого
позволяет получить явные выражения для p0, из остальных уравнений получаем уравне-
ние для потенциала Φ(t, x, y). В результате имеем

∆Φt + Φx ∆Φx + Φy ∆Φy −∆Φ ∆Φ = ν∆∆Φ + p2,

w = ∆Φ, p0 = p00 + ν ∆Φ− (ΦxΦx + ΦyΦy)/2− Φt.
(4)

Таким образом, система (2) один раз проинтегрирована (p00(t) — функция, появляю-
щаяся в результате интегрирования) и описание трехмерных квазипотенциальных течений
типа (1) сведено к нахождению решений уравнения (4). Например, решению (4) удовле-
творяет семейство решений

Φ = Ax + By + Cx2/2 + Dy2/2 + Exy + F sin (λx + µy + θ),
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где девять функций времени A, B, C, D, E, F , λ, µ, θ связаны уравнениями

(C + D)t − (C + D)2 − (λ2 + µ2)2F 2 = p2,

[(λ2 + µ2)F ]t + [ν(λ2 + µ2)− 2(C + D)](λ2 + µ2)F = 0,

(θt + λA + µB)(λ2 + µ2)F = 0, λt + Cλ + Eµ = 0, µt + Dµ + Eλ = 0.

3. Обобщенный класс решений Хименца. Двумерные уравнения Навье — Сток-
са допускают класс точных решений Хименца [11], что позволяет искать решение двух
первых уравнений (2) в виде

u = u(t, x), v = V (t, x) + yg(t, x), p0 = p(t, x) + yp3(t) + y2p4(t)/2.

В результате (2) сводится к замкнутой системе одномерных уравнений

w = ux + g, gt + ugx + g2 = νgxx − p4, wt + uwx − w2 = νwxx + p2,

Vt + uVx + gV = νVxx − p3, p = νux −
u2

2
−

∫
ut dx.

(5)

Как и в рассмотренном выше случае, функцию W считаем зависящей от времени t и
двух пространственных переменных и удовлетворяющей следующему из (3) уравнению

Wt + uWx + (V + yg)Wy − wW = ν ∆W − p1.

Частные решения этого уравнения можно искать в виде полиномов по степеням пере-
менной y с коэффициентами, удовлетворяющими цепочкам линейных дифференциальных
уравнений:

W =
N∑

n=0

ynWn(t, x),

Wnt + uWnx + (ng − w)Wn + (n + 1)(1− δn,N )V Wn+1 =
(6)

= ν[Wnxx + (n + 1)(1− δn,N−1)(1− δn,N )Wn+2]− p1δn,0

(δi,j — символы Кронекера).
Систему (6) следует решать последовательно, начиная с номера N .
Таким образом, уравнения гидродинамики вязкой жидкости допускают решения, в ко-

торых одна из компонент вектора скорости может быть представлена в виде полинома

произвольной степени N по одной из декартовых координат:

Vx = u(t, x), Vy = V (t, x) + yg(t, x), Vz =
N∑

n=0

ynWn(t, x)− zw(t, x),

P = p(t, x) + zp1(t) + z2p2(t)/2 + yp3(t) + y2p4(t)/2.

Новые неизвестные удовлетворяют уравнениям (5), (6). При N = 1 полученный ре-
зультат является частным случаем решений с двумя линейно разделяющимися перемен-
ными [3].

4. Дополнения к классу конических течений. Рассмотрим решения (1) в поляр-
ной системе координат:

Vr =
u(t, r, ϕ)

r
, Vϕ =

v(t, r, ϕ)

r
, Vz = W (t, r, ϕ)− z

r2
w(t, r, ϕ),

P =
p0(t, r, ϕ)

r2
+ zp1(t) +

z2

2
p2(t).

(7)
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Вновь возникает замкнутая относительно u, v, w, p0 система нелинейных уравнений,
причем уравнения для компонент вектора скорости Vr, Vϕ по форме аналогичны уравне-
ниям двумерной системы Навье — Стокса (без условия несжимаемости), что позволяет
использовать известные двумерные классы для построения трехмерных решений гидро-
динамических уравнений. Функция W удовлетворяет линейному уравнению в частных

производных с переменными коэффициентами. Ниже приведены два случая редукции си-
стемы для u, v, w, p0 к обыкновенным дифференциальным уравнениям и одномерным

уравнениям в частных производных, а функция W ищется в виде функции с разделенны-
ми переменными.

Следуя работам [12, 13], рассмотрим случай стационарного течения, для которого
неизвестные u, v, w, p0 зависят от автомодельной переменной ξ = m ln r + nϕ. Частные
решения уравнения относительно W ищутся в виде W (r, ξ) = r−kWk(ξ) (n — целое число;
m, k — действительные числа). В итоге получаем класс точных решений уравнений На-
вье — Стокса, таких что z-компоненту скорости можно представить в виде ряда или его
отрезка по степеням радиальной переменной:

Vr =
u(ξ)

r
, Vϕ =

v(ξ)

r
, Vz =

∑
k

r−kWk(ξ)−
z

r2
w(ξ), P =

p0(ξ)

r2
+ zp1(t). (8)

Новые неизвестные удовлетворяют системе

(mu + nv)u′ − u2 − v2 = 2p0 −mp′0 + ν[(m2 + n2)u′′ − 2(mu + nv)′],

(mu + nv)v′ = −np′0 + ν[(m2 + n2)v′′ + 2(nu−mv)′], w = (mu + nv)′,

(mu + nv)w′ − w2 − 2uw = ν[(m2 + n2)w′′ − 4mw′ + 4w],

(mu + nv)W ′
k − (w + ku)Wk = ν[(m2 + n2)W ′′

k + k2Wk]− p1δk,2,

где штрих обозначает дифференцирование по переменной ξ. При Wk = 0 класс (8) сов-
падает с классом решений, найденных в [6], а при m = 0 (см. [14]) обобщает некоторый
подкласс трехмерных конических течений [2].

Основываясь на (7), будем полагать, что в любой плоскости, перпендикулярной оси z,
течение осесимметрично, а функцию W (t, r, ϕ) будем искать в виде тригонометрического
ряда или его отрезка по азимутальному углу ϕ:

Vr =
u(t, r)

r
, Vϕ =

v(t, r)

r
, P =

p0(t, r)

r2
+ zp1(t) +

z2

2
p2(t),

Vz =
∑
n

[W1n(t, r) sin (nϕ) + W2n(t, r) cos (nϕ)]− z

r2
w(t, r, ϕ).

Новые неизвестные удовлетворяют системе

r2ut + ruru− u2 − v2 = 2p0 − rp0r + ν[r(rur)r − 2rur],

r2vt + rvru = ν[r(rvr)r − 2rvr], w = rur,

r2wt + rwru− w2 − 2uw = ν[r(rwr)r − 4rwr + 4w] + p2r
4,

r2W1nt + rW1nru− nvW2n − wW1n = ν[r(rW1nr)r − n2W1n],

r2W2nt + rW2nru + nvW1n − wW2n = ν[r(rW2nr)r − n2W2n]− p1r
2δn,0,

где индексы t, r обозначают дифференцирование по соответствующей переменной; n =
0, 1, . . . . Гидродинамические поля вида (8) обобщают класс решений с полем скорости,
линейным по осевой координате z [5].
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5. Пример переопределенной системы. Решение Кармана, описывающее течение
вязкой жидкости, создаваемое вращением диска [11], принадлежит классу решений урав-
нений гидродинамики с линейной зависимостью некоторых компонент вектора скорости

от двух координат [3, 15]. Рассмотрим два примера построения новых решений уравнений
Навье — Стокса с разделяющимися переменными на основе класса Кармана. Используя
цилиндрическую систему координат, гидродинамические поля представим в виде

Vr =
U(t, z)

r
+ ruz, Vϕ =

V (t, z)

r
+ rv(t, z), Vz = −2u(t, z),

P = 2
( ∫

ut dz − u2 − νuz

)
+ p1(t) ln r − r2

2
p2(t)−

r−2

2
p2
3(t)

(9)

(индексы t, z обозначают дифференцирование по соответствующим переменным). Новые
неизвестные удовлетворяют переопределенной системе уравнений

utz + uzuz − 2uuzz − v2 = νuzzz + p2, vt + 2vuz − 2uvz = νvzz; (10)

Ut − 2uUz − 2vV = νUzz − p1, Vt − 2uVz + 2vU = νVzz, U2 + V 2 = p2
3. (11)

Изолированная подсистема (10) является замкнутой, пассивная подсистема (11) пере-
определена, ее тривиальное решение U = 0, V = 0, p1 = 0, p3 = 0 превращает решение (9)
в класс Кармана. Не проводя общий анализ совместности (10), (11), приведем два примера
замыкания.

Пусть v = 0, U(t), V = const, p1 = −Ut, p2
3 = U2 + V 2, тогда система (10), (11)

совместна и решение (9) описывает некоторое осесимметричное вязкое течение на фоне
нестационарного потенциального вихрестока.

Второй пример совместности (10), (11) менее очевиден. При U = S1uzz, V = S1vz,
p1 = 0, S1 = const первые два уравнения (11) совпадают с продифференцированной си-
стемой (10). Из анализа совместности остальных уравнений получаем семейство решений
u(t, z), v(t, z), содержащее в качестве параметров четыре функции времени A, B, p2, p3 и

постоянные S1, S2, связанные двумя уравнениями

u =
Bt

2A
− S2

A2
+

At

2A
z − p3

A2S1
sin (Az + B), v =

S2

A
+

p3

AS1
sin (Az + B),

p3t = −νp3A
2, p2 =

Att

2A
−

( At

2A

)2
−

(S2

A

)2
+

( p3

AS1

)2
.

Заключение. Показано, что уравнения Навье — Стокса допускают точные решения,
представляющие собой суперпозицию основного потока, описываемого в рамках одного из
классов точных решений с линейной либо обратно пропорциональной зависимостью скоро-
сти от некоторых пространственных переменных, и эволюционирующего на фоне этого по-
тока вторичного течения с нелинейной зависимостью скорости от одной из координат. Во
всех рассмотренных случаях, за исключением последнего, вторичное течение описывается
линейными уравнениями с коэффициентами, вычисляемыми при описании основного те-
чения. Рассмотрен пример возмущения, удовлетворяющего нелинейной переопределенной
системе. Полученные решения дополняют известные классы точных решений уравнений
гидродинамики.
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