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УРАВНЕНИЯ ТРАНСЗВУКОВОГО ДВИЖЕНИЯ ГАЗА
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Исследуются точные решения уравнения Кармана — Гудерлея, описывающего в около-
звуковом приближении пространственные течения газа. Построено групповое расслое-
ние уравнения по бесконечномерной части допускаемой группы. Получены новые инва-
риантные и частично инвариантные решения. Для инвариантных подмоделей с одной
независимой переменной проанализирована возможность существования непрерывных
во всем пространстве решений. Построено решение уравнения Кармана — Гудерлея
типа двойной волны.
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1. Постановка задачи. Одной из распространенных моделей, используемых при
описании околозвуковых течений газа, является уравнение Кармана — Гудерлея

−ϕxϕxx + ϕyy + ϕzz = 0. (1.1)

Это уравнение описывает малые возмущения звукового потока, движущегося вдоль оси
Ox. Вывод данного уравнения и примеры решения конкретных газодинамических задач
имеются в [1–3]. Наиболее подробно исследован случай двух независимых переменных.
При этом уравнение (1.1) эквивалентно системе двух уравнений первого порядка, кото-
рая линеаризуется преобразованием годографа. Групповые свойства и точные решения
такой системы изучены в [4]. В пространственном случае в основном исследованы автомо-
дельные решения уравнения (1.1). Применение методов группового анализа к уравнению
Кармана — Гудерлея позволяет дополнить список его точных решений.

При классификации решений оказалось полезным построение группового расслоения

уравнения (1.1) по бесконечномерной части допускаемой группы. На основе группового
расслоения получены и приведены все инвариантные подмодели с одной и двумя незави-
симыми переменными. Для подмоделей, в которых инвариантная независимая перемен-
ная линейно зависит от полярного угла, проанализирована возможность существования
непрерывных во всем пространстве решений. Построено частично инвариантное решение
уравнения (1.1) типа двойной волны, обладающее произволом в четыре функции одного
аргумента. Остальные частично инвариантные решения могут быть получены с исполь-
зованием построенной в настоящей работе оптимальной системы подгрупп для конечно-
мерной части допускаемой группы.

2. Групповые свойства уравнения Кармана — Гудерлея. Непосредственным
вычислением показано, что уравнение (1.1) допускает бесконечномерную алгебру преоб-
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разований L6 ⊕ L∞. Ее конечная часть L6 порождается следующими операторами:

Y1 = ∂x, Y2 = ∂y, Y3 = ∂z, Y4 = z∂y − y∂z,

Y5 = y∂y + z∂z − 2ϕ∂ϕ, Y6 = x∂x + 3ϕ∂ϕ.
(2.1)

Бесконечномерной части L∞ допускаемой алгебры соответствует оператор

X∞ = f(y, z)∂ϕ, ∆f(y, z) = 0. (2.2)

Нетривиальных контактных преобразований, допускаемых уравнением (1.1), не существу-
ет. Целью данной работы является построение инвариантно-групповых решений уравне-
ния (1.1) на основе допускаемой группы, соответствующей алгебре Ли L6 ⊕ L∞. Беско-
нечномерность допускаемой группы преобразований не позволяет конструктивно описать

множество классов ее сопряженных подгрупп. Для решения этой проблемы ниже стро-
ится групповое расслоение уравнения (1.1) по бесконечномерной части L∞ допускаемой

группы. Данное преобразование уравнения Кармана — Гудерлея позволяет представить

его в виде эквивалентного объединения двух систем: автоморфной и разрешающей. Авто-
морфная система обладает следующим свойством: любые два ее решения лежат на орбите
одного из них, т. е. переводятся одно в другое с помощью группового преобразования.
Напротив, разрешающая система не допускает группы, по которой строится расслоение,
и, таким образом, “различает” орбиты существенно различных решений. Разрешающая
система наследует лишь конечномерную часть исходной допускаемой группы, ее реше-
ния классифицируются на основе известного алгоритма [5]. Решения исходного уравнения
восстанавливаются интегрированием автоморфной системы. Подробные сведения об ав-
томорфных системах дифференциальных уравнений и алгоритм построения группового

расслоения по заданной группе содержатся в [6].
Первый этап построения группового расслоения состоит в вычислении базиса диффе-

ренциальных инвариантов для преобразования, порождаемого алгеброй L∞.
Лемма 1. Базис дифференциальных инвариантов для преобразования, порождаемого

оператором X∞, может быть выбран следующим:

x, y, z, ϕx, ϕyy + ϕzz. (2.3)

Операторами инвариантного дифференцирования являются операторы полного диффе-
ренцирования по независимым переменным x, y, z.
Доказательство леммы проводится следующим образом. Сначала показывается,

что функции (2.3) являются инвариантами продолженного оператора X∞. Затем, вы-
числив размерности продолженного пространства и ранг продолженной группы, можно
убедиться, что дифференцированием функций (2.3) по независимым переменным можно
получить любой инвариант сколь угодно высокого порядка.

Лемма 2. Групповое расслоение уравнения (1.1) задается автоморфной системой,
состоящей из двух уравнений

ϕx = a, ϕyy + ϕzz = aax (2.4)

и разрешающего уравнения, определяющего функцию a(x, y, z):

−aaxx − a2
x + ayy + azz = 0. (2.5)

Доказательство. Для построения группового расслоения необходимо назначить два
инварианта из базиса функциями оставшихся трех. В данном случае в качестве незави-
симых переменных выбираются инварианты x, y, z. С учетом исходного уравнения (1.1)
получаем систему (2.4). Единственным условием ее совместности является уравнение (2.5),
задающее разрешающую часть группового расслоения. Автоморфность системы (2.4) (как
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Та бли ц а 1

Номер

оператора
X1 X2 X3 X4 X5 X6

X1 0 0 0 0 0 X1

X2 0 0 0 −X3 X2 0
X3 0 0 0 X2 X3 0
X4 0 X3 −X2 0 0 0
X5 0 −X2 −X3 0 0 0
X6 −X1 0 0 0 0 0

Та бли ц а 2

Ai x̄1 x̄2 x̄3

A1 x1 − α1x
6 x2 x3

A2 x1 x2 − α2x
5 x3 + α2x

4

A3 x1 x2 − α3x
4 x3 − α3x

5

A4 x1 x2 cos α4 + x3 sinα4 −x2 sinα4 + x3 cos α4

A5 x1 α5x
2 α5x

3

A6 α6x
1 x2 x3

системы для функции ϕ при заданной функции a) следует из того, что произвол в решении
ее первого уравнения есть аддитивная функция, зависящая от y и z, а произвол в реше-
нии второго уравнения — аддитивная функция переменных x, y, z, гармоническая по y, z.
Таким образом, общий произвол в решении системы (2.4) есть аддитивная гармоническая
функция переменных y, z. Этот произвол исчерпывается преобразованием, порождаемым
оператором X∞.

Вычисление группы касательных преобразований, допускаемых уравнением (2.5), по-
казало, что оно допускает лишь конечномерную алгебру Ли L6, изоморфную алгебре (2.1).
Базис ее операторов можно выбрать в следующем виде:

X1 = ∂x, X2 = ∂y, X3 = ∂z, X4 = z∂y − y∂z,

X5 = y∂y + z∂z − 2a∂a, X6 = x∂x + 2a∂a.
(2.6)

Конечномерность алгебры (2.6) позволяет построить ее оптимальную систему подалгебр
и дать полное описание инвариантно-групповых решений уравнения (2.5). Исходная функ-
ция ϕ восстанавливается интегрированием инволютивной системы (2.4) с известной функ-
цией a(x, y, z).

3. Оптимальная система подалгебр. Для построения оптимальной системы под-
алгебр ΘL6 используется двухшаговый алгоритм, основанный на композиционном ряде
идеалов алгебры [5]. Коммутационные соотношения алгебры (2.6) приведены в табл. 1.

Группа внутренних автоморфизмов IntL6 порождается набором однопараметриче-
ских групп Ai, построенных для каждого базисного вектора Xi. Их действие на про-
извольный элемент X = xiXi ∈ L6 описывается действием соответствующих матриц

Ai(αi) = exp (αi adXi) на вектор-столбец x = (xi) (табл. 2). Координаты x4, x5, x6 явля-
ются инвариантами группы внутренних автоморфизмов. В силу инволюций x → −x и
(y, z) → −(y, z) можно считать, что параметры α5 и α6 принимают как положительные,
так и отрицательные значения. Используется композиционный ряд идеалов

{X1} ⊂ {X1, X2, X3} ⊂ {X1, X2, X3, X4} ⊂ {X1, X2, X3, X4, X5} ⊂ L6, (3.1)

на каждом шаге которого возможно разложение идеал — подалгебра.
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В координатном представлении каждой r-мерной подалгебре M ⊂ L6 соответству-
ет (r × 6)-матрица M = {ξi

j}, строки которой содержат координаты ее базисных эле-

ментов. Между строками Hj = (ξ1j , . . . , ξ
6
j ) должны выполняться условия подалгебры

[Hp, Hq] = Ks
pqHs, p, q = 1, . . . , r, где коммутатор [Hp, Hq] вычисляется по формуле

[Hp, Hq]
l = C l

ijξ
i
pξ

j
q (C l

ij — структурный тензор алгебры L6 (см. табл. 1); Ks
p,q — структур-

ный тензор алгебрыM). На множестве матрицM действуют преобразования базиса (про-
извольные преобразования строк) и внутренние автоморфизмы (преобразования столбцов,
определенные в табл. 2). Построение оптимальной системы подалгебр сводится к перечис-
лению с точностью до указанных преобразований всех матриц M , отвечающих условиям
подалгебры.

В соответствии с композиционным рядом (3.1) оптимальная системаΘL6 строится сле-
дующим образом: используется базовое разложение L6 = J⊕N с идеалом J = {X1, X2, X3}
и подалгеброй N = {X4, X5, X6}. Сначала конструируются оптимальные системы ΘN
и ΘJ .

Поскольку операторы X4, X5, X6 являются инвариантами группы IntL6, подалгеб-
ры N классифицируются только относительно преобразований базиса. Оптимальную си-
стему ΘN можно выбрать в виде

{X4, X5, X6},
{X5 + αX6, X4 + βX6}, {X4 + αX5, X6}, {X5, X6},
{X4 + αX5 + βX6}, {X5 + αX6}, {X6}.

(3.2)

Для построения оптимальной системы ΘJ можно использовать все преобразования
IntL6. В результате получим

{X1, X2, X3},
{X1 +X2, X3}, {X1, X3}, {X2, X3},
{X1 +X2}, {X1}, {X3}.

(3.3)

На последнем этапе оптимальные системы (3.2) и (3.3) “сращиваются” обычным способом.
Подалгебры L6 описываются (r × 6)-матрицами (r = 1, . . . , 6), которые преобразованиями
базиса всегда можно привести к блочному виду

M =

(
ξ η
ζ 0

)
.

Здесь блоки ξ, η, ζ — матрицы, содержащие по три столбца. Блок η соответствует пред-
ставителям ΘN , блок ζ — подалгебрам J , блок ξ — матрице с неопределенными коэффи-
циентами. После подстановки конкретных элементов Jk ∈ ΘJ и Nl ∈ ΘN в матрицу M
блок ξ максимально упрощается с помощью преобразований базиса, не меняющих блок η, и
внутренних автоморфизмов. Затем для строк матрицы M проверяются условия подалгеб-
ры, которые дают дополнительные ограничения на произвольные элементы, оставшиеся
в блоке ξ. Полученную оптимальную систему необходимо привести к нормализованной,
т. е. использовать произвол в выборе представителей классов эквивалентности таким об-
разом, чтобы вместе с каждой подалгеброй M в оптимальной системе ΘL6 содержался ее

нормализатор NorL6
M .

Нормализованная оптимальная система подалгебр ΘL6 приведена в п. 7.
4. Инвариантные подмодели. Для построения инвариантных подмоделей исполь-

зуются одномерные и двумерные представители оптимальной системы ΘL6. Инвариантное
представление для функции ϕ получим следующим образом. Для каждого представителя
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H ⊂ ΘL6 проверяются условия существования инвариантного решения уравнения (2.5).
Записывается представление для функции a, по которому восстанавливается представле-
ние для ϕ интегрированием автоморфной системы (2.4). Применим описанный алгоритм
к подмодели, описывающей течения газа с винтовыми поверхностями уровня.

Подмодель 2.4. Порождающая подалгебра задается операторами L2.4 = {X1 +X4, X5}.
В цилиндрической системе координат (x, r, θ) базисные операторы подалгебры записыва-
ются в виде

L2.4 = {∂x + ∂θ, r∂r − 2a∂a − 2ϕ∂ϕ}
(здесь объединены представления (2.1) и (2.6)). Инварианты L2.4:

λ = x− θ, r2ϕ, r2a. (4.1)

Представление решения: a = r−2b(λ). Подставляя представление решения в уравне-
ние (2.5), получим уравнение для инвариантной функции b(λ)

(b− 1)b′′ + b′2 − 4b = 0.

Восстанавливаем функцию ϕ интегрированием автоморфной системы (2.4), из первого
уравнения которой следует

ϕ =
1

r2

∫
b(λ) dx =

1

r2

∫
b(λ) dλ =

1

r2
B(λ) + ϕ0(r, θ). (4.2)

Здесь b(λ) = B′(λ); ϕ0 — некоторая пока произвольная функция. Подставляем представ-
ление (4.2) во второе уравнение (2.4). Группируя слагаемые, зависящие от разных пере-
менных, получаем уравнение

1

r4
(B′′ −B′B′′ + 4B) + ϕ0

rr +
1

r
ϕ0

r +
1

r2
ϕ0

θθ = 0. (4.3)

Разделяя переменные в (4.3), находим

(1−B′)B′′ + 4B = C, ϕ0
rr +

1

r
ϕ0

r +
1

r2
ϕ0

θθ = −C
r4
, C = const . (4.4)

В силу автоморфности системы (2.4) любые два ее решения связаны групповым преоб-
разованием (2.2), поэтому для определения функции ϕ0 достаточно найти любое частное

решение второго уравнения (4.4). Например, можно взять решение

ϕ0 = −C/(4r2). (4.5)

Из сравнения (4.2) и (4.5) следует, что с точностью до выбора функции B(λ) представление
функции ϕ эквивалентно представлению ϕ = r−2B(λ). Такое же представление можно
получить, отыскивая инвариантное L2.4-решение для исходного уравнения (1.1).

Для большинства представителей H ⊂ ΘL6 инвариантные подмодели, полученные
описанным выше способом, совпадают с H-инвариантными решениями уравнения (1.1).
Это не выполняется для подмоделей 2.8, 2.18 и 2.19. В этих случаях алгоритм, связанный с
интегрированием разрешающего уравнения и автоморфной системы, дает более широкий
класс решений.

Все инвариантные подмодели, зависящие от одной и двух независимых переменных,
приведены в табл. 3, 4. В первой графе указаны номера подмоделей в соответствии с номе-
рами порождающих подалгебр в ΘL6. Во второй графе приведено представление решения.
Инвариантная функция B зависит от инвариантных независимых переменных λ, µ в слу-
чае подмоделей ранга 2 и от одной переменной λ в случае подмоделей ранга 1. В третьей
графе приведено уравнение для определения функции B. В большинстве подмоделей инва-
риантная независимая переменная выбрана таким образом, чтобы полученное уравнение
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Таб ли ц а 3

Номер

подмодели
Представление решения Уравнения подмодели

2.1 ϕ = x3r−2B(λ),
λ = αθ + β ln r − ln |x|

(α2 + β2 − 3B + B′)B′′ − 5(B′)2 +
+ (−4β + 21B)B′ + 4B − 18B2 = 0

2.2 ϕ = r−2B(λ), λ = x B′B′′ = 4B

2.3 ϕ = r−2B(λ), λ = x− αθ − ln r (1 + α2 −B′)B′′ + 4B′ + 4B = 0

2.4 ϕ = r−2B(λ), λ = x− θ (1−B′)B′′ + 4B = 0

2.5 ϕ = x3r−2B(λ), λ = αθ − ln r (1 + α2)B′′ + 4B′ + 4B − 18B2 = 0

2.6 ϕ = x3r−2B(λ), λ = θ B′′ + 4B − 18B2 = 0

2.8 ϕ = z(B(λ) + C ln |z|),
λ = (x− y)/z

B′′(B′ − 1− λ2) = C

2.9 ϕ = x3y−2B(λ), λ = x y−α (α2 − 3B − λB′)λ2B′′ + (5α + α2 −
− 24B)λB′ − 6λ2(B′)2 − 18B2 + 6B = 0

2.10 ϕ = y−2B(λ), λ = x B′B′′ = 6B

2.11 ϕ = y−2B(λ), λ = x− ln |y| (1−B′)B′′ + 5B′ + 6B = 0

2.14 ϕ = x3B(λ), λ = y B′′ = 18B2

2.15 ϕ = x3B(λ), λ = y − ln |x| (1− 3B + B′)B′′ − 5(B′)2 + 21BB′ − 18B2 = 0

2.18 λ = x− z ϕ = x + sign (x− y) y2/4± 2|x− y|3/2/3

2.19 λ = z ϕ = ±|x|3/2 + 9 sign(x) y2/16

для функции B было автономным. Указаны только те подмодели, в которых функция ϕ
зависит от переменной x.

5. Подмодели ранга 1. Для выяснения характера движения, описываемого инвари-
антными подмоделями, большую роль играет вид поверхностей уровня λ = const. Такие
важные характеристики течения, как звуковая поверхность, форма ударной волны, инва-
риантные характеристики, предельная поверхность, задаются уравнением λ = C с неко-
торой константой C, определяемой из дополнительных условий. Из табл. 3 следует, что
вид поверхностей уровня может быть достаточно нетривиальным.

В подмоделях 2.1, 2.3, 2.4, 2.5, 2.6 инвариантная независимая переменная λ линейно
зависит от полярного угла θ. Это обстоятельство накладывает ограничение на возможный
вид функции B: для непрерывности решения во всем пространстве функция B должна

быть периодической с полупериодом

T = π/N, N ∈ N. (5.1)

Анализ особых точек на фазовой плоскости (B′, B) для всех перечисленных подмоделей
показал, что особые точки типа “центр” имеют лишь подмодели 2.4 и 2.6. Проверим для
них возможность выполнения условия (5.1).
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Та бли ц а 4

Номер

подмодели
Представление решения Уравнение подмодели

1.1 ϕ = r−2B(λ, µ),
λ = αθ − ln r, µ = x− θ

(1 + α2)Bλλ + (1−Bµ)Bµµ − 2αBλµ +
+ 4Bλ + 4B = 0

1.2 ϕ = x3r−2B(λ, µ), λ = αθ − ln r,
µ = ln r − k ln |x|, k = α/β

(1 + α2)Bλλ + (1− 3k2B + k3Bµ) Bµµ − 2 Bλµ +
+ 4Bλ + (21kB − 4)Bµ − 5k2B2

µ − 18B2 + 4B = 0

1.3 ϕ = r−2B(λ, µ), λ = αθ − ln r, µ = x (1 + α2)Bλλ −BµBµµ + 4Bλ + 4B = 0

1.4 ϕ = r−2B(λ, µ), λ = θ, µ = x− ln r Bλλ + (1−Bµ)Bµµ + 4Bµ + 4B = 0

1.5 ϕ = x3r−2B(λ, µ), λ = θ,
µ = ln |x| − α ln r

Bλλ + (α2 − 3B −Bµ)Bµµ − 5B2
µ +

+ (4α− 21B)Bµ − 18B2 + 4B = 0

1.6 ϕ = r−2B(λ, µ), λ = θ, µ = x Bλλ −Bµ Bµµ + 4B = 0

1.7 ϕ = x3B(λ, µ),
λ = z, µ = y − ln |x|

Bλλ + (1− 3B + Bµ)Bµµ −
− 5B2

µ + 21B Bµ = 18B2

1.8 ϕ = x3B(λ, µ), λ = x, µ = y Bλλ + Bµµ = 18B2

1.9 ϕ = B(λ, µ), λ = x− y, µ = x (1−Bλ)Bλλ + Bµµ = 0

1.10 ϕ = B(λ, µ), λ = x, µ = y Bλ Bλλ −Bµµ = 0

Подмодель 2.4. Представление решения в цилиндрической системе координат имеет
вид

ϕ = B(λ)/r2, λ = x− θ. (5.2)

Функция B(λ) удовлетворяет уравнению

(1−B′)B′′ + 4B = 0. (5.3)

В параметрическом виде общее решение уравнения (5.3) задается формулами

λ = ∓
√

3

2

∫
(p+ 1) dp√
C + 2p3 − 3p2

, B = ± 1

2
√

3

√
C + 2p3 − 3p2

и может быть представлено в терминах эллиптических функций. Однако поведение функ-
ции B(λ) удобно описывать по картине интегральных кривых на фазовой плоскости (p,B),
p = B′, которые задаются уравнением

−2p3 + 3p2 + 12B2 = C. (5.4)

Согласно классификации Ньютона кривая (5.4) представляет собой расходящуюся пара-
болу. Кривые (5.4) при различных значениях C представлены на рис. 1. Имеется два
критических значения C = 0 и C = 1. В первом случае кривая (5.4) представляет собой
кривую (штриховая линия на рис. 1) и точку (0, 0). При 0 < C < 1 точка “разрастается”
в замкнутые кривые, и при C = 1 кривые справа и замкнутые кривые вокруг точки (0, 0)
смыкаются, образуя петлю (жирная линия на рис. 1). Периодическим решениям уравне-
ния (5.3) соответствуют значения 0 6 C 6 1. Полупериод решения есть

T =

√
3

2

p2∫
p1

(p+ 1) dp√
C + 2p3 − 3p2

, (5.5)

где pi — корни уравнения C = −2p3 + 3p2, упорядоченные по возрастанию (рис. 2).
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Рис. 1 Рис. 2

Рассмотрим предельные случаи C → 0 и C → 1. В первом случае p1, p2 → 0, p3 → 3/2.
Совершая в (5.5) предельный переход при C → 0, получаем

T =

√
3

2
√

2

p2∫
p1

p+ 1√
p3 − p

d p√
(p2 − p)(p− p1)

−→
C→0

π

2
.

В случае C → 1 решение уравнения (5.3) вычисляется явно:

B = λ(4λ2/9− 1)/2.

Его полупериод есть T = 3/2. При промежуточных значениях 0 < C < 1 функция T (C)
монотонно убывает. Таким образом,

3/2 6 T 6 π/2. (5.6)

Для непрерывности решения во всем пространстве необходимо выполнение равен-
ства (5.1). Из (5.1) и (5.6) следует, что N = 2. Но тогда C = 0, что соответствует ϕ ≡ 0.
Таким образом, нетривиальных непрерывных во всем пространстве движений газа ви-
да (5.2) не существует.

Подмодель 2.6. Представление решения имеет вид ϕ = x3r−2B(θ). Уравнение подмо-
дели:

B′′ + 4B + 18B2 = 0.

Уравнение кривых на фазовой плоскости (p,B):

p2 + 4B2 + 12B3 = 4C.

Эти кривые также представляют собой расходящуюся параболу. Замкнутым кривым со-
ответствуют значения 0 < C < 4/243. Полупериод решения:

T =
1

2

B3∫
B2

dB√
C − 3B3 −B2

.

Здесь Bi — корни уравнения 3B3 + B2 = C, упорядоченные по возрастанию. Предельные
значения: T → π/2 при C → 0 и T → +∞ при C → 4/243. При 0 < C < 4/243 полупериод T
монотонно возрастает. Таким образом,

π/2 6 T 6 +∞.
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Существует два значения T , удовлетворяющих (5.1) при N = 1 и N = 2. Случай N = 2
соответствует тривиальному решению ϕ ≡ 0. Таким образом, единственным нетривиаль-
ным непрерывным во всем пространстве решением является 2π-периодическое решение,
получаемое при C ≈ 0,016 436.

6.Кратные волны. Решения с вырожденным годографом, или кратные волны, с точ-
ки зрения группового анализа дифференциальных уравнений являются нерегулярными ча-
стично инвариантными решениями, построенными на полной группе переносов простран-
ства независимых переменных [6]. Для уравнений газовой динамики большое количество
решений типа кратных волн приведено в [7]. Достаточно полно изучен случай потенци-
альных течений газа. Ниже описаны решения типа кратных волн для уравнения (1.1).

Для получения частично инвариантных решений необходимо рассмотреть первое про-
должение базового пространства. В уравнении (1.1) введем обозначения

u = ϕx, v = ϕy, w = ϕz, (6.1)

в уравнении (2.5) —

u = ax, v = ay, w = az. (6.2)

В обоих случаях должно выполняться равенство

rot u = 0. (6.3)

6.1. Простая волна. Решение типа простой волны для уравнения трансзвуковых дви-
жений газа (1.1) является классическим. В пространственном случае оно задается соотно-
шениями

v = v(u), w = w(u), u = u(x, y, z). (6.4)

Подставляя (6.4) в (1.1) и (6.3), получим переопределенную систему для определения ин-
вариантных функций v(u) и w(u) и “лишней” функции u(x, y, z). Эта система оказывается
совместной. Ее общее решение задается следующим набором конечных соотношений:

−u+ v′2(u) + w′2(u) = 0,

−x+ yv′(u) + zw′(u) + f ′(u) = 0,

ϕ = −xu+ yv(u) + zw(u)− f(u).

(6.5)

Решение определено с произволом в две функции одного аргумента. Например, можно
задать произвольно функции v(u) и f(u). Тогда функция w(u) находится из первого урав-
нения (6.5). Зависимость u(x, y, z) определяется неявно вторым уравнением (6.5). Подстав-
ляя полученные функции в последнее соотношение (6.5), получим выражение для функции
ϕ(x, y, z). Свойства простой волны описаны в [6, с. 299] (поверхности уровня простой волны
являются характеристическими плоскостями). Следует отметить, что простая волна (6.5)
существует лишь в области гиперболичности уравнения (1.1): ϕx > 0.

Простая волна для разрешающего уравнения (2.5) редуцируется к инвариантному ре-
шению, задаваемому подмоделью 2.18.

6.2. Двойная волна. При анализе двойных волн важную роль играет теорема о редук-
ции двойных волн, доказанная в [6, с. 302]. Для ее формулировки для параметров двойной
волны введем обозначения λ(x), µ(x). Предположим, что в результате анализа уравнений
двойной волны удалось выделить подсистему первого порядка, линейную и однородную

по производным от λ, µ:

Ai
ν(λ, µ)λi +Bi

ν(λ, µ)µi = 0 (ν = 1, . . . , N). (6.6)
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Теорема. Если в системе (6.6) число независимых уравнений N = 2n − 1 (n — ко-
личество независимых переменных, являющихся компонентами вектора x), то двойная
волна есть инвариантное решение относительно некоторой подгруппы группы перено-
сов пространства Rn, расширенной гомотетией.

В рассматриваемом случае n = 3, поэтому в силу теоремы действует “запрет пятого
уравнения”: если в результате анализа переопределенной системы для “лишних” функ-
ций появляются пять уравнений вида (6.6), то соответствующее решение редуцируется к
инвариантному.

С учетом обозначений (6.1) представление решения выбираем в виде

u = u(v, w), v = v(x, y, z), w = w(x, y, z). (6.7)

Функция u является инвариантной, функции v и w — “лишними”. Подставляя представ-
ление (6.7) в (1.1) и (6.3), получим четыре уравнения, которые после некоторых преобра-
зований записываются следующим образом:

vx =
vy(1 + uu2

v) + wz(1− uu2
w)

2uuv
, wx =

vy(1− uu2
v) + wz(1 + uu2

w)

2uuw
,

vz =
vy(1− uu2

v) + wz(1− uu2
w)

2uuvuw
, wy =

vy(1− uu2
v) + wz(1− uu2

w)

2uuvuw
.

(6.8)

Для нередуцируемости двойной волны условия совместности (6.8) должны выполняться
тождественно. Дифференцируя уравнения (6.8) по переменным x, y, z, получим систему
12 уравнений, содержащую 12 вторых производных от функций v и w. Матрица коэф-
фициентов при вторых производных имеет ранг, равный 10. Таким образом, существует
две линейные комбинации уравнений, при которых вторые производные исключаются из
системы. Одна из этих комбинаций оказывается тождеством, т. е. не дает новых уравне-
ний на первые производные от функций v и w. Исключая вторые производные с помощью
другой линейной комбинации, получаем уравнение, которое выполняется в одном из двух
случаев:

a) ((1− uu2
v)vy + (1− uu2

w)wz)
2 = 4u2u2

vu
2
wvywz; (6.9)

б) (1− uu2
w)uvv + (1− uu2

v)uww + 2uuvuwuvw = 0. (6.10)

В случае “a” имеем пятое уравнение, линейно связывающее производные от функ-
ций v и w. В силу теоремы это означает редукцию решения к инвариантному. Уравнение
(6.10) (случай “б”) дает условие только на инвариантную функцию u(v, w). Пятого уравне-
ния для “лишних” функций не появляется, значит, решение не редуцируется. Проверяем
инволютивность системы (6.8), (6.10). Характеры Картана [8] для этой системы равны
σ1 = 2, σ2 = 0, σ3 = 0. Число Картана Q = 2. Среди всех вторых производных от “лиш-
них” функций u, v только две являются свободными в силу продолженной системы (6.8).
Если имеет место уравнение (6.10), то продолженная система не дает дополнительных
ограничений на первые производные. Таким образом, критерий Картана выполнен, и си-
стема (6.8) находится в инволюции. Ее решение определяется с произволом в две функции
одного аргумента.

Проинтегрируем полученную систему. Отметим, что уравнения (6.8) эквивалентны
следующим:

ϕx = u(ϕy, ϕz), (1− uu2
v)ϕyy + (1− uu2

w)ϕzz = 2uuvuwϕyz. (6.11)

Второе уравнение (6.11) получено исключением производных ϕx и ϕxx из (1.1) с исполь-
зованием первого уравнения (6.11). Первое уравнение (6.11) интегрируется методом Ко-
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ши [9]. В параметрическом виде его решение определяется следующими формулами:

ϕ = u(p1, p2)x+ p1y + p2z + ψ0(p1, p2),

∂u

∂p1
x+ y +

∂ψ0

∂p1
= 0,

∂u

∂p2
x+ z +

∂ψ0

∂p2
= 0.

(6.12)

Здесь p1, p2 — параметры; ψ0(p1, p2) — произвольная функция. Записывая второе уравне-
ние (6.11) с учетом (6.12), получаем(

1− u
∂u

∂p1

)∂p1

∂y
+

(
1− u

∂u

∂p2

)∂p2

∂z
= u

∂u

∂p1

∂u

∂p2

(∂p1

∂z
+
∂p2

∂y

)
. (6.13)

Вычисляя производные (pi)y и (pi)z, подставляя в уравнение (6.13) и расщепляя полученное
выражение по переменной x, получим два уравнения. Одно из них определяет функцию u
и совпадает с полученным при анализе условий совместности уравнением (6.10). Второе
является ограничением для функции ψ0(p1, p2):(

1− u
∂u

∂p2

)∂ψ0

∂p2
1

+
(
1− u

∂u

∂p1

)∂ψ0

∂p2
2

+ 2u
∂u

∂p1

∂u

∂p2

∂ψ0

∂p1 ∂p2
= 0. (6.14)

Таким образом, для построения решения типа двойной волны необходимо определить
функцию u из решения уравнения (6.10), а затем найти функцию ψ0 как решение ли-
нейного уравнения (6.14). Искомый потенциал ϕ(x, y, z) определяется параметрически по
формулам (6.12). Произвол в решении — четыре функции одного аргумента.

В отличие от построенного решения двойная волна для разрешающего уравнения (2.5)
оказывается редуцируемой. Действительно, дифференцирование уравнений для функций
u, v, w и исключение вторых производных в этом случае всегда дает пятое уравнение, ли-
нейно связывающее первые производные от v, w. Это означает редукцию к инвариантному
решению в силу приведенной выше теоремы.

7. Результат построения оптимальной системы ΘL6. Ниже приведена норма-
лизованная оптимальная система подалгебр ΘL6. Представители оптимальной системы
нумеруются парой чисел, первое из которых означает размерность r, второе — номер N .
В первой графе табл. 5 указан номер представителя в данной размерности, во второй —
базисные операторы подалгебры (вместо базисных операторов Xi записаны только их но-
мера i). В третьей графе приведена ссылка (в формате “размерность.номер”) на подал-
гебру, являющуюся нормализатором в L6. Если в указанном в качестве нормализатора
представителе оптимальной системы содержатся произвольные параметры, то их значе-
ния в алфавитном порядке (α, β) перечислены в верхнем индексе. Так, для подалгебры L1.1

в третьей графе указан номер 3.30,0. Это означает, что ее нормализатором является под-
алгебра {X1, X4, X5} (представитель L3.3, в котором надо выбрать α = β = 0). Знак “=”
обозначает самонормализованную подалгебру. В четвертой графе для каждой подалгебры
приведен список ее конечных инвариантов. Поскольку алгебры (2.1) и (2.6) изоморфны, од-
новременно приведены инварианты в терминах функций a и ϕ. В некоторых подалгебрах
для записи инвариантов применены полярные координаты в плоскости (y, z): y = r cos θ,
z = r sin θ. Подалгебры размерностей 4, 5 и 6 не имеют конечных инвариантов.

Заключение. Применение группового расслоения для анализа инвариантных реше-
ний уравнения Кармана — Гудерлея позволило не проводить классификацию подалгебр

для бесконечномерной допускаемой алгебры Ли. При этом класс инвариантных решений
расширился по сравнению с тем, который можно получить непосредственно из уравне-
ния (1.1) без интегрирования автоморфной системы. Проверена возможность существова-
ния непрерывного во всем пространстве решения в подмоделях с линейной зависимостью

независимой переменной от полярного угла. Построено частично инвариантное решение
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Таб ли ц а 5

Номер

представителя
Базис NorL6 Инварианты

r = 6

1 1, 2, 3, 4, 5, 6 = 6.1

r = 5

1 1, 2, 4, 5, 6 = 5.1
2 1, 2, 3, 4 + α6, 5 + β6 6.1
3 1, 2, 3, 4 + α5, 6 6.1
4 1, 2, 3, 5, 6 6.1

r = 4

1 1, 4, 5, 6 = 4.1
2 2, 3, 4 + α6, 5 + β6; α2 + β2 6= 0 5.1
3 3, 4, 4, 5 6.1
4 2, 3, α1 + 4, 1 + 5 5.20,0

5 2, 3, 1 + 4, 5 5.20,0

6 2, 3, 4 + α5, 6 5.1
7 2, 3, 5, 6 = 4.7
8 2, 3, 5, 6 5.1
9 1, 2, 3, 4 + α5 + β6 6.1
10 1, 2, 3, 5 + α6 6.1
11 1, 2, 3, 6 6.1

r = 3

1 4, 5, 6 = 3.1 r2x−2a, r2x−3ϕ
2 3, 5, 6 = 3.2 y2x−2a, y2x−3ϕ
3 1, 4 + α6, 5 + β6 4.1 r2(1−β) e−2αθ a, r2−3β e−3αθ ϕ
4 1, 4 + α5, 6 4.1 r e−αθ

5 1, 5, 6 4.1 θ
6 2, 3, 4 + α5 + β6; β 6= 0 5.1 x2(α−β)/βa, x(2α−3β)/βϕ
7 2, 3, 4 + α5 6.1 x
8 2, 3, 1 + 4 + α5 5.20,0 e2αx a, e2αx ϕ
9 1, 3, 5 + α6 4.7 y2(1−α)a, y2−3αϕ
10 1 + 2, 3, 5 + 6 = 3.10 a, (x− y)−1ϕ
11 2, 3, 5 + α6; α 6= 0 5.1 x2(1−α)/αa, x(2−3α)/αϕ
12 2, 3, 5 6.1 x
13 2, 3, 1 + 5 5.20,0 e2x a, e2x ϕ
14 1, 3, 6 5.4 y
15 1, 3, 2 + 6 4.11 e−2y a, e−3y ϕ
16 2, 3, 6 5.1 x−2a, x−3ϕ
17 1, 2, 3 6.1 a, ϕ

r = 2

1 4 + α6, 5 + β6; α2 + β2 6= 0 3.1 xr−β e−αθ, r2x−2a, r2x−3ϕ
2 4, 5 4.1 x, r2a, r2ϕ
3 α1 + 4, 1 + 5 3.30,0 r eαθ−x, r2a, r2ϕ
4 1 + 4, 5 3.30,0 x− θ, r2a, r2ϕ
5 4 + α5, 6 3.1 r e−αθ, r2x−2a, r2x−3ϕ
6 5, 6 3.1 θ, r2x−2a, r2x−3ϕ
7 1, 4 + α5 + β6 4.1 r e−αθ, e2(α−β)θ a, e(2α−3β)θ ϕ
8 1 + 2, 5 + 6 = 2.8 (x− y)/z, a, z−1ϕ
9 3, 5 + α6; α 6= 0 3.2 xy−α, y2x−2a, y2x−3ϕ
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Оконч а н и е т а б л. 5

Номер

представителя
Базис NorL6 Инварианты

10 3, 5 4.7 x, y2a, y2ϕ
11 3, 1 + 5 3.90 x− ln |y|, y2a, y2ϕ
12 1, 5 + α6 4.1 θ, r2(1−α)a, r2−3αϕ
13 1, 3 5.4 y, a, ϕ
14 3, 6 4.8 y, x−2a, x−3ϕ
15 3, 2 + 6 3.16 x e−y, x−2a, x−3ϕ
16 1, 6 6.1 y, z
17 1, 2 + 6 4.11 z, e−2y a, e−3y ϕ
18 1 + 2, 3 4.101 x− y, a, ϕ
19 2, 3 6.1 x, a, ϕ

r = 1

1 1 + 4 + α5 3.30,0 x− θ, r eαθ, r2a, r2ϕ
2 4 + α5 + β6; β 6= 0 3.1 rx−α/β , r e−αθ, r2x−2a, r2x−3ϕ
3 4 + α5 4.1 x, r e−αθ, r2a, r2ϕ
4 1 + 5 3.30,0 x− ln |r|, θ, r2a, r2ϕ
5 5 + α6; α 6= 0 3.1 θ, xr−α, r2(1−α)a, r2−3αϕ
6 5 4.1 x, θ, r2a, r2ϕ
7 2 + 6 3.16 z, x e−y, e−2y a, e−3y ϕ
8 6 5.1 y, z, x−2a, x−3ϕ
9 1 + 2 4.101 x− y, z, a, ϕ
10 3 5.4 x, y, a, ϕ
11 1 6.1 y, z, a, ϕ

типа двойной волны. Это решение представлено в параметрическом виде и определяется
с произволом в четыре функции одного аргумента.

Дальнейшее построение точных решений уравнения Кармана — Гудерлея возможно

при систематическом изучении частично инвариантных решений, порождаемых подалгеб-
рами M ∈ ΘL6, dimM > 3. Кроме того, необходима физическая интерпретация решений,
полученных в данной работе.
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