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Рассмотрена задача развития трещины гидроразрыва вблизи круговой полости в трехмерной 
однородной упругой среде. Приведены результаты численных расчетов, выполненных с по-
мощью расширенного метода конечных элементов (XFEM), реализованного в программном 
пакете ABAQUS. Представлены различные варианты положения начальной дисковой трещи-
ны относительно полости. Найдены некоторые закономерности развития трехмерной трещи-
ны гидроразрыва вблизи полости.  
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The problem of hydraulic fracture development near a circular cavity is considered in a three-
dimensional homogeneous elastic medium. The results of numerical calculations using the extended 
finite element method (XFEM) implemented in the ABAQUS software package are presented.  
Different variants of the position of an initial disk fracture relative to the cavity are considered. 
Some patterns of a 3D hydraulic fracture development near the cavity are found. 
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Одна из технологией, применяемой при разработке полезных ископаемых, — гидравличес-
кий разрыв пласта (ГРП). С его помощью решаются такие задачи как интенсификация добычи 
нефти и газа [1], дегазация угольных пластов [2], разупрочнение горных пород [3, 4], создание 
противофильтрационных экранов вокруг горных выработок [5], определение напряженного 
состояния среды [6, 7]. Суть ГРП заключается в создании трещин внутри массива горной по-
роды путем закачивания в него жидкости. Прогнозирование параметров трещин является важной 
задачей, так как ее решение позволяет повысить эффективность применения данной технологии.  

Известно, что геометрия разрыва (траектория развития, длина, раскрытие) зависит от 
свойств горной породы, закачиваемой жидкости, строения среды и ее напряженного состояния, 
режима закачки жидкости и др. Отдельно можно выделить случай, когда трещины развиваются 
вблизи полостей/пустот. Такие условия могут возникать, например, при выполнении ГРП в 
шахтных условиях. 
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Некоторые вопросы развития трещин ГРП вблизи полостей/пустот рассматривались в [8 – 14]. 
В работе [8] предложена модель гидравлического разрыва в кровле горной выработки, которая 
имела прямоугольную форму. В [9 – 12] исследовалось поведение трещин ГРП вблизи полостей 
круговой формы в упругой среде в плоской постановке. В [13] рассматривалась задача модели-
рования ГРП вблизи свободной поверхности в рамках упругой и пороупругой модели, где пока-
зано, что траектории трещин в этих двух случаях различаются. В работе [14] изучалось 
влияние пороупругих параметров среды на трещины ГРП вблизи круговой полости. 

В данной статье рассмотрена задача развития трехмерной трещины гидроразрыва в упругой 
однородной среде, вблизи цилиндрической полости в условиях гидростатического напряжения 
в среде. В первой части работы приводятся основные уравнения, используемые для моделиро-
вания ГРП, во второй — результаты численных исследований, выполненных с помощью рас-
ширенного метода конечных элементов, реализованного в программном пакете ABAQUS. 

Основные уравнения модели. Предполагаем, что трещина гидроразрыва распространяется 
в однородной упругой среде, деформации которой определяются следующими уравнениями: 

 02ij ij ij pσ με λε δ α= + − , (1) 
где ijσ  — тензор напряжений твердой фазы тела; ( / / ) / 2ij i j j iu x u xε = ∂ ∂ + ∂ ∂  — тензор дефор-
маций; iu  — смещение твердой фазы; λ ,  — параметры Ламе твердой фазы (для сухой горной 
породы); 0ε  — объемная деформация; p — давление поровой жидкости;  — коэффициент Био. 

Поток жидкости внутри трещины и ее раскрытие связаны уравнением неразрывности  

 0d q
t

∂ + ∇ ⋅ =
∂

 , (2) 

где d — раскрытие трещины; 1 3 2( , , )q q q q= ; ( / )i iq d k p x= ∂ ∂ ; k  — эффективная проницаемость 
трещины в i-м направлении. Считаем, что жидкость является ньютоновской, а ее поток внутри 
трещины — течением Пуазейля. Тогда эффективная проницаемость трещины находится как 

 
2

212
dk
η

= − , (3) 

где 2 — динамическая вязкость жидкости разрыва. Утечки жидкости из трещины в среду не 
учитываются.  

Для моделирования роста трещины будет использоваться когезионная модель разрушения 
материала (CZM) [15, 16]. Эта модель позволяет избежать сингулярности на кончике трещины, 
возникающей в линейной упругой теории разрушения материала. При использовании CZM пред-
полагается, что перед кончиком трещины существует область разупрочнения материала. Пове-
дение материала в этой области описывается законом, который связывает возникающие напря-
жения и перемещения. Разрушение материала начинается при достижении заданного критичес-
кого значения σс ,  соответствующего прочности материала. После этого вычисляются новые зна-
чения cσ  и модуля упругости E  согласно заданному закону разрушения, который определяет 
переменную разрушения D. Расчет новых параметров материала происходит по формулам: 

(1 )c cDσ σ= − ,    (1 )E D E= −  (4) 
и продолжается пока cσ , E  не станут равными нулю, что означает полное разрушение и образо-
вание трещины. Более подробно описание данного процесса разрушения приведено в [13]. 

Описанные уравнения, определяющие поведение горной породы, которая содержит трещину, 
решались численно с помощью расширенного метода конечных элементов [16 – 19], известного 
как XFEM (eXtended Finite Element Method). Главное достоинство этого метода заключается  
в возможности моделирования процесса роста трещины без операции перестроения сетки. В дан-
ной работе использовалась реализация XFEM в программном пакете ABAQUS. 
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Численные эксперименты. Рассмотрим задачу взаимодействия трещины гидроразрыва и 
цилиндрической полости. Для численных исследований взят 3d куб со стороной 10 м, который 
содержит сквозную круговую полость с радиусом 0.5 м (рис. 1а). В модели создана начальная 
дисковая трещина гидроразрыва радиусом 0.2 м. Расстояние от начальной трещины до полости 
изменялось в ходе численных экспериментов. При расчетах использовалась однородная упру-
гая среда со следующими параметрами: модуль упругости E = 3.0 ГПа, коэффициент Пуассона 
ν = 0.3, критическая энергия разрушения Gc = 120 Н/м, критическое напряжение на разрыв 

0.75сσ =  МПа, динамическая вязкость жидкости 0.001 Па·с. Граничные условия выбирались 
таким образом, чтобы внутри куба достигалось необходимое напряженное состояния, а именно: 
на плоскости y перемещения y = 0, на плоскости z — z = 0, на плоскости x — x = 0. На плоскости 
y = 10 м прикладывается давление Syy, на плоскости z = 10 м — Szz; на плоскости x = 10 м — Sxx. 
Схематичное изображение граничных условий в плоскости xy изображено на рис. 1б. На поверх-
ность трещины, которая является свободной, прикладывается давление жидкости, рассчитан-
ное из решение совместной задачи (1), (2). Для удобства дальнейших рассуждений на рис. 1б 
введены обозначения радиуса полости R и расстояния от начальной трещины до полости s. 

 
Рис. 1. а — 3d модель с цилиндрической полостью и начальной трещиной; б — схематичное изоб-
ражение постановки задачи в плоскости xy 

На рис. 2 показана дискретизация модели. При расчетах использовалась сетка, образованная 
шестигранниками. Средний размер стороны дискретных элементов в области роста трещины 
составлял 0.055 м. На рис. 2а изображена сетка в плоскости xy, на рис. 2б — в плоскости x = 5 м 
вблизи полости. Существующие вытянутые элементы (размер по одному из направлений много 
больше другого) появились вследствие построения дискретизации расчетной области, содержа-
щей минимальное количество элементов. Такие элементы расположены на краях области и не 
влияют на результаты численных расчетов. 

 
Рис. 2. Дискретизация модели: а — сетка в плоскости xy; б — сетка в плоскости x = 5 м 
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Результаты численных экспериментов показаны на рис. 3: в левой колонке приведены трех-
мерные изображения полученных трещин, в правой — их проекции на плоскость xy. Пунктирной 
линией обозначена проекция цилиндрической полости. Для расчетов в среде устанавливалось 
гидростатическое напряжение сжатия, равное 3 МПа, т. е. Sxx = Syy = Szz =3 МПа. На рис. 3а, б 
расстояние между начальной трещиной и полостью равно двум радиусам полости (s = 2R), на 
рис. 3в, г — радиусу полости (s = R), на рис. 3д, е соответствует половине радиуса полости  
(s = R/2), на рис. 3ж, з соответствует четверти радиуса полости (s = R/4). В первом случае 
(рис. 3a) было закачено 9.13⋅10–4 м3 жидкости, во втором (рис. 3в) — 4.74⋅10–4 м3, в третьем 
(рис. 3д) — 4.05⋅10–4 м3, в четвертом (рис. 3е) — 5.01⋅10–4 м3. Видно, что при уменьшении рас-
стояния s трещина распространяется вдоль оси цилиндрической полости, принимая вытянутую 
форму. Такое поведение обусловлено тем, что вблизи границ полости радиальные напряжения 
меньше, чем на отдалении от нее, за счет чего достигаются благоприятные условия роста тре-
щины отрыва. В тоже время при приближении к полости осесимметричные напряжения возрас-
тают, не давая трещине выйти на ее границу даже при малых значениях расстояния s (рис. 3д). 
Если увеличивать s, то влияние полости будет снижаться, и форма трещины будет становиться 
ближе к дисковой (рис. 3а). При этом можно отметить, что при заданных параметрах модели, 
трещина незначительно распространяется вокруг полости (по радиальному направлению), как 
это хорошо наблюдается при рассмотрении 2d плоской задачи [11, 12, 14]. 

 
Рис. 3. 3d трещина ГРП вблизи цилиндрической полости при различных расстояниях между 
начальной трещиной и полостью в условиях гидростатического напряжения в среде, равного 
3⋅106 Па: а, в, д, ж — трехмерное изображение трещины; б, г, е, з — проекция трещины на 
плоскость xy; а, б — расстояние между начальной трещиной и полостью равно двум радиусам 
полости; в, г — радиусу полости; д, е — половине радиуса полости; ж, з — четверти радиуса 
полости  

В таблице приведены площади проекций трещин на плоскости xy, xz, и yz, полученных при 
закачивании одинакового объема жидкости, равного 4.05⋅10–4 м3 и при различных расстояниях 
между начальной трещиной и полостью. При расчетах в среде также устанавливалось гидро-
статическое напряжение, равное 3⋅106 Па. Видно, что при s = 2R размеры трещины оказались 
меньше, чем в остальных случаях из-за большего раскрытия. Далее при s = R получены мак-
симальные размеры трещины, которые затем снижались вместе с уменьшением расстояния s 
вследствие увеличения раскрытия трещины, которое, по-видимому, обусловлено ослаблением 
упругих свойств среды в области между трещиной и полостью (толщина материала между 
трещиной и поверхностью полости становится мала). 
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Площади проекций трещин на плоскость xy, xz и yz, полученные при  
закачивании 4.05⋅10–4 м3 жидкости, м2 

Расстояние между начальной 
трещиной и полостью  
(в радиусах полости) 

Площадь проекции трещины на плоскость  

xy xz yz 

2R 0.0577 0.0611 0.8162 
R 0.1508 0.1952 1.7462 

R / 2 0.095 0.1513 1.3112 
R / 4 0.0627 0.1671 1.2374 

 
ВЫВОДЫ 

В работе выполнены численные исследования развития трехмерной трещины гидроразрыва 
вблизи цилиндрической полости в упругой однородной среде. Показано, что в условиях гид-
ростатического напряженного состояния в среде, расстояние между начальной трещиной и 
полостью s, оказывает значительное влияние на распространение трещины. При уменьшении 
данного расстояния трещина стремится распространяться вдоль оси цилиндрической полости 
принимая вытянутую форму. С увеличением расстояния форма трещины становится ближе к 
дисковой. При этом напряжения вокруг полости, возникающие из-за гидростатического давле-
ния в среде, не дают трещине выходить на границу полости. 
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