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Сформулирована задача устойчивости поверхности песчаного дна в напорном канале
прямоугольной формы относительно одномерных по пространству возмущений. Задача
устойчивости русла решена с использованием аналитической формулы расхода наносов,
в которой учтено влияние придонного давления на движение наносов. Получена анали-
тическая зависимость длин донных волн от гидродинамических параметров потока и
диаметра донных частиц. Проведено сравнение полученной зависимости с эксперимен-
тальными данными.
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Введение. Анализ устойчивости донной поверхности, выполненный в работах [1–3]
с использованием оригинальной формулы расхода наносов, учитывающей влияние сво-
бодной поверхности потока на перенос наносов, показал, что в ряде случаев возмущение
свободной поверхности приводит к развитию донных волн. Однако в экспериментах [4]
установлено, что возникновение донных волн может происходить также в напорных ка-
налах, когда возмущения свободной поверхности отсутствуют и модель устойчивости по-
верхности дна, предложенная в работах [1–3], неприменима.

В данной работе на основе аналитической формулы расхода наносов [5] сформулирова-
на одномерная задача устойчивости поверхности песчаного дна напорного канала прямо-
угольной формы. Из решения задачи получена аналитическая зависимость, определяющая
длину волны для наиболее быстро растущих донных возмущений. Проведено сравнение
полученного решения с экспериментальными данными [4].

1. Уравнения гидродинамики. Рассматривается задача устойчивости поверхности
дна канала при воздействии гидродинамического потока. Для определения осредненного
по глубине поля скорости жидкости принимаются одномерные уравнения гидравлики [6]
(в длинноволновом приближении с учетом квадратичного закона сопротивления и дисси-
пативного слагаемого)
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где t — время; V — скорость потока, осредненная по глубине; ρw — плотность жидкости;
P — давление; g — ускорение свободного падения; ζ — функция, задающая форму поверх-
ности дна; λg — коэффициент гидравлического сопротивления; Q — расход жидкости;
νt — турбулентная вязкость потока; h — средняя глубина напорного канала.

Начало координат канала выберем таким образом, чтобы в начальный момент време-
ни t = 0 средняя по координате x функция ζ(x) была равна нулю: 〈ζ(x)〉 = 0. Последнее
диссипативное слагаемое в уравнении (1.1), несущественное в длинноволновом приближе-
нии, обеспечивает затухание коротких донных волн. Коэффициент гидравлического со-
противления λg определим как функцию диаметра донных частиц d и средней глубины
канала h [7]:

λg = n(d/h)1/3, n = 0,089 91.

Для решения задачи устойчивости требуется линеаризация уравнений (1.1), (1.2).
В случае ровного дна ζ = 0 решением задачи (1.1), (1.2) является однородный поток с
постоянной скоростью U . Скорость U определяется из условия баланса сил сопротивления

и заданного градиента давления
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Определим возмущенные решения для функций V и P в виде

V = U + u, P =
∂P ∗

∂x
x + P ′,

где u, P ′ — малые возмущения.
Из уравнения (1.2) выразим линеаризованную зависимость между возмущением дна ζ

и возмущением скорости потока u = Uζ/h. С учетом введенных определений выполним
линеаризацию уравнения (1.1) и получим уравнение для градиента динамического напо-
ра p
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где p = P ′/(ρwg) — гидравлический напор; Fr = U2/(gh) — безразмерное число Фруда.
2. Уравнения русловых деформаций. Форму поверхности дна можно определить

из уравнения сохранения массы песка [8]
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где ρs — плотность частиц песка; ε — коэффициент пористости песчаного дна; G —
удельный массовый расход донных наносов.

Согласно [5] удельный расход движущихся в придонном слое наносов G = (1− ε)ρsGε,
линеаризованный по малым параметрам ζ, ∂ζ/∂x, ∂p/∂x, определяется уравнением
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ϕ — угол внутреннего трения донных частиц; κ — постоянная Кармана; f — концентра-
ция частиц в придонном слое; cx — коэффициент лобового сопротивления частиц; T0 —
напряжение начала движения донных частиц; T — придонное касательное напряжение.
Уравнение (2.2) замыкает уравнение (2.1).

Подставляя уравнения (1.3), (2.2) в (2.1), получаем

∂ζ

∂t
+ A

∂2ζ

∂t ∂x
+ B

∂ζ

∂x
− C

∂2ζ

∂x2
−D

∂3ζ

∂x3
= 0, (2.3)

где

A = cS Fr2 h, B = 3S Fr (a + c Fr λg)U,

C = S Fr (b− c(1 + Fr))Uh, D = cS Fr2 νth.
(2.4)

3. Линейная задача развития донных возмущений. Возмущения донной поверх-
ности ζ зададим в виде

ζ = ζ0h exp (σt + ikx), (3.1)

где ζ0 — безразмерный коэффициент; k — волновое число; σ — частота колебаний волны.
Подставляя (3.1) в уравнение (2.3), получаем

σ + Aiσk + Bik − Ck2 −Dik3 = 0. (3.2)

Из решения (3.2) определим частоту колебаний донной волны

σ = −k
Bi− Ck −Dk2i

1 + Aki
.

Выделим из выражения для частоты σ ее действительную σR = Re (σ) и мнимую σm =
Im (σ) части:

σR = k2 C + A(Dk2 −B)

1 + A2k2
;

σm = k
−ACk2 + Dk2 −B

1 + A2k2
. (3.3)

Для определения максимально быстро растущей волны [8] найдем производную от σR

по k:

dσR
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= −2k
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= 0. (3.4)

Действительный корень, получаемый из решения уравнения (3.4), имеет вид

kmax =
1

A

√√
1 + A(AB − C)/D − 1 . (3.5)

Используя выражение λ = 2π/k и формулы (2.4), (3.5), для длины максимально быстро
растущей донной волны получаем

λ =
2πcS Fr2 h√√

1 + S Re Fr (c(1 + Fr)− b− 3S Fr2 c(a + cλg Fr))− 1

, (3.6)

где Re = Uh/νt — число Рейнольдса.
Проведено сравнение результатов расчетов по зависимости (3.6) с экспериментальны-

ми данными [9, 10] и результатами расчетов по феноменологической зависимости Коул-
мана [4] для течения в напорном канале глубиной h = 0,1 м при средней скорости потока
U = 0,5 м/с. Поскольку в работе Коулмана [4] не указаны значения физико-механических
параметров донных частиц, при проведении сравнения принимались значения, характер-
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Зависимость длины донной волны от диаметра донных частиц в напорном канале:
точки — экспериментальные данные, приведенные в работе [4] (1 — данные [4], 2 — дан-
ные [9], 3, 4 — данные [10], 5 — данные [12], 6 — данные [13], 7 — данные [14]), линии —
результаты расчетов (1 — зависимость Коулмана λ = 31,12d0,75, 2 — зависимость (3.6))

ные для песчаных материалов (ϕ = 28◦, ρb = 1,65, ε = 0,35) и водогрунтовой смеси (f = 0,1,
cx = 0,6, νt = 0,02). Постоянная Кармана κ, согласно опытам Никурадзе для чистой во-
ды, равна 0,4, для смеси в зависимости от концентрации f имеет меньшие значения [11]:
0,20 6 κ 6 0,35. В данной работе принято значение κ = 0,2.

На рисунке представлена зависимость длины донной волны от диаметра донных ча-
стиц.

Следует отметить, что полученное аналитическое решение (3.6) качественно хорошо
согласуется с экспериментальными данными только в области, соответствующей длинно-
волновому приближению (h 6 λ). Это обусловлено тем, что используемая в данной рабо-
те гидродинамическая модель является длинноволновой моделью мелкой воды. Вероятно,
поэтому результаты расчетов по зависимости (3.6) существенно отличаются от экспе-
риментальных данных [9, 10, 12–14], соответствующих коротковолновой области, однако
это различие не превышает стандартного разброса экспериментальных данных. Следова-
тельно, полученное в рамках линейного приближения задачи аналитическое решение (3.6)
согласуется с экспериментальными данными не только качественно, но и количественно.

Для определения скорости движения донных волн используем решение (3.3):

W = −σm

k
=

A(C − νt)k
2 + B

1 + A2k2
. (3.7)

С учетом малости числа Фруда для равнинных рек разложим выражение (3.7) в ряд
по этому числу. Отбрасывая в полученном разложении члены выше первого порядка, по-
лучаем зависимость, определяющую скорость движения донных возмущений:

W = 3aSU Fr,

или

W =
4(1− χ)λ1,5

g

κρb(1− ε) tg ϕ
U Fr . (3.8)

Заметим, что асимптотическая зависимость (3.8) обобщает формулу Пушкарева [15]

W = 0,0188U Fr

и согласуется с аналогичными решениями, полученными в работах [1–3], для открытых
потоков.
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Заключение. В работе сформулирована одномерная задача устойчивости поверхно-
сти песчаного дна напорного канала прямоугольной формы. Особенностями задачи явля-
ются нестационарность ее гидродинамической модели и наличие аналитической формулы

для расчета расхода наносов, которая учитывает влияние уклонов донной поверхности,
нормального и касательного напряжений на движение наносов.

В рамках линеаризованной постановки сформулированной задачи без использования

дополнительных гипотез получена аналитическая зависимость длины донной волны от

чисел Фруда и Рейнольдса при различных значениях физико-механических и грануломет-
рических характеристик донных частиц.

Проведено сравнение результатов расчетов по полученной зависимости длин донных

волн от диаметра донных частиц с известными экспериментальными данными, показав-
шее, что они хорошо согласуются.

Полученная для напорного канала асимптотическая формула скорости движения дон-
ных волн при малых числах Фруда обобщает эмпирическую формулу Пушкарева и хорошо

согласуется с известными решениями для открытых каналов.
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