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В данной статье мы исследуем апостериорные оценки ошибки смешанного метода конечных элемен-
тов для эллиптических задач оптимального управления с интегральным ограничением. Градиент нашего
метода принадлежит пространству квадратично-интегрируемых функций, а не классическому H(div; Ω)
пространству. Состояние и сопряженное состояние аппроксимируются парой P 2

0 -P1 (скорость–давление),
а переменная управления аппроксимируется кусочно-постоянными функциями. С использованием ме-
тода двойственного аргумента и энергетического метода мы получим апостериорные оценки остаточной
ошибки для всех переменных.
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In this paper, we investigate a posteriori error estimates of a mixed finite element method for elliptic
optimal control problems with an integral constraint. The gradient for our method belongs to the square
integrable space instead of the classical H(div; Ω) space. The state and co-state are approximated by the
P 2
0 -P1 (velocity–pressure) pair, and the control variable is approximated by piecewise constant functions.

Using a duality argument method and an energy method, we derive residual a posteriori error estimates for
all variables.

Keywords: elliptic equations, optimal control problems, a posteriori error estimates, a mixed finite ele-
ment method.

1. Введение

Задачи оптимального управления с дифференциальными уравнениями в частных
производных широко исследуются и применяются в науке и технике для численного
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ваний № 201646) и специального финансирования для молодых преподавателей университета Бэйхуа.
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моделирования. Было разработано много численных методов для решения таких задач
оптимального управления. Среди этих методов стандартная конечно-элементная аппрок-
симация задач оптимального управления широко изучена в литературе. Здесь невозмож-
но дать даже очень краткий обзор. Проведены исследования по сходимости и сверхсхо-
димости конечно-элементных аппроксимаций задач оптимального управления (см. [1, 6,
9, 15, 16, 25–29] по стандартному методу конечных элементов, [4, 5, 7] по смешанному
методу конечных элементов Равьяра–Тома и [11] по положительно определенному сме-
шанному методу конечных элементов с расщеплением). Систематическое использование
методов конечных элементов для дифференциальных уравнений в частных производных
(ДУЧП) и задач оптимального управления рассматривается, например, в [3, 18].

Адаптивная конечно-элементная аппроксимация — одно из наиболее важных средств
увеличения точности и эффективности конечно-элементной дискретизации. Она гаран-
тирует высокую плотность узлов на определенном участке заданной области, где аппрок-
симация решения затруднена. В основе любого адаптивного метода конечных элемен-
тов лежит апостериорная оценка (индикатор) ошибки. В последние годы использование
адаптивного метода конечных элементов широко исследовалось в оптимальном управ-
лении [2, 13, 14, 19–24, 32, 33]. Точные апостериорные оценки ошибки метода конечных
элементов для класса распределенных эллиптических задач оптимального управления
получены в [19]. Апостериорные оценки ошибки восстановления для конечно-элементной
аппроксимации были получены для эллиптических задач оптимального управления [20].
В [22] Ли и Ян изучали апостериорные оценки ошибки метода конечных элементов для
эллиптической граничной задачи управления. Они рассматривали апостериорные оцен-
ки ошибки для задач оптимального управления с уравнениями Стокса [23] и обсуждали
апостериорные оценки ошибки полностью дискретного метода конечных элементов для
параболических задач оптимального управления. Обратный метод Эйлера и разрывный
метод Галеркина использовались для временной дискретизации в [24] и [21] соответ-
ственно. В [2] авторы проанализировали конечно-элементную дискретизацию Галеркина
для класса ограниченных задач оптимального управления с интегральными или интегро-
дифференциальными уравнениями Фредгольма. Анализ, проведенный в этой статье, был
связан с получением априорных и апостериорных оценок ошибки для схем аппроксима-
ции. В [32] авторы получили эквивалентные апостериорные оценки ошибки с нижними
и верхними границами конечно-элементной аппроксимации задачи оптимального управ-
ления с ограничением с параболическим интегро-дифференциальным уравнением. В [14]
автором разработан смешанный непрерывный метод конечных элементов для линейных
параболических задач оптимального управления и получены априорные и апостериор-
ные оценки ошибки.

Недавно Чен с соавторами [8] разработали новую смешанную конечно-элементную
схему и использовали конечно-элементную пару P 2

0 -P1 для решения дифференциаль-
ных уравнений в частных производных. Градиент первичной переменной этого метода
принадлежит пространству квадратично-интегрируемых функций, а не классическому
H(div; Ω) пространству. С использованием этого метода мы можем получить две аппрок-
симации для градиента первичной переменной y: численную аппроксимацию решения ppph
и производную аппроксимации решения yh.

Цель данной статьи — получить апостериорные оценки ошибки новой смешанной
конечно-элементной аппроксимации для эллиптических задач управления. Нас интере-
суют следующие линейные задачи оптимального управления для переменных состояния
ppp, y и управления u с интегральным ограничением:
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min
u∈Uad

{
1

2
‖ppp− pppd‖2 +

1

2
‖y − yd‖2 +

ν

2
‖u‖2

}
, (1.1)

с уравнением состояния

−div(A(x)∇y) = f + u, x ∈ Ω, (1.2)

которое может быть записано как система первого порядка:

divppp = f + u, ppp = −A∇y, x ∈ Ω, (1.3)

и граничное условие имеет вид

y = 0, x ∈ ∂Ω, (1.4)

где Ω — многоугольная область. Обозначим через Uad допустимое множество для пере-
менной управления, которое определяется как

Uad =

{
u ∈ L2(Ω) :

∫
Ω
u dx ≥ 0

}
.

Предположим, что yd ∈ H1(Ω), pppd ∈
(
H1(Ω)

)2 и ν — фиксированное положительное
число. Коэффициент A(x) = (aij(x)) является симметрической матричной функцией с
aij(x) ∈W 1,∞(Ω), удовлетворяющей условию эллиптичности

a∗|ξ|2 ≤
2∑

i,j=1

aij(x)ξiξj ≤ a∗|ξ|2 ∀ (ξ, x) ∈ R2 × Ω̄, 0 < a∗ < a∗.

Статья построена следующим образом. В пункте 2 будет построена смешанная конеч-
но-элементная аппроксимация для задачи оптимального управления (1.1)–(1.4) и пред-
ставлены эквивалентные условия оптимальности. Основные результаты данной статьи
содержатся в п. 3, где с использованием метода двойственного аргумента и энергетиче-
ского метода будут получены апостериорные оценки остаточной ошибки для всех пере-
менных. В п. 4 дается краткий обзор полученных результатов и приводятся некоторые
возможные будущие их обобщения.

В данной статье мы используем стандартное обозначение Wm,p(Ω) для пространств
Соболева на Ω с нормой ‖ · ‖m,p, задаваемой путем

‖v‖pm,p =
∑
|α|≤m

‖Dαv‖pLp(Ω),

и полунормой | · |m,p, задаваемой как

|v|pm,p =
∑
|α|=m

‖Dαv‖pLp(Ω).

Положим Wm,p
0 (Ω) =

{
v ∈ Wm,p(Ω) : v |∂Ω = 0

}
. Для p = 2 обозначим Hm(Ω) =

Wm,2(Ω), Hm
0 (Ω) = Wm,2

0 (Ω) и ‖ · ‖m = ‖ · ‖m,2, ‖ · ‖ = ‖ · ‖0,2. Кроме того, C обознача-
ет общую положительную постоянную, не зависящую от h, где h — пространственный
размер сетки для дискретизации управления и состояния.
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2. Смешанные методы для задач оптимального управления

В этом пункте мы построим схему смешанной конечно-элементной аппроксимации
задачи управления (1.1)–(1.4).

Пусть
VVV =

(
L2(Ω)

)2 и W = H1
0 (Ω).

Как в [8], для (1.3) получим следующую вариационную формулировку:

− (ppp,∇w) = (f + u,w) ∀w ∈W,
(A−1ppp,vvv) + (∇y,vvv) = 0 ∀vvv ∈ VVV ,

где (·, ·) — скалярное произведение в L2(Ω).
Теперь приведем (1.1)–(1.4) к следующей слабой форме: найти (ppp, y, u) ∈ VVV ×W ×Uad

так, что

min
u∈Uad

{
1

2
‖ppp− pppd‖2 +

1

2
‖y − yd‖2 +

ν

2
‖u‖2

}
, (2.1)

− (ppp,∇w) = (f + u,w) ∀w ∈W, (2.2)

(A−1ppp,vvv) + (∇y,vvv) = 0 ∀vvv ∈ VVV . (2.3)

Поскольку целевой функционал выпуклый, из [18] следует, что задача оптимального
управления (2.1)–(2.3) имеет единственное решение (ppp, y, u), и что триплет (ppp, y, u) яв-
ляется решением (2.1)–(2.3), если и только если имеется сопряженное состояние (qqq, z) ∈
VVV ×W такое, что (ppp, y, qqq, z, u) удовлетворяет следующим условиям оптимальности:

−(ppp,∇w) = (f + u,w) ∀w ∈W, (2.4)

(A−1ppp,vvv) + (∇y,vvv) = 0 ∀vvv ∈ VVV , (2.5)

(qqq,∇w) = (y − yd, w) ∀w ∈W, (2.6)

(A−1qqq,vvv)− (∇z,vvv) = (ppp− pppd, vvv) ∀vvv ∈ VVV , (2.7)

(νu+ z, ũ− u) ≥ 0 ∀ ũ ∈ Uad . (2.8)

В [10] приведено выражение для переменной управления. Здесь мы используем этот
же метод для получения следующего оператора:

u =
max{0, z̄} − z

ν
, (2.9)

где z̄ =
∫

Ω z
/ ∫

Ω1 обозначает интегральное усреднение функции z на Ω.
Пусть Th обозначает регулярную триангуляцию области Ω, hτ — диаметр τ и

h = maxhτ . Пусть VVV h × Wh ⊂ VVV × W определяется конечно-элементной па-
рой P 2

0 -P1 [8, 31]:

VVV h =
{
vvvh = (vvv1h, vvv2h) ∈ VVV | vvv1h, vvv2h ∈ P0(τ) ∀ τ ∈ Th

}
,

Wh =
{
wh ∈ C0(Ω) ∩W | wh ∈ P1(τ) ∀ τ ∈ Th

}
.

Аппроксимированное пространство управления задается следующим образом:

Uh :=
{
ũh ∈ Uad : ∀ τ ∈ Th, ũh |τ= const

}
.



Т. Хоу 337

Прежде чем задать новую смешанную конечно-элементную схему, введем три про-
екционных оператора. Сначала определим стандартную эллиптическую проекцию [3]
Ph : W →Wh, удовлетворяющую для любого φ ∈W(

A∇(φ− Phφ),∇wh
)

= 0 ∀wh ∈Wh, (2.10)

‖φ− Phφ‖s ≤ Ch2−s‖φ‖2 ∀φ ∈ Hs(Ω), s = 0, 1. (2.11)

Теперь определим стандартную L2-проекцию Πh : VVV → VVV h, удовлетворяющую для
любого qqq ∈ VVV

(qqq −Πhqqq,vvvh) = 0 ∀vvvh ∈ VVV h, (2.12)

‖Πhqqq‖ ≤ C‖qqq‖, (2.13)

‖qqq −Πhqqq‖ ≤ Ch‖qqq‖1 ∀qqq ∈ (H1(Ω))2. (2.14)

Наконец, определим стандартную ортогональную L2-проекцию Qh : Uad → Uh, удо-
влетворяющую для любого u ∈ Uad

(u−Qhu, ũh) = 0 ∀ ũh ∈ Uh. (2.15)

Мы имеем следующее свойство аппроксимации:

‖u−Qhu‖−s,r ≤ Ch1+s|u|1,r ∀u ∈W 1,r(Ω), s = 0, 1. (2.16)

Тогда новая смешанная конечно-элементная дискретизация (2.1)–(2.3) имеет следу-
ющий вид: найти (ppph, yh, uh) ∈ VVV h ×Wh × Uh такие, что

min
uh∈Uh

{
1

2
‖ppph − pppd‖2 +

1

2
‖yh − yd‖2 +

ν

2
‖uh‖2

}
, (2.17)

− (ppph,∇wh) = (f + uh, wh) ∀wh ∈Wh, (2.18)

(A−1ppph, vvvh) + (∇yh, vvvh) = 0 ∀vvvh ∈ VVV h. (2.19)

Как и в “непрерывном” случае, приведенная выше задача оптимального управления име-
ет единственное решение (ppph, yh, uh), и триплет (ppph, yh, uh) является решением
(2.17)–(2.19), если и только если имеется сопряженное состояние (qqqh, zh) ∈ VVV h × Wh

такое, что (ppph, yh, qqqh, zh, uh) удовлетворяет следующим условиям оптимальности:

−(ppph,∇wh) = (f + uh, wh) ∀wh ∈Wh, (2.20)

(A−1ppph, vvvh) + (∇yh, vvvh) = 0 ∀vvvh ∈ VVV h, (2.21)

(qqqh,∇wh) = (yh − yd, wh) ∀wh ∈Wh, (2.22)

(A−1qqqh, vvvh)− (∇zh, vvvh) = (ppph − pppd, vvvh) ∀vvvh ∈ VVV h, (2.23)

(νuh + zh, ũh − uh) ≥ 0 ∀ ũh ∈ Uh. (2.24)

Для вариационного неравенства (2.24) мы получаем следующий вывод.

Лемма 2.1 [10]. Предположим, что zh в вариационном неравенстве (2.24) известно.
Тогда вариационное неравенство (2.24) имеет следующее решение:

uh = Qh

(
−zh
ν

+ max

{
0,
zh
ν

})
, zh =

∫
Ω zh∫
Ω1

.
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Далее в этой статье используем некоторые промежуточные переменные, определим
решение состояния

(
ppp(uh), y(uh), qqq(uh), z(uh)

)
∈
(
VVV ×W

)2, удовлетворяющее

−
(
ppp(uh),∇w

)
= (f + uh, w) ∀w ∈W, (2.25)(

A−1ppp(uh), vvv
)

+
(
∇y(uh), vvv

)
= 0 ∀vvv ∈ VVV , (2.26)(

qqq(uh),∇w
)

=
(
y(uh)− yd, w

)
∀w ∈W, (2.27)(

A−1qqq(uh), vvv
)
−
(
∇z(uh), vvv

)
=
(
ppp(uh)− pppd, vvv

)
∀vvv ∈ VVV . (2.28)

3. Апостериорные оценки ошибки

В этом пункте мы обсудим апостериорные оценки остаточной ошибки для задач оп-
тимального управления. Для получения оценок нам необходимы следующие три важные
леммы.

Лемма 3.1 [3]. Пусть πh — стандартный оператор интерполяции Лагранжа. Для
m = 0 или 1 и q > 1

2

|v − πhv|Wm,q(Ω) ≤ Ch2−m|v|W 2,q(Ω). (3.1)

Лемма 3.2. Пусть π̂h — усредняющий оператор интерполяции, определенный в [30].
Для m = 0 или 1 и 1 ≤ q ≤ ∞

|v − π̂hv|Wm,q(τ) ≤
∑

τ̄ ′∩τ̄ 6=∅

Chl−mτ |v|W 1,q(τ ′) ∀ v ∈W 1,q(Ω). (3.2)

Лемма 3.3 [17]. Для v ∈W 1,q(Ω) и 1 ≤ q <∞

‖v‖Wm,q(∂τ) ≤ C
(
h
− 1

q
τ ‖v‖W 0,q(τ) + h

l− 1
q

τ |v|W 1,q(τ)

)
. (3.3)

Используя оценки устойчивости, мы получим следующую лемму.

Лемма 3.4. Пусть (ppp, y, qqq, z) и
(
ppp(uh), y(uh), qqq(uh), z(uh)

)
— решения (2.4)–(2.7) и

(2.25)–(2.28) соответственно. Тогда мы имеем

‖y − y(uh)‖+ ‖∇
(
y − y(uh)

)
‖+ ‖ppp− ppp(uh)‖ ≤ C‖u− uh‖, (3.4)

‖z − z(uh)‖+ ‖∇
(
z − z(uh)

)
‖+ ‖qqq − qqq(uh)‖ ≤ C‖u− uh‖. (3.5)

Как в [10, лемма 3.2], мы можем доказать, что

Лемма 3.5. Пусть u и uh — решения (2.4)–(2.8) и (2.20)–(2.24) соответственно. Тогда
мы имеем

‖u− uh‖2 ≤ Cη2
0 + C‖z(uh)− zh‖2, (3.6)

где

η2
0 =

∑
τ∈Th

‖zh −Qhzh‖2L2(τ).
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Теперь получим основные результаты.

Теорема 3.1. Пусть (u, y,ppp, z, qqq) и (uh, yh, ppph, zh, qqqh) — решения (2.4)–(2.8) и (2.20)–
(2.24) соответственно. Тогда имеет место

‖u− uh‖2 + ‖∇(y − yh)‖2 + ‖ppp− ppph‖2 + ‖∇(z − zh)‖2 + ‖qqq − qqqh‖2 ≤ C
2∑
i=0

η2
i , (3.7)

где η0 определяется леммой 3.5, и

η2
1 =

∑
τ∈Th

h2
τ‖f + uh‖2L2(τ) +

∑
l∈∂Th

∫
l
hl[ppph · n]2 +

∑
τ∈Th

‖A−1ppph +∇yh‖2L2(τ),

η2
2 =

∑
τ∈Th

h2
τ‖yh − yd‖2L2(τ) +

∑
l∈∂Th

∫
l
hl[qqqh · n]2 +

∑
τ∈Th

‖ppph − pppd −A−1qqqh +∇zh‖2L2(τ),

где l — ребро элемента τ . Скачки нормальной производной [vvvh ·n]l на внутреннем ребре l
определяются как

[vvvh · n]l =
[
vvvh |τ1l − vvvh |τ2l

]
· n ,

n — единичный вектор нормали на l = τ1
l ∩ τ2

l , направленный вовне τ1
l , а hl — макси-

мальный диаметр ребра l.

Доказательство. Пусть для простоты

ey = y(uh)− yh, eppp = ppp(uh)− ppph,
ez = z(uh)− zh, eqqq = qqq(uh)− qqqh.

Из уравнений (2.25)–(2.28) и (2.20)–(2.23) легко получить следующие уравнения ошибки:

−(eppp,∇wh) = 0 ∀wh ∈Wh, (3.8)

(A−1eppp, vvvh) + (∇ey, vvvh) = 0 ∀vvvh ∈ VVV h, (3.9)

(eqqq,∇wh) = (ey, wh) ∀wh ∈Wh, (3.10)

(A−1eqqq, vvvh)− (∇ez, vvvh) = (eppp, vvvh) ∀vvvh ∈ VVV h. (3.11)

Из предположения об A, а также (3.8), (3.9), (2.20), (2.21), (2.25), (2.26), (3.2), (3.3) и
неравенства Коши следует, что

C‖eppp‖2 ≤
(
A−1

(
ppp(uh)− ppph

)
, ppp(uh)− ppph

)
=
(
A−1

(
ppp(uh)− ppph

)
, ppp(uh)

)
−
(
A−1ppp(uh), ppph

)
+
(
A−1ppph, ppph

)
=
(
∇y(uh), ppp(uh)

)
−
(
A−1ppp(uh), ppph

)
+
(
∇y(uh), ppph

)
−
(
∇yh, ppp(uh)

)
=−

(
f + uh, ey

)
−
(
A−1ppph +∇yh, eppp

)
−
(
ppph,∇ey

)
=−

(
f + uh, ey − π̂hey

)
−
(
A−1ppph +∇yh, eppp

)
−
(
ppph,∇(ey − π̂hey)

)
=−

∑
τ∈Th

∫
τ

(
f + uh

)(
ey − π̂hey

)
−
(
A−1ppph +∇yh, eppp

)
−
∑
l∈∂Th

∫
l
[ppph · n](ey − π̂hey)

≤ C‖η1‖2 + ε‖ey‖21 +
C

2
‖eppp‖2. (3.12)
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Кроме того, используя неравенство Пуанкаре и (2.26), легко увидеть, что

‖ey‖21 ≤C‖∇ey‖2 = C‖ −A−1eppp − (A−1ppph +∇yh)‖2

≤C‖A−1‖0,∞ ‖eppp ‖2 + C‖A−1ppph +∇yh‖2. (3.13)

Для достаточно малого ε, используя (3.12) и (3.13), получим

‖ey‖21 ‖eppp ‖2 ≤ C‖η1‖2. (3.14)

Подобно (3.12) и (3.13) получим

C‖eqqq‖2 ≤
(
A−1

(
qqq(uh)− qqqh

)
, qqq(uh)− qqqh

)
=
(
A−1qqq(uh), qqq(uh)

)
−
(
A−1qqqh, qqq(uh)

)
− (∇ez, qqqh)− (eppp, qqqh)

= (yh − yd, ez)− (qqqh,∇ez) + (eppp, eqqq) + (ey, ez) +
(
ppph − pppd +∇zh −A−1qqqh, eqqq

)
= (yh − yd, ez − π̂hez)−

(
qqqh,∇(ez − π̂hez)

)
+ (eppp, eqqq) + (ey, ez)+(

ppph − pppd +∇zh −A−1qqqh, eqqq
)

=
∑
τ∈Th

∫
τ
(yh − yd)(ez − π̂hez)−

∑
l∈∂Th

∫
l

[qqqh · n](ez − π̂hez)+(
ppph − pppd +∇zh −A−1qqqh, eqqq

)
+ (eppp, eqqq) + (ey, ez)

≤C‖η2‖2 + ε‖ez‖21 +
C

2
‖eqqq‖2 + C‖eppp‖2 + C‖ey‖2 (3.15)

и

‖ez‖21 ≤ C‖∇ez‖2 =C‖A−1qqq(uh)− ppp(uh) + pppd −∇zh‖2

≤C‖A−1‖0,∞ ‖eqqq‖2 + C‖ppph − pppd +∇zh −A−1qqqh‖2 + C‖eppp‖2. (3.16)

Для достаточно малого ε, используя (3.15) и (3.16), имеем

‖ez‖21 + ‖eqqq‖2 ≤ C
(
‖η1‖2 + ‖ey‖2 + ‖eppp‖2

)
. (3.17)

Объединив (3.14), (3.17) и леммы 3.4 и 3.5, завершаем доказательство.

Теперь напомним результат, полученный в работе Грисварда [12].

Лемма 3.6 [12]. Для любой функции F ∈ L2(Ω) решение φ уравнения

−div(A∇φ) = F в Ω, φ |∂Ω= 0, (3.18)

принадлежит H1
0 (Ω)∩H2(Ω). Кроме того, существует положительная постоянная C

такая, что

‖φ‖2 ≤ C‖F‖. (3.19)

Теорема 3.2. Пусть (u, y,ppp, z, qqq) и (uh, yh, ppph, zh, qqqh) — решения (2.4)– (2.8) и (2.20)–
(2.24) соответственно. Тогда мы имеем

‖u− uh‖2 + ‖y − yh‖2 + ‖z − zh‖2 ≤ C

(
η2

0 +
2∑
i=1

η̂2
i

)
, (3.20)

где η0 определяется в лемме 3.5, и
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η̂2
1 =

∑
τ∈Th

h4
τ‖f + uh‖2L2(τ) +

∑
l∈∂Th

∫
l
h3
l [ppph · n]2 +

∑
τ∈Th

h2
τ‖A−1ppph +∇yh‖2L2(τ),

η̂2
2 =

∑
τ∈Th

h4
τ‖yh − yd‖2L2(τ) +

∑
l∈∂Th

∫
l
h3
l [qqqh · n]2 +

∑
τ∈Th

h2
τ‖ppph − pppd −A−1qqqh +∇zh‖2L2(τ).

Доказательство. Сначала пусть φ ∈ H2(Ω) ∩ H1
0 (Ω) — решение (3.18) при

F = y(uh)− yh. Мы видим, что

‖ey‖2 = (A∇φ,∇ey)

= (A∇φ,∇y(uh))− (A∇φ,∇yh +A−1ppph) + (ppph,∇φ)

=
(
∇yh +A−1ppph,Πh(A∇φ)−A∇φ

)
+ (ppph,∇φ) + (f + uh, φ)

=
(
∇yh +A−1ppph,Πh(A∇φ)−A∇φ

)
+
(
ppph,∇(φ− πhφ)

)
+ (f + uh, φ− πhφ)

≤C‖φ‖2 η̂1, (3.21)

где мы использовали (3.8), (3.9), (2.20), (2.21), (2.25), (2.26), (3.1), (3.3), (2.14) и неравен-
ство Коши.

Теперь пусть φ ∈ H2(Ω)∩H1
0 (Ω) — решение (3.18) при F = z(uh)− zh. Подобно (3.21)

имеем

‖ez‖2 = (A∇φ,∇ez)
=
(
ppph − pppd −A−1qqqh +∇zh,Πh(A∇φ)−A∇φ

)
− (qqqh,∇φ)+

(yh − yd, φ) + (ey, φ)− (eppp, A∇φ)

= (yh − yd, φ− πhφ)−
(
qqqh,∇(φ− πhφ)

)
−
(
∇yh +A−1ppph,Πh(A2∇φ)−A2∇φ

)
+

(ey, φ) +
(
ey, div(A2∇φ)

)
+
(
ppph − pppd −A−1qqqh +∇zh,Πh(A∇φ)−A∇φ

)
≤C‖φ‖2 (η̂1 + η̂2 + ‖ey‖). (3.22)

Используя (3.19), (3.21), (3.22) и леммы 3.4 и 3.5, мы завершаем доказательство тео-
ремы.

4. Выводы

В данной статье мы обсуждали апостериорные оценки ошибки нового смешанного
метода конечных элементов для линейной эллиптической задачи оптимального управле-
ния (1.1)–(1.4). Отметим, что градиент первичной переменной этого метода принадлежит
пространству квадратично-интегрируемых функций, а не классическому пространству
H(div; Ω). С использованием этого метода мы можем получить две аппроксимации гради-
ента первичной переменной y: одна — численная аппроксимация решения ppph, а другая —
производная аппроксимации решения yh. Представляется, что наши апостериорные оцен-
ки ошибки линейных эллиптических задач оптимального управления с использованием
смешанного метода конечных элементов являются новыми. В нашей дальнейшей работе
мы будем исследовать априорные и апостериорные оценки ошибки для параболических
задач оптимального управления.
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