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Проведено полуаналитическое исследование нестационарного течения Тейлора –Дина в кольцевом прост-
ранстве внутри двух концентрических цилиндров, частично заполненных пористым материалом. В данной 
модели круговой поток создается в результате азимутального градиента давления, а также вращения двух 
концентрических цилиндров. Уравнение, определяющее поток, обезразмеривается и преобразуется в обыкно-
венное дифференциальное уравнение с использованием хорошо известной техники преобразования Лапласа. 
Затем производится обращение преобразования Лапласа с использованием приближения суммы Римана (RSA). 
Для подтверждения результатов, полученных с использованием неявных конечных разностей (IFD), для стаци-
онарного течения в канале выполнено сравнение с точным решением задачи, полученным с помощью подхода 
RSA. Важно отметить, что управление силой поверхностного сопротивления осуществляется путем подбора 
подходящих значений параметра β. 
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Введение 

Течение жидкости во вращающемся кольцевом пространстве является одной из са-
мых важных областей исследования механики жидкости из-за сложности процесса и 
обширного инженерного применения. Интерес к этим исследованиям обусловлен воз-
можностью использования таких течений в различных областях машиностроения, где 
предусмотрены системы сепарации. Существенное внимание здесь уделяется изучению 
характеристик потоков во вращающихся системах. Проблемой осевого потока в различ-
ных геометрических формах, частично заполненных пористым материалом, занимались 
многие исследователи, но численных решений для полностью развитого напорного по-
тока в концентрическом кольцевом пространстве, частично заполненном пористым ма-
териалом, представлено немного. Авторы [1] обнаружили, что критическая толщина по-
ристого слоя, при которой значение числа Нуссельта достигает минимума, не возникает, 
если эффективная теплопроводность пористой среды, насыщенной жидкостью, больше, 
чем теплопроводность жидкости. Влияние подгоночного коэффициента в условиях 
скачка напряжения (β) в межфазной области между пористой средой и прозрачной жид-
костью в канале изучалось в работе [2]. 
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Глубокий анализ полностью развитого напорного потока в канале, частично запол-
ненном пористым материалом, был выполнен в работе [3]. Также в исследовании [4] 
изучался полностью развитый ламинарный поток естественной конвекции в зазоре меж-
ду двух соосных вертикальных цилиндров, частично заполненных пористым материа-
лом, при различных постоянных температурах. Было отмечено, что скачок сдвигового 
напряжения оказывает значительное влияние на скорость жидкости на границе раздела 
фаз. В работе [5] рассматривалось зависящее от времени течение Куэтта в композитном 
канале, частично заполненном пористым материалом, с использованием подхода неяв-
ной конечной разности при получении решения для основных моделей. Аналогичное 
исследование было представлено для концентрического цилиндра, где поток жидкости 
управляется градиентом давления, приложенным в осевом направлении [6]. Результаты 
показали, что подгоночный коэффициент в условиях скачка напряжения (β) играет важ-
ную роль в формировании потока. В работе [7] было представлено обширное исследова-
ние «нестационарного естественного конвективного потока с выделением/поглощением 
тепла в кольцевом зазоре, частично заполненном пористым материалом». Было показа-
но, что при течении среды с тепловыделением в кольцевом пространстве с постоянным 
тепловым потоком создаются условия для получения оптимального потока массы. 

Авторы работы [7] указывали, что известно достаточно много аналитических ис-
следований осциллирующих вследствие наложенного пульсирующего градиента дав-
ления течений в каналах различной формы. К ним относятся, например, исследования 
в параллельных пластинах [8], в круговой геометрии [9 – 11], в прямоугольных кана-
лах [12, 13] и в эллиптической геометрии [14, 15], а также в кольцевой геометрии (см., 
например, [16]). Авторы [17] представили аналитическое решение уравнений движения 
ньютоновской жидкости для полностью развитого ламинарного потока между двумя 
концентрическими цилиндрами и пришли к выводу, что увеличение приведенной часто-
ты вызывает уменьшение амплитуды скорости жидкости. В работе [18] был изучен слу-
чай цилиндра с пористой вставкой.  

Исследование [19] было посвящено изучению влияния коэффициента β на устано-
вившееся течение в композитном канале, частично заполненном насыщенным пористым 
материалом. Обзор литературы показал, что Куэтт [20] был первым, кто исследовал те-
чение вязкой несжимаемой жидкости между двумя цилиндрами с одной осью в попытке 
измерить вязкость жидкости. Впоследствии появилась новаторская работа Тейлора [21], 
в которой рассматривалась гидродинамическая устойчивость потока между двумя вра-
щающимися цилиндрами. В ней основное внимание уделялось существованию критиче-
ских значений числа Рейнольдса, приводящих к гидродинамической неустойчивости. 

В работе [22] изучалось воздействие пористой вставки на поток во вращающемся 
кольцевом пространстве с учетом двух критических составляющих скорости. Был сде-
лан вывод, что поверхностное трение на стенке пропорционально параметру толщины 
пористой вставки ε. Авторы [23] исследовали влияние пористой стенки на гидромагнит-
ный поток в кольцевом зазоре, вызванный однородным магнитным полем. Было показа-
но, что для достижения желаемого охлаждающего эффекта требуются подходящая пори-
стая вставка и магнитное поле. 

В работе [24] был представлен «теоретический и экспериментальный обзор для 
изучения поля течения, возникающего из стержневого микроротора, вращающегося вокруг 
своего центра неосесимметричным образом». И был сделан вывод, что «эти результаты 
открывают путь для обсуждения возможного радиального переноса в микрофлюидных 
устройствах». Авторы [25] представили численное исследование влияния колебаний 
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потока на реакцию пламени в осесимметричной структуре. Согласно их выводам, «наб-
людается, что вихревые колебания могут действовать как основной источник возмуще-
ний тепловыделения пламени из-за азимутального и радиального наклона вихревых тру-
бок в пограничных слоях смесительного канала и при расширении в камеру сгорания». 

Используя метод конечных разностей, авторы [26] численно исследовали влияние 
магнитной гидродинамики (МГД) на вращающийся поток микрополярной жидкости со 
свободной поверхностью в цилиндре с пористой стенкой и обнаружили, что влияние 
магнитного поля в радиальном направлении превосходит воздействие аксиального маг-
нитного поля. В работе [27] было проанализировано, как пористый слой, закрепленный 
на внешнем цилиндре конфигурации Тейлора – Куэтта, влияет на устойчивость потока 
и выявлено стабилизирующее действие пористой вставки. 

Авторы [28] исследовали влияние однородного пористого слоя на течения Тейло-
ра–Куэтта в концентрических кольцевых трубах с конечным соотношением сторон, 
включая неньютоновские жидкости. Анализ показал, что пористая стенка оказывает ста-
билизирующий эффект независимо от рассматриваемой жидкости. Подобные исследо-
вания проводились также в работах [29 – 34]. 

Однако обзор работ, приведенный выше, показал, что переходное течение Тейлора–
Дина в композитном кольцевом пространстве должным образом не рассматривается, и, 
насколько известно авторам, этот вопрос до сих пор не изучался. Таким образом, пред-
ставленное полуаналитическое исследование основано на знаниях о переходном течении 
Тейлора – Дина в составном кольцевом пространстве, частично заполненном пористым 
материалом. Новизна данной работы заключается в исследовании влияния вращения 
двух концентрических цилиндров на поток в зазоре между ними, частично заполненном 
пористым материалом. Унифицированная модель, описывающая течение жидкости, ча-
стично решается с использованием метода преобразования Лапласа, а затем использует-
ся подход RSA для получения числовых значений во временной области. 

1. Математическая модель 

Рассматривается нестационарный, полностью развитый и несжимаемый азиму-
тальный поток в двух соосно вращающихся цилиндрах, заполненных прозрачной жид-
костью и однородным пористым слоем, имеющими проницаемую тонкую границу раз-
дела. Предполагается, что жидкость занимает интервал 0 ,d r r′ ′≤ ≤  в то время как ин-

тервал ir r d′ ′≤ ≤ заполнен пористым материалом с равномерной проницаемостью, насы-
щенным жидкостью. Радиусы внутреннего и внешнего цилиндров соответственно зада-
ются как ri и r0 (см. рис. 1). Движению жидкости способствуют азимутальный градиент 
давления и круговое движение соединенных цилиндров. По аналогии с исследованием, 
представленным авторами [17], размерные математические уравнения, используемые 
в настоящей работе, могут быть записаны следующим образом: 

2
p p p p

eff p2 2
1 1 1u u u u v pv u

t r r k rr r ρ θ

 ′ ′ ′ ′∂ ∂ ∂ ∂′ = + − − −
′ ′ ′ ′ ′∂ ∂ ∂′ ′∂  

  для  ,ir r d′ ′≤ ≤                (1) 

2
f f f f

2 2
1 1 1u u u u pv

t r r rr r ρ θ
 ′ ′ ′ ′∂ ∂ ∂ ∂

= + − − ′ ′ ′ ′∂ ∂ ∂′ ′∂  
  для  0.d r r′ ′≤ ≤                       (2) 
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Начальное и граничное условия для моделей, представленных выше, запишутся как 

p f0 : 0t u u′ ′ ′≤ = =   для  0 ,ir r r′≤ ≤  

p

f 0 0 0

при
0 : .

при
i i iu r r r

t
u r r r

ω

ω

′ ′= = 
′ >  ′ ′= = 

                                            (3) 

Условие на границе раздела, задается в виде 

p f

p p f f
eff

0 :
i

p

u u u

t u u u u vv v u
r r r r k

β

′ ′ ′= = 
 

′ ′ ′> ∂  ′ ′∂   ′− − − =   ′ ′ ′ ′∂ ′   

  при  .r d′ ′=  

Используем следующие величины в уравнениях (1) – (3): 

( )2 p feff
p f2

;
, , , Da , ,i

i i ii

u uv rr vtR t U U
r v k rr

γ
ω

′ ′′ ′
= = = = = =

′
 

0 0

0

1 , , , , .i
i

i i i i

r up dP d U
v r r U

ω
λ ω

ρ ω θ ω
′′∂

= − ⋅ = = = =
∂

                           (4) 

Уравнения (1) и (2) в безразмерной форме могут быть записаны следующим образом: 

2
p p p p p

2 2
1 для 1 ,

Da
U U U U U P R d
t R R RR R

γ
 ∂ ∂ ∂
 = + − − + ≤ ≤

∂ ∂∂  
                       (5) 

2
f f f f f

2 2
1 для .

Da
U U U U U P d R
t R R RR R

γ λ
 ∂ ∂ ∂

= + − − + ≤ ≤ 
∂ ∂∂  

                       (6) 

Эти уравнения решаются при соблюдении следующих безразмерных начальных и гра-
ничных условий: 

𝑡𝑡 ≤ 0: 𝑈𝑈p = 𝑈𝑈f = 0  для  1 ≤ 𝑅𝑅 ≤ 𝜆𝜆, 

p

f

1 при 1
0 : .

при

U R
t

U Rωλ λ

= = 
>  

= = 
                                              (7) 

 
 

Рис. 1. Схема конфигурации потока 
и системы координат. 
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Условия безразмерности на границе раздела задаются как 

p f

p p f f
p

0 :

Da

iU U U

t U U U U
U

R R R R
βγ

= = 
 

> ∂  ∂  − − − =   ∂ ∂   

  при  R = d. 

Уравнения (5) – (7) преобразуются с использованием метода преобразования Лапласа 

p p f f
0 0

( , ) ( , ) e ( , ) ( , ) et tU R U R t dt и U R U R t dtη ηη η
∞ ∞

− −= =∫ ∫  (где η > 0 — параметр Лапласа) 

при соблюдении начальных условий. С помощью этого преобразования получаем: 

2
p p p

p2 2
1 1 1 ,

Da
d U dU U PU

R dR RdR R
γ

γ γη
 + − − + = −  

                                (8) 

2
f f f

f2 2
1 .d U dU U PU
R dR RdR R

η
η

+ − − = −                                         (9) 

Граничные условия принимают вид: 

p

f

1 при 1
0 : .

при

U R
t

U R

η

λω η λ

 = =
>  

= =  
                                            (10) 

При этом условие на границе раздела жидкость – пористая среда задается формулой 

p f

p p f f
p

0 :

Da

iU U U

t U U U U U
R R R R

βγ

 = =
 

>   ∂  ∂
− − − =   ∂ ∂      

  при R = d. 

Преобразовав уравнения (8) и (9) с помощью выражений 

( )p p f f 2и ,
1 Dah h

P PU U U U
R Rη η η

= + = +
+

                             (11) 

решаем их затем с использованием модифицированной функции Бесселя в области Лап-
ласа, задаваемой уравнениями 

( )p 1 1 2 1( ) ( ) ,
(1 Da)

PU C I R C K R
R

δ δ
η η

= + +
+

                                 (12) 

( ) ( )f 3 1 4 1 2 ,PU C I R C K R
R

η η
η

= + +                                         (13) 

где 1 1 ,
Da nIδ η

γ
 = + 
 

 — это модифицированная функция Бесселя первого рода,  

а Kn — модифицированная функция Бесселя второго рода порядка n. Применяя далее 
(10) к (12) и (13), находим, что константы C1, C2, C3, C4, Ui  задаются формулами 

9 74 2
1 5 2 2 3 10 4 8

1 1 6 6
, , , ,i i i i

x xx xC U x C U x C U x C U x
x x x x

= − = + = − = +  
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( )

15 7 14 911 4 12 2
12 16

1 1 6

11 5 12 3 14 10 15 8

,
Da

i

x x x xx x x x x x
x x x

U
x x x x x x x xβ

 −
− − + + 

 =
+ + − −

 

где       
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1 1
1 1 1 1 1 2 1 3

1

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ), ( ) , ,

1 Da
I IPx I K d I d K x I d x

d x
δ δ

δ δ δ δ δ
η η

 = − = − = +  
 

( )
1 1 1

4 1 5
1

( ) ( ) ( )
( ) , ,

1 Da
K d K KPx K d x

d x
δ δ δ

δ
η η η

 = + − = +  
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1
6 1 1 1 1 7 2, ,

I d I I dPx I K d I d K x
d

η λ η λω η
λ η η η λ η

λ ηη

 
 = − = − −
 
 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1
8 9 102

6 6
, , ,

I K K d K d KPx x x
x d x

λ η λ η η λω η λ η

λ ηη

 
 = = − − =
 
 

 

( ) ( )11 2 12 2 13 14 22
2( ), ( ), , ,
1 Da

Px I d x K d x x I d
d

γγδ δ γδ δ η η
η η

= = = =
+

 

( )15 2 16 2 2
2, .Px K d x

d
η η

η
= =    

   1.1. Поверхностное трение 

Касательное напряжение на внутреннем цилиндре (R = 1) в области Лапласа оцени-

вается соотношением p

1

,
R

UdR
dR R

=

 
  
 

 а на внешнем цилиндре (R = λ) оно оценивается 

как f .
R

UdR
dR R

λ=

 
 
 

 Тогда эти величины задаются соответственно как 

( )
p

1 1 2 2 2
1

2( ) ( ) ,
1 Da

R

UdR C I C K
dR R

τ δ δ δ
δη η

=

   
= = − −     +   

                        (15) 

( ) ( )f
4 2 3 2 2

2 .
R

UdR C K C I
dR Rλ

λ

τ η ηλ ηλ
ηλ=

  
= − = − +  

   
                    (16) 

Обратное преобразование Лапласа к уравнениям (12) – (16) проводится для получе-
ния численного решения во временной области. Обзор литературы показывает, что из-
вестных аналитических средств обращения решений области Лапласа во временную об-
ласть с использованием модифицированной функции Бесселя не существует. Исходя 
из этого, применим численную процедуру, используемую в работах [5] и [35], которая 
основана на приближении суммы Римана. В этой численной схеме функции в области 
Лапласа могут быть обращены во временную область: 
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( )
1

e 1 i( , ) ( , ) Re , 1 , 1 ,
2

t M
k

k

kZ R t Z R Z R R
t t

ε πε ε λ
=

  = + + − ≤ ≤  
  

∑                   (17) 

где 𝑖𝑖 = √−1 и Re относятся к действительной части члена с суммированием. M —
количество членов в приближении суммы Римана, а ε соответствует действительной час-
ти контура Бромвича, которая используется при обращении преобразований Лапласа. 
Точность этой численной схемы зависит от значений ε и M. Согласно [36], значение εt, 
которое наилучшим образом соответствует результату, равно 4,7. 

1.2. Верификация метода 

В данном разделе проверяется схема RSA, используемая для инвертирования урав-
нений (12) – (16). Для верификации метода авторы получили точное решение для стацио-
нарного течения, которое можно рассматривать как предельный случай нестационар-

ного течения при большом значении t. В уравнениях (5) и (6) положим 
() 0,
t

∂
=

∂
 тогда 

получим 
2

p p p p
2 2

1 ,
Da

d U dU U U P
R dR RdR R γ γ

+ − − = −                                        (18) 

2
f f f

2 2
1d U dU U P
R dR RdR R

+ − = −                                                (19) 

при соблюдении граничных условий 

p

f

1 при 1,

при

U R

U Rωλ λ

= =

= =
                                                  (20) 

и при условии, задаваемом как 

p

p p f f
p

при .

Da

f iU U U

R ddU U dU U
U

dR R dR R
βγ

= = 
 

=  − − − =  
  

                     (21) 

Точное решение (18) и (19) получается путем применения соответственно подходящего 
преобразования p p Da и e .hU U P R R ξ= + =  В результате получим 

p 5 1 6 1
Da( ) ( ) ,PU C I R C K R
R

ξ ξ= + +                                       (22) 

8
p 7

ln( ) ,
2

C Pr RU C R
R

= + −                                               (23) 

1 .
Da

ξ
γ

=  

Применяя уравнения (20) и (21) к уравнениям (22) и (23), определим константы C5, 
C6, C7, и C8: 

3 9 74
5 5 6 2 7 10 8 8

1 1 6 6
, , , ,i i i i

y y yyC U y C U y C U y C U y
y y y y

= + = − = + = −  

где 
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12 3 711 4
132

1 1 6

8
11 5 12 2 2

2

.
2

Da

i

y y yy y x
y y d y

U
yy y y y

d
β

 
− + −  

 =
 

− − + 
 

                                             (24) 

Константы 𝑦𝑦1 ,  𝑦𝑦2, 𝑦𝑦3, 𝑦𝑦4, … ,𝑦𝑦12, присутствующие в приведенных выше уравнениях, 
составляют 

( )1
1 1 1 1 1 2 3 1 1

1

( ) Da( ) ( ) ( ) ( ), , ( ) 1 Da ( ),
I Py I d K I K d y y I d P I

y d
ζ

ζ ζ ζ ζ ζ ζ= − = = − +  

( ) 2 21
4 1 1 5 6

1

( )Da( ) Da 1 ( ), , ,
KPy K d P K y y d

d y
ζ

ζ ζ λ= − − = = −  

( ) ( )
2 2 2

2 2 2 2 2
7 8 9

6
ln , , ln( ) ln( ) ,

2 2
P d d Py d d y y d d

y
λ λωλ λ λ ω λ λ= + = = − + −  

10 11 2 12 2 13 2
6

2 Da, ( ), ( ), .
Da 2

d P Py y I d y K d y
y d

γζ ζ ζ ζ= = = = −  

Чтобы в дальнейшем установить точность схемы RSA, уравнения (5) – (8) снова 
решаются с использованием неявной конечно-разностной схемы. Важно отметить, что 
установлено хорошее согласование со значениями, полученными с помощью числен- 
ной схемы, и со значениями, полученными с помощью аппроксимации суммы Римана 
на больших временах, а также с решением в замкнутой форме. Более того, значения, 
полученные с использованием неявного метода конечных разностей в переходном состоя-
нии, в значительной степени согласуются со значениями, полученными с использовани-
ем приближения суммы Римана, когда время стремится к нулю (cм. табл. 1 и 2). 

3. Полученные результаты и обсуждение  

Чтобы определить зависимость решения основного уравения от различных вхо-
дящих параметров, которые включают подгоночный коэффициент в условиях скачка напря-
жения (β), коэффициент вязкости (γ), время (t), число Дарси (Da), межфазное радиальное 

Та б л иц а  1  
Численное значение установившейся скорости для различных значений R и Da 

(d = 1,5, β = 0,7, γ  = 1, λ = 2, P = 0, ω = 1) 

R Da Аппроксимация 
суммы Римана 

Неявная 
конечная разность 

Точное 
решение 

 
1,2 

10–1 
10–2 
10–3 

0,9702 
0,1725 
0,0017 

0,9702 
0,1726 
0,0017 

0,9703 
0,1727 
0,0017 

 
1,4 

10–1 

10–2 

10–3 

1,3434 
0,3643 
0,0174 

1,3434 
0,3643 
0,0173 

1,3433 
0,3643 
0,0173 

 
1,6 

10–1 

10–2 

10–3 

1,7565 
1,1556 
0,7485 

1,7565 
1,1556 
0,7485 

1,7564 
1,1555 
0,7485 

 
1,8 

10–1 

10–2 

10–3 

1,8732 
1,5914 
1,4003 

1,8733 
1,5913 
1,4004 

1,8734 
1,5915 
1,4005 
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расстояние (d), отношение радиусов (λ) и отношение угловой скорости (ω), обобщенное 
решение для прозрачной и для пористой областей преобразуется в код MATLAB и 
впоследствии используется для создания линейных графиков для распределения ско-
рости жидкости и касательного напряжения на обеих поверхностях. Для подтверждения 
достоверности численного подхода, представленного в настоящем исследовании, приве-
дены табл. 1 и 2. Профили скорости для двух значений градиента давления (P = 0 и P = 10) 
показаны соответственно на рис. 2a и 2b. Рис. 2b демонстрирует, что в дополнение 
к вращению цилиндров наличие сопротивления давления увеличивает круговой поток 
жидкости, в то время как при P = 0 (см. рис. 2a) движение жидкости вызывается 

Та б л иц а  2  
Численное значение установившейся скорости переходного состояния 

для различных значений t и Da 
(β = 0,7, γ  = 1, λ = 2, d = 1,5, P = 0, ω = 1, R = 1,5) 

R Da Аппроксимация 
суммы Римана 

Неявная 
конечная разность 

Точное 
решение 

 
0,08 

10–1 
10–2 
10–3 

0,7015 
0,5536 
0,3152 

0,7014 
0,5536 
0,3151 

1,7027 
0,9238 
0,3961 

 
0,2 

10–1 

10–2 

10–3 

1,4114 
0,8760 
0,3932 

1,4114 
0,8761 
0,3932 

1,7027 
0,9238 
0,3961 

 
0,4 

10–1 

10–2 

10–3 

1,6698 
0,9223 
0,3962 

1,6698 
0,9223 
0,3961 

1,7027 
0,9238 
0,3961 

 
0,6 

10–1 

10–2 

10–3 

1,7026 
0,9238 
0,3962 

1,7026 
0,9238 
0,3962 

1,7027 
0,9238 
0,3961 

 

 
 

Рис. 2. Профили скорости при различных значениях t. 
P = 0 (a), 10 (b); Da = 0,01, ω = 1, β = 0,7, γ = 0,5, d = 1,5, λ = 2. 
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исключительно вращением цилиндров. На рис. 2а азимутальная скорость оказывается поч-
ти линейной на участке, занятом чистой жидкостью. Оба рисунка показывают, что ази-
мутальная скорость увеличивается со временем t до достижения устойчивого состояния. 

На рис. 3a – 3d представлены пространственные распределения профилей скорости 
для различных значений t и Da. На рис. 3а и 3b показано увеличение движения жидкости 
в области, заполненной пористым материалом, что может быть связано со значением чис-
ла Дарси, указанным на рисунках. В частности, значение Da = 1 (рис. 3a) свидетельст-
вует, что количество пористого материала минимально или внутренний цилиндр 
имеет большие радиусы, что указывает на меньшее препятствие потоку в азимутальном 
направлении, в отличие от того, что можно видеть на рис. 3d, где движение жидкости 

 
 

Рис. 3. Профили скорости при различных значениях t. 
Da = 1 (a), 0,1 (b), 0,01 (c), 0,001 (d);  P = 10, ω = 1, β = 0,7, γ = 0,5, d = 1,5, λ = 2. 
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почти отсутствует. Как правило, скорость жидкости увеличивается в свободной области, 
это может быть связано с силой давления из-за азимутального градиента давления. 
На рис. 4 показано поведение жидкости с изменением значения β . При увеличении β 
наблюдается значительное увеличение скорости, что наиболее важно на границе раздела 
жидкостей. Кроме того, видно, что для каждого значения β скорость падает до своего 
минимального значения в направлении от поверхности внутреннего цилиндра, а затем 
начинает расти по мере приближения к границе раздела жидкостей с последующим 
увеличением по направлению ко внутренней поверхности внешнего цилиндра. 

Влияние угловой скорости (ω) на азимутальный поток показано на рис. 5. Из рисунка 
видно, что изменения ω не оказывают заметного влияния на внешнюю поверхность 
внутреннего цилиндра. Однако увеличение ω существенно влияет на скорость вблизи 
границы раздела и во всей прозрачной жидкости. Изменение межфазной скорости (Ui ) 
относительно различных управляющих параметров представлено на рис. 6 – 9. Рис. 6 
показывает, что при различных значений Da Ui увеличивается со временем t, пока 
не будет достигнуто устойчивое состояние. Из рис. 7 видно, что, когда значение d приближа-
ется к значению λ, межфазная скорость становится выше для различных значений t. 
Обнаружено, что она достигает стационарного состояния быстрее в условиях преобладания 
области, заполненной пористым материалом, наличие которого сокращает время дости-
жения стационарного состояния; обратное наблюдается, когда в потоке преобладает 

 
 

Рис. 4. Профили скорости при различных 
значениях β. 

P = 10, Da = 0,01, ω = 1, t = 0,1, γ = 0,5, d = 1,5, λ = 2. 

 
 

Рис. 5. Профили скорости при различных 
значениях ω. 

Da = 0,01, β = 0,7, t = 0,1, γ = 0,5, d = 1,5, λ = 2. 

 
 

Рис. 6. Скорость на межфазной границе 
при различных значениях Da и t. 

β = – 0,4, γ = 0,5, d = 1,5, λ = 2. 

 
 

Рис. 7. Скорость на межфазной границе 
при различных значениях d и t. 

Da = 0,01, β = 0,7, γ = 0,5, ω = 1, λ = 2. 
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область прозрачной жидкости. В переходном состоянии межфазная скорость при β < 0,4 
увеличивается вместе с Da, тогда как при β > 0,4 наблюдается уменьшение Ui в за-
висимости от Da, а при β = 0,4 никакого эффекта не наблюдается (см. рис. 8). На рис. 9 
показано, что Ui увеличивается как при росте β, так и при увеличении t. Более того, 
устойчивое состояние Ui достигается быстрее при отрицательных значениях β. 

На рис. 10 – 15 показано изменение поверхностного трения как на внешней поверх-
ности внутреннего цилиндра, так и на внутренней поверхности внешнего цилиндра при 

различных параметрах потока. Рис. 10 
и 11 иллюстрируют влияние измене-
ния коэффициента β и параметра t 
на обеих поверхностях. Из этих ри-
сунков видно, что сила сопротивления 

 
 

Рис. 8. Скорость на межфазной границе 
при различных значениях β и Da. 

t = 0,1, d = 1,5, γ = 0,5, ω = 1, λ = 2. 

 
 

Рис. 9. Скорость на межфазной границе 
при различных значениях β и t. 

Da = 0,01, d = 1,5, γ = 0,5, ω = 1, λ = 2. 

 
 

Рис. 10. Профиль поверхностного трения 
на внутреннем цилиндре (λ = 2) 
при различных значениях β и t. 

Da = 0,01, d = 1,5, γ = 0,5, ω = 1. 

 
 

Рис. 11. Профиль поверхностного трения 
на внешнем цилиндре (λ = 2) 

при различных значениях β и t. 
Da = 0,01, d = 1,5, γ = 0,5, ω = 1. 

 
 

 

Рис. 12. Профиль поверхностного трения 
на внутреннем цилиндре (λ = 1) 

при различных значениях β и Da. 
t = 0,2, d = 1,5, γ = 1, λ = 1, ω = 1. 
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на внешней поверхности внутреннего цилиндра выше по сравнению с силой трения 
на внутренней поверхности внешнего цилиндра. Численное сравнение показывает, что 
выбор Da = 0,01 увеличивает силу трения на поверхностях. Следовательно, для мини-
мизации поверхностного трения на обеих поверхностях подходит большое значение Da. 
Этот вывод подтверждается графиками на рис. 12 и 13. Видно, что поверхностное 
трение на обеих стенках уменьшается с увеличением Da. Важно отметить, что силы 
поверхностного сопротивления также могут быть уменьшены путем выбора подходящих 
значений подгоночного коэффициента в условии скачка напряжения (β). 

На рис. 14 и 15 показано влияние числа Дарси (Da) и изменения положения меж-
фазного радиального расстояния (d). На рис. 14 показано, что поверхностное трение 
уменьшается с увеличением Da. Кроме того, поверхностное трение на внутреннем ци-
линдре может быть уменьшено за счет увеличения области, занимаемой прозрачной 
жидкостью. Обратная ситуация наблюдается на внутренней поверхности внешнего 
цилиндра. 

 
 

Рис. 13. Профиль поверхностного трения 
на внешнем цилиндре (λ = 2) 

при различных значениях β и Da. 
t = 0,2, d = 1,5, γ = 1, λ = 1, ω = 1. 

 
 

Рис. 14. Профиль поверхностного трения 
на внутреннем цилиндре (λ = 1) 

при различных значениях Da и d. 
β = 0,7, d = 1,5, γ = 0,5, ω = 1. 

 
 

Рис. 15. Профиль поверхностного трения 
на внешнем цилиндре (λ = 2) 

при различных значениях Da и d. 
β = 0,7, d = 1,5, γ = 0,5, ω = 1. 
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Заключение 

Авторами теоретически исследовано нестационарное течение несжимаемой жид-
кости Тейлора–Дина в составном кольцевом зазоре с использованием полуаналитичес-
кого решения, включающего метод преобразования Лапласа и RSA-подход. Также для 
проверки точности и эффективности численной схемы в работе применялись метод неяв-
ных конечных разностей и решение в замкнутой форме для установившейся скорости. 
Результаты, полученные с помощью численных схем на больших временах, показали 
отличное согласование с решением в замкнутой форме. Необходимо отметить, что 
численные значения, полученные с помощью приближения суммы Римана (RSA), 
согласуются со значениями, полученными с использованием неявных конечных разнос-
тей в переходном состоянии (см. табл. 1 и 2). Результаты показали, что значения меж-
фазного радиального расстояния d и подгоночного коэффициента в условиях скачка 
напряжения β, а также силы трения на цилиндрических стенках играют важную роль 
в азимутальном потоке. Также обнаружено, что движение жидкости усиливается враще-
нием двух цилиндров. Чтобы минимизировать касательное напряжение на поверхности 
внутреннего цилиндра, требуется резкое уменьшение сечения пространства, заполнен-
ного насыщенным пористым материалом. Обратная ситуация наблюдается на внешнем 
цилиндре. 

Список обозначений 

d — безразмерное межфазное радиальное расстояние, 
d ′ — размерное межфазное радиальное расстояние, м, 
Da — число Дарси, 
I1 — модифицированная функция Бесселя первого 
         порядка первого рода, 
I2 — модифицированная функция Бесселя второго 
         порядка первого рода, 
k ′ — проницаемость пористой среды, м2, 
K1 — модифицированная функция Бесселя первого 
          порядка второго рода, 

K2 — модифицированная функция Бесселя второго 
          порядка второго рода, 
ri — радиус внутреннего цилиндра, м, 
r0 — радиус внешнего цилиндра, м, 
r′ — размерная радиальная координата, м, 
R — безразмерная радиальная координата, 
t — безразмерное время, 
t ′ — размерное время, с, 
U — безразмерная скорость,  
u′ — размерная скорость, м/с, 
U0 — эталонная скорость, м/с. 

Греческие символы 

β — подгоночный коэффициент в условиях 
        скачка напряжения, Па, 
γ — коэффициент вязкости, 
λ — соотношение радиусов (r0 /ri ), 

veff — эффективная кинематическая вязкость 
           пористой среды, м2/с, 
ν — кинематическая вязкость жидкости, м2/с, 
ω — угловая скорость, м2/с, 
ρ — плотность, кг/м3. 

Подстрочные индексы 
f — область жидкости,                             p — пористая область,         i — граница между прозрачной жидкостью 
                                                                                                                          и пористой областью. 
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