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В форме гиперболической системы дифференциальных уравнений первого порядка
cформулированы определяющие уравнения движения упругой среды с заданными на-
чальными напряжениями. Выведены уравнения распространения малых возмущений в
предварительно напряженной изотропной среде с произвольной зависимостью энергии
упругой деформации от тензора деформаций и приведены уравнения для квадратичной
зависимости энергии упругой деформации от тензора деформаций.
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Исследованию проблемы распространения упругих волн в предварительно напряжен-
ных средах посвящено большое количество работ, начиная с классической монографии
М. Био [1]. Влияние начальных напряжений на динамику деформирования изучалось при
решении ряда конкретных задач. Например, волновые поля в предварительно напряжен-
ных средах исследовались с целью реконструкции остаточных напряжений при изготовле-
нии конструкционных материалов (композитов, закаленных стекол и т. д.) (см., например,
[2, 3]). Большое количество задач, связанных с динамикой предварительно напряженных
упругих конструкций, приведено в [4]. В ряде работ, посвященных аналитическому изуче-
нию волн в напряженных средах на основе теории Био, исследовано влияние напряжений
на P- и S-волны (см. [5]). Затухание термоупругих волн в анизотропной предваритель-
но напряженной среде аналитически изучалось в работе [6]. В [6] также отмечено, что
учет напряженного состояния при анализе сейсмических волн позволяет получить более

полное представление о структуре Земли, например в окрестности границы земной коры
и мантии. В работе [7] теоретически исследовалось влияние начальных напряжений на
Р-волны. В [8] выведены уравнения волновых процессов в предварительно напряженной
упругой среде. Получены уравнения второго порядка для перемещений среды и приведен
акустический тензор, зависящий от начальных напряжений. Среди работ, посвященных
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исследованию задач геофизики (акустического каротажа), следует отметить работу [9],
в которой изучалось влияние предварительных напряжений в окрестности скважины на

распространение волн Стоунли. Также в [9] численно показано, что влияние предвари-
тельных напряжений на волны в трубе может быть существенным.

Как известно, в классическом подходе для описания волновых полей в теории упруго-
сти используются дифференциальные уравнения второго порядка для перемещений (урав-
нения Ламе). При численном решении уравнений теории упругости современными высоко-
точными методами более целесообразно использовать определяющие уравнения, записан-
ные в виде системы дифференциальных уравнений первого порядка. Например, в задачах
сейсмики применяются уравнения, записанные через скорости и напряжения. В работе [10]
для моделирования динамики деформируемых сред при конечных деформациях впервые

использована гиперболическая система уравнений первого порядка. Результаты, получен-
ные с помощью этого подхода, обобщены в монографии [11]. В настоящее время данный
подход является общепризнанным и широко используется при решении различных задач

(см., например, работы [12–15] и библиографию к ним).

В данной работе выводятся уравнения динамики упругой среды с начальными на-
пряжениями, записанные через скорости и дисторсии в виде системы дифференциальных
уравнений первого порядка в дивергентной форме. В предположении, что поле началь-
ных напряжений удовлетворяет условиям равновесия, выводятся уравнения движения в
смешанной формулировке Лагранжа — Эйлера. Уравнения движения записаны в лагран-
жевых координатах, а тензор напряжений для обеспечения его симметричности отнесен
к эйлеровым координатам. Получены также уравнения распространения малых возму-
щений в предварительно напряженной среде с энергией упругой деформации изотропной

среды произвольного вида и конкретизирован их вид для случая квадратичной зависи-
мости энергии упругой деформации от тензора деформаций. Показано, что наличие на-
чальных напряжений приводит к анизотропии распространения волн. В работах [16, 17]
предложенный подход использован при исследовании распространения сейсмических волн

в геологических формациях с зонами концентрации начальных напряжений.

1. Конечные деформации предварительно напряженной среды. Ниже приво-
дятся различные формулировки уравнений динамики среды с начальными напряжениями

при конечных деформациях.

1.1. Эйлерова формулировка уравнений динамики среды с начальными напряжения-
ми при конечных деформациях. Рассмотрим деформируемую среду в декартовой системе
координат, в которой начиная с момента наблюдения t = 0 имеется поле начальных на-
пряжений Σij . Для полного описания деформирования предварительно напряженной среды
необходимо использовать три координатные системы, а именно эйлерову систему коорди-
нат наблюдателя yi, лагранжеву начальную систему координат xi и систему координат

ξi, связанную со средой в ненапряженном состоянии. Введение системы, связанной с нена-
пряженным состоянием среды, необходимо для определения упругих деформаций, обуслов-
ленных наличием поля начальных напряжений.

Полное описание процесса деформирования среды может быть получено с помощью

двух градиентов деформаций, которые будем называть также дисторсиями, характеризую-
щими деформации элемента среды при переходе из конфигурации, соответствующей нена-
пряженному состоянию, в лагранжеву конфигурацию: F i

0j = ∂xi/∂ξj , и деформации элемен-

та при переходе из лагранжевой конфигурации в текущую конфигурацию: F i
j = ∂yi/∂xj .

С использованием этих дисторсий деформация элемента при переходе из конфигурации,
соответствующей ненапряженному состоянию, в эйлерову конфигурацию описывается тен-
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зором полной дисторсии

F i
totj =

∂yi

∂ξj
=

∂yi

∂xα

∂xα

∂ξj
= F i

αFα
0j .

Далее целесообразно использовать тензоры дисторсии, обратные F i
0j , F i

j , F i
totj :

f i
0j =

∂ξi

∂xj
, f i

j =
∂xi

∂yj
, f i

totj =
∂ξi

∂yj
= f i

0αfα
j .

Напряжения в гиперупругой среде, возникающие при ее деформировании, связаны с
тензором деформаций посредством энергии упругой деформации, зависящей от тензора
деформаций, выбранного тем или иным способом. Следуя [11], будем использовать метри-
ческий тензор деформаций (тензор деформаций Фингера), который связан с определенным
выше тензором дисторсии формулой

Gij = fα
totif

α
totj = fα

i fβ
0αfβ

0γfγ
j = fα

i G0αγfγ
j , (1)

где G0αγ = fβ
0αfβ

0γ — тензор Фингера, соответствующий деформации элемента среды при
переходе из конфигурации, соответствующей ненапряженному состоянию, в лагранжеву
конфигурацию с предварительно заданными напряжениями.

Далее используются матричные обозначения и операции. Введем следующие обозна-
чения:

F = {F i
j}, F0 = {F i

0j}, f = {f i
j}, f0 = {f i

0j}, G = {Gi
j}, G0 = {Gi

0j}.

В принятых обозначениях определение (1) метрического тензора деформаций в мат-
ричной форме записывается следующим образом:

G = fтG0f

(верхний индекс “т” обозначает транспонирование).
Введенные выше величины, характеризующие деформацию, описывают, в частности,

изменение плотности ρ, которая c использованием различных тензоров дисторсии вычис-
ляется по формулам [11]

ρ =
ρ00

det Ftot
=

ρ00

det F det F0
=

ρ0

det F
,

ρ = ρ00det ftot = ρ00det f det f0 = ρ0det f,

где ρ00 — плотность среды в разгруженном, свободном от напряжений состоянии; ρ0 —
плотность в начальной лагранжевой конфигурации.

Уравнения движения деформируемой среды с начальными напряжениями включают

уравнения сохранения импульса и кинематические уравнения эволюции меры деформаций.
Обозначим поле скоростей движения среды ui = ∂yi/∂t. В отсутствие внешних сил закон
сохранения импульса в эйлеровой системе координат yi в дифференциальной форме имеет

вид

∂ ρui

∂t
+

∂ (ρuiuk − σik)

∂yk
= 0, (2)

где тензор напряжений σik вычисляется по формуле, связывающей напряжения и дефор-
мации посредством упругой внутренней энергии E(G11, . . . , G33) [11]:

σij = −2ρ
∂E

∂Gαj
Gαi. (3)
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Заметим, что, поскольку рассматриваются декартовы системы координат, величины с

одними и теми же верхними и нижними индексами не различаются и используется про-
извольное расположение индексов. Тензор (3) называется тензором напряжений Коши и
является симметричным, в отличие от лагранжева тензора напряжений Пиолы— Кирхго-
фа. Энергия упругой деформации в случае изотропной среды зависит от трех независимых
инвариантов тензора G. При этом согласно теореме Кэли — Гамильтона тензор напряже-
ний может быть выражен как квадратичный полином от тензора деформаций G:

σ = l0I + l1G + l2G
2. (4)

Здесь I — единичная матрица; коэффициенты l0, l1, l2 зависят от инвариантов и опреде-
ляются видом энергии упругой деформации.

Кинематика деформаций определяется полем скоростей. Уравнения эволюции тензо-
ров дисторсии могут быть получены из определения упругой дисторсии F i

j = ∂yi/∂xi

с учетом определения скорости ui = ∂yi/∂t:

∂F i
j

∂t
=

∂ui

∂xj
. (5)

Уравнение (5), записанное в лагранжевых координатах, несложно преобразовать в урав-
нение, записанное в эйлеровых координатах. Для этого надо заменить производную по

времени ∂/∂t на материальную производную вдоль траектории

d

dt
=

∂

∂t
+ uα ∂

∂yα
.

Кроме того, следует выполнить замену пространственных переменных по формуле

∂

∂xj
=

∂yα

∂xj

∂

∂yα
= Fα

j
∂

∂yα
.

В результате получаем уравнение

∂F i
j

∂t
+ uα

∂F i
j

∂yα
= Fα

j
∂ui

∂yα
. (6)

Обозначая тензор градиентов скорости в лагранжевых и эйлеровых координатах соответ-
ственно

∇0u =
{ ∂ui

∂xα

}
, ∇u =

{ ∂ui

∂yα

}
,

запишем уравнения (5), (6) в матричной форме

dF

dt
=

∂F

∂t
+ uα ∂F

∂yα
= ∇uF,

∂F

∂t
= ∇0u. (7)

Из уравнений (7) нетрудно вывести уравнение в эйлеровых координатах для гради-
ента деформации f , используя формулы df = dF−1 = −F−1 dF F−1 = −f dFf :

df

dt
= −f∇u. (8)

Получим уравнение для тензора деформаций Фингера. Заметим, что тензор Фингера,
соответствующий деформации элемента среды при переходе из конфигурации, соответ-
ствующей ненапряженному состоянию, в лагранжеву конфигурацию, не изменяется вдоль
траектории движения этого элемента:

dG0

dt
= 0.
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Используя определение тензора деформаций Фингера G = fтG0f и тождество

dG

dt
=

dfтG0f

dt
=

dfт

dt
G0f + fт

dG0

dt
f +

dfтG0

dt
f,

получаем уравнение

dG

dt
= −G∇u−∇тuG. (9)

Заметим, что тензор Фингера в недеформированном состоянии образует единичную
матрицу, поэтому в ряде случаев можно использовать тензор Альманси ε = (I − G)/2 =
{εij}, который является нулевым в недеформированном состоянии. Уравнения для тензора
Альманси в матричной и покомпонентной формах имеют вид

dε

dt
=

1

2
(∇u +∇тu)− ε∇u−∇тuε,

dεij

dt
=

1

2

(∂ui

∂yj
+

∂uj

∂yi

)
− εiα

∂uα

∂yj
− εjα

∂uα

∂yi
.

Из уравнений, характеризующих кинематику деформаций, можно вывести уравнение
для плотности, представляющее собой закон сохранения массы в дифференциальной фор-
ме. Для этого следует использовать уравнения эволюции какой-либо дисторсии и связь
плотности с дисторсией. Уравнение для плотности имеет вид

∂ρ

∂t
+

∂ ρuk

∂xk
= 0. (10)

Для описания тепловых эффектов, возникающих при деформировании среды с на-
чальными напряжениями, необходимо также ввести энтропию S в качестве параметра

состояния. В этом случае энергия упругой деформации зависит от тензора деформаций
и энтропии: E = E(G11, . . . , G33, S), а температура определяется формулой T = ∂E/∂S.
В случае упругого деформирования (диссипация отсутствует) уравнение эволюции энтро-
пии имеет вид

dS

dt
= 0. (11)

Важным свойством рассматриваемых процессов является выполнение закона сохране-
ния энергии, который может быть получен из (9), (11). Действительно, заметим, что

dE

dt
=

∂E

∂Gij

dGij

dt
= − ∂E

∂Gij
Giα

∂uα

∂yj
− ∂E

∂Gij
Gjα

∂uα

∂yi
= −2

∂E

∂Gij
Gjα

∂uα

∂yi
.

С учетом формулы для вычисления напряжений (3) уравнение изменения энергии упругой
среды принимает вид

ρ
dE

dt
= σij

∂ui

∂yj
.

Таким образом, сформулированы определяющие уравнения движения упругодеформи-
руемой среды с начальными напряжениями. Приведем замкнутую систему уравнений в

эйлеровых координатах. Поскольку можно использовать уравнения для F , f или G, в вы-
боре определяющих уравнений для меры деформаций имеется произвол. Приведем одну из
возможных систем, все уравнения которой можно записать в дивергентной форме. Такая
система уравнений имеет преимущество при разработке эффективных численных методов

и анализе разрывных решений. Так как имеет место условие совместности для дисторсии

∂f i
j

∂xk
−

∂f i
k

∂xj
= 0,
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уравнения для дисторсии f можно записать в дивергентном виде

∂f i
j

∂t
+

∂ uαf i
α

∂yj
= 0.

Таким образом, один из возможных вариантов замкнутой системы уравнений в дивергент-
ной форме имеет вид

∂ ρui

∂t
+

∂ (ρuiuk − σik)

∂yk
= 0,

∂f i
k

∂t
+

∂ uαf i
α

∂yk
= 0,

∂ ρ(E + uiui/2)

∂t
+

∂ (ρuk(E + uiui/2)− uασαk)

∂yk
= 0.

Полученные уравнения движения предварительно напряженной среды аналогичны

уравнениям, описывающим среду без начальных напряжений, и имеют те же преимуще-
ства: являются гиперболическими и дивергентными. Отличие заключается только в том,
что при движении среды начальные напряжения оказывают влияние на параметры состо-
яния. Cформулированные уравнения допускают непосредственное обобщение на случай
неупругих деформаций. Это обобщение может быть выполнено аналогично тому, как это
сделано в работе [12].

Заметим, что определяющие уравнения в дивергентной форме могут быть сформу-
лированы и через дисторсию F . В этом случае полная система определяющих уравнений
будет аналогична системе, сформулированной в [13].

1.2. Формулировка Лагранжа — Эйлера уравнений динамики среды с начальными на-
пряжениями при конечных деформациях. Сформулируем уравнения в лагранжевых ко-
ординатах с симметричным тензором напряжений Коши. Симметрия тензора напряже-
ний играет важную роль при формулировке уравнений, поскольку начальные напряжения
должны удовлетворять условиям равновесия с симметричным тензором. Так как далее
тепловые эффекты не рассматриваются, изменение температуры не учитывается и энтро-
пия не включается в число параметров состояния. Таким образом, для того чтобы описать
упругие волны, необходимо записать уравнения (2), (8) в лагранжевых координатах, со-
хранив при этом выражение для напряжений в виде (3). Для этого проведем стандартные
преобразования, а именно заменим производную вдоль траектории ∂/∂t + uα ∂/∂yα на

частную производную по времени ∂/∂t и выполним замену пространственных координат

∂

∂yk
=

∂xα

∂yk

∂

∂xα
= fα

k

∂

∂xα
.

Заметим, что уравнение для импульса с использованием yравнения для плотности (10)
можно записать в эквивалентной форме

ρ
∂ui

∂t
+ ρuα ∂ui

∂yα
− ∂σik

∂yk
= 0,

а при переходе к лагранжевым координатам — в виде

ρ
∂ui

∂t
− f j

k

∂σik

∂xj
= 0,

или

ρ0
∂ui

∂t
− ρ0

ρ
f j
k

∂σik

∂xj
= 0. (12)

В уравнении (12) тензор напряжений является симметричным тензором напряжений Ко-
ши, вычисляемым по формуле (3):

σik = −2ρ
∂E

∂Gαk
Gαi.
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Уравнения для дисторсии f в лагранжевых координатах имеют вид

∂f i
j

∂t
+ f i

α
∂uα

∂xβ
fβ
j = 0. (13)

Далее уравнения (12), (13) используются при выводе уравнений распространения волн
малых возмущений в среде с начальными напряжениями.

2. Уравнения для малых возмущений предварительно напряженного со-
стояния. Определим характеристики малых деформаций, создаваемых относительно за-
данного поля начальных деформаций. Как описано выше, предварительно напряженное
состояние в лагранжевых координатах задается тензором деформаций Фингера G0ij . Дис-
торсия f , характеризующая деформацию элемента среды при переходе из начальной ла-
гранжевой конфигурации в текущую конфигурацию, может быть выражена через вектор
перемещений vi = yi − xi:

f i
j =

∂xi

∂yj
=

∂ (yi − (yi − xi))

∂yj
= δi

j −
∂vi

∂yj
.

Вводя обозначение V i
j = ∂vi/∂yj и полагая, что перемещения, а значит, и величины V i

j
малы, определим тензор малых деформаций εij и тензор малых поворотов ωij :

εij =
1

2
(V i

j + V j
i ) =

1

2

(∂vi

∂yj
+

∂vj

∂yi

)
, ωij =

1

2
(V i

j − V j
i ) =

1

2

(∂vi

∂yj
− ∂vj

∂yi

)
. (14)

Выражения для тензоров деформаций Фингера и Альманси с точностью до членов первого

порядка малости имеют вид

Gij = G0ij −G0αjV
α
i −G0iαV α

j ;

εij = ε0ij − ε0αjV
α
i − ε0iαV α

j + (V i
j + V j

i )/2. (15)

С использованием приведенных выше формул получим уравнения для малых возму-
щений предварительно напряженной среды. Предположим, что поле напряжений пред-
ставляет собой сумму предварительных напряжений и их возмущений: σij = Σij + sjj .
Заметим, что поле начальных напряжений Σ должно удовлетворять условиям равновесия

в лагранжевых координатах

∂Σij

∂xi
= 0.

Поскольку в уравнении (12) плотность ρ отсчитывается от ее лагранжева значения ρ0, при
вычислении с точностью до членов первого порядка малости имеем ρ = ρ0(1−tr (V +V т)/2).

С учетом сказанного выше уравнение (12) можно записать в виде

ρ0
∂ui

∂t
− (δj

k − V j
k )

(
1 +

1

2
tr (V + V т)

)∂ (Σik + sik)

∂xj
= 0.

Отсюда с точностью до членов первого порядка малости получаем

ρ0
∂ui

∂t
− ∂sik

∂xk
+ V j

k

∂Σik

∂xj
= 0. (16)

Таким образом, получено уравнение для скоростей малых возмущений, в котором произ-
водные от компонент тензора начальных напряжений создают источники. Для замыкания
системы уравнений для малых возмущений предварительно напряженного состояния необ-
ходимо получить формулы, связывающие возмущения напряжений sik и градиенты пере-

мещений V j
k . Используем матричную формулу (4) для вычисления напряжений, в которую
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подставим разложения для тензора деформаций Фингера и его квадрата:

G = G0 − V тG0 −G0V,

G2 = G0
2 −G0(V + V т)G0 −G2

0V − V тG2
0.

(17)

С учетом (17) разложение тензора напряжений имеет вид

σ = l0I + l1G + l2G
2 = Σ− ΣV − V тΣ + l00(V + V т)− l02G0(V + V т)G0 −

−
( ∂l0

∂Gij
I +

∂l1
∂Gij

G0 +
∂l2

∂Gij
G2

0

)
(V тG0 + G0V )ij ,

где l00, l
0
2 — значения l0 и l2, вычисленные при G = G0. Следовательно, возмущение на-

чального поля напряжений равно

s = −ΣV − V тΣ + l00(V + V т)− l02G0(V + V т)G0 −

−
( ∂l0

∂Gij
I +

∂l1
∂Gij

G0 +
∂l2

∂Gij
G2

0

)
(V тG0 + G0V )ij . (18)

Тензор Фингера G0 предварительно напряженного состояния связан с тензором начальных

напряжений Σ и должен быть вычислен по формуле

Σ = l00I + l01G0 + l02G
2
0.

Наконец, уравнение для V i
j может быть получено из (13) после отбрасывания членов

второго порядка малости:

∂V i
j

∂t
− ∂ui

∂xj
= 0. (19)

Таким образом, выведены уравнения (16), (19), описывающие распространение волн
малых возмущений упругой среды с начальными напряжениями и образующие систе-
му дифференциальных уравнений для переменных ui, V i

j с замыкающими соотношени-

ями (18). Эти уравнения применимы для произвольной зависимости энергии упругой де-
формации от инвариантов тензора деформаций, при этом свойства среды определяются в
замыкающих соотношениях (18) коэффициентами l0, l1, l2.

3. Уравнения распространения упругих волн в предварительно напряжен-
ной среде с квадратичной зависимостью энергии упругой деформации от тензо-
ра деформаций. Сформулируем уравнения, описывающие распространение волн малой
амплитуды в изотропной среде с начальными напряжениями для квадратичной зависимо-
сти энергии упругой деформации от тензора деформаций:

E =
λ

2ρ00
(ε11 + ε22 + ε33)

2 +
µ

ρ00
(εijεji).

Здесь λ, µ — параметры Ламе; ρ00 — плотность среды в ненапряженном состоянии; тен-
зор деформации Альманси εij отсчитывается от ненапряженного состояния. Напряжения,
вычисленные с использованием тензора Альманси ε, имеют вид

σ = (ρ/ρ00)(λ tr (ε)I + 2µε− 2λ tr (ε)ε− 4µε2). (20)

При выводе (20) использована формула для вычисления напряжений через тензор дефор-
маций Альманси, полученная из (3):

σ = −2ρG
∂E

∂G
= ρ(I − 2ε)

∂E

∂ε
.
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Далее предполагается, что начальные деформации ε0, обусловленные наличием на-
чального поля напряжений Σ, малы, поэтому в ходе преобразований будем сохранять чле-
ны, содержащие ε0 только в первой степени.

С учетом разложения (15), записанного в матричной форме

ε = ε0 − V тε0 − ε0V + (V + V т)/2,

получаем

ε2 = ε0(V + V т)/2 + (V + V т)ε0/2,

tr (ε) = tr (ε0)− 2 tr (ε0V ) + tr (V + V т)/2.

Учитывая, что с точностью до степени первого порядка относительно ε0

ρ = ρ00(1− tr (ε)) = ρ00(1− tr (ε0)− tr (V + V т)/2),

Σ = λ tr (ε0)I + 2µε0,

выведем следующие формулы для малых возмущений тензора напряжений:

s = −ΣV −V тΣ− tr (V +V т)Σ/2+λ(1− tr (ε0)) tr (V +V т)I/2+µ(1− tr (ε0))(V +V т)−
− 2λ tr (ε0V )I − λ tr (V + V т)ε0 − 2µε0(V + V т)− 2µ(V + V т)ε0. (21)

Используя определения тензора малых деформаций и тензора малых поворотов (14),
выражение для тензора возмущений напряжений можно записать в виде

s = −Σ(ε + ω)− (εт + ωт)Σ− tr (ε)Σ + λ(1− tr (ε0)) tr (ε)I + 2µ(1− tr (ε0))ε−
− 2λ tr (ε0(ε + ω))I − 2λ tr (ε)ε0 − µε0ε− µεε0.

Таким образом, в среде с начальными напряжениями тензор напряжений зависит не только
от тензора малых деформаций ε, но и от тензора малых поворотов ω.

Итак, получена замкнутая система уравнений (16), (19), описывающая распростране-
ние волн в предварительно напряженной среде:

ρ0
∂ui

∂t
− ∂sik

∂xk
+ V j

k

∂Σik

∂xj
= 0,

∂V i
j

∂t
− ∂ui

∂xj
= 0. (22)

Здесь s вычисляется по формуле (21); ρ0 = ρ00(1 − tr ε0). Начальные деформации ε0 вы-
числяются через начальные напряжения Σ по формуле

ε0 =
1

2µ

(
Σ− λ

3λ + 2µ
tr Σ I

)
.

4. Особенности распространения волн в среде с начальными напряжения-
ми. Исследуем свойства волновых полей, описываемых уравнениями (22) для упругих волн
малой амплитуды, распространяющихся в предварительно напряженной среде. Для это-
го приведем способ вычисления акустического тензора (тензора Кристофеля) для системы
уравнений (22) с замыкающими соотношениями (21), который целесообразно использовать
при анализе скоростей распространения волн. В классической теории упругости акустиче-
ский тензор возникает при формулировке уравнений в перемещениях, образующих систему
трех дифференциальных уравнений второго порядка. В данном случае также рассматри-
ваются уравнения второго порядка, но для скоростей. Эти уравнения можно получить
путем дифференцирования первого уравнения системы (22) по времени и исключения про-
изводных от V i

j с использованием второго уравнения системы (22).
В результате получаем уравнения второго порядка для скоростей

ρ0
∂2ui

∂t2
= Cijkl

∂2ul

∂xjxk
+ Bijk

∂uj

∂xk
,
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где модули Cijkl зависят от λ, µ и тензора предварительных напряжений Σij . Модули Bijk

зависят от пространственных производных тензора начальных напряжений ∂Σij/∂xk:

Bijk = −∂Σik

∂xj
.

Ясно, что тензор модулей упругости Cijkl соответствует анизотропному материалу.

Следует отметить, что тензор напряжений sik, вычисляемый по формуле (21), линейно
зависит от тензора градиента перемещений V , а значит, является функцией не только
тензора деформаций ε, но и поворота ω. Свойства симметрии тензора Cijkl в общем случае

не позволяют отнести предварительно напряженную среду к какому-либо классу кристал-
лических сред. В уравнении для скоростей присутствуют члены с первыми производными,
что может приводить к дисперсии и затуханию упругих волн.

Исследовать свойства анизотропии для произвольно заданного поля начальных напря-
жений в общем случае затруднительно, поэтому в качестве примера рассмотрим случай
одноосного сжатия (растяжения) материала с полем начальных напряжений

Σ11 = −P, Σij = 0 (ij 6= 11).

Если в соответствии с правилом Cijpq → cmn от четырехиндексного обозначения модулей

перейти к двухиндексному, выполняя замену индексов 11 → 1, 22 → 2, 33 → 3, 23, 32 → 4,
13, 31 → 5, 12, 21 → 6, то компоненты тензора Cijpq можно вычислить по формулам

c11 = λ + 2µ + 6P +
4λ(λ + µ)

µ(3λ + 2µ)
P, c12 = λ + P +

λ(λ + 3µ)

µ(3λ + 2µ)
P,

c21 = λ +
λ(λ + 3µ)

µ(3λ + 2µ)
P, c13 = λ + P +

λ(λ + 3µ)

µ(3λ + 2µ)
P,

c31 = λ +
λ(λ + 3µ)

µ(3λ + 2µ)
P, c14 = c41 = c15 = c51 = c16 = c61 = 0,

c22 = λ + 2µ− P − 2λ2

µ(3λ + 2µ)
P, c23 = c32 = λ− λ(2λ− µ)

µ(3λ + 2µ)
P,

c24 = c42 = c25 = c52 = c26 = c62 = 0, c33 = λ + 2µ− P − 2λ2

µ(3λ + 2µ)
P,

c34 = c43 = c35 = c53 = c36 = c63 = 0, c44 = µ− 2λ

3λ + 2µ
P,

c45 = c54 = c46 = c64 = 0, c55 = µ + P − 2λ

3λ + 2µ
P,

c56 = c65 = 0, c66 = µ + P − 2λ

3λ + 2µ
P.

На рисунке показан характер распространения волн в плоскости в предварительно

растянутой и предварительно сжатой средах при следующих значениях параметров: Σ11 =
±ρ00V

2
p /50 (положительное значение начального напряжения Σ11 соответствует растяже-

нию, отрицательное— сжатию), Vp =
√

(λ + 2µ)/ρ00 = 3000 м/с, Vs =
√

µ/ρ00 = 2000 м/с,
ρ00 = 2000 кг/м3. Из рисунка следует, что в предварительно напряженной среде имеется
анизотропия в распределении скоростей продольных волн. Для волн сдвига анизотропия
также имеет место, но на рисунке она практически не видна.
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Распределение скоростей волн на плоскости в предварительно растянутой (а) и
сжатой (б) средах:
пунктирные линии— среда при отсутствии начальных напряжений, сплошные— среда

при наличии начальных напряжений; 1 — распределение скорости волны сдвига по

углу θ, 2 — распределение скорости продольной волны по углу θ

Наличие младших членов с первыми производными скоростей с коэффициентами, за-
висящими от производных начальных напряжений, приводит к дисперсии волновых полей
малой амплитуды.

Таким образом, сформулированы уравнения движения предварительно напряженной
деформированной среды в виде системы дифференциальных уравнений первого порядка в

дивергентной форме для случая конечных деформаций. На основе полученных уравнений
предложен способ вывода уравнений распространения волн малых возмущений в предва-
рительно напряженной упругой среде и получены уравнения, описывающие этот процесс,
в случае квадратичной зависимости энергии упругой деформации от тензора деформаций.
Показано, что при наличии начальных напряжений в распределении скоростей упругих
волн имеет место анизотропия, поэтому их следует учитывать, например, при интерпре-
тации сейсмических данных.
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