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For the mathematical model of the sea thermodynamics, developed in the Institute of Numerical Math-
ematics of the Russian Academy of Sciences, the problem of variational assimilation of the sea surface tem-
perature data is considered, with allowance for the observation data error covariance matrices. Based on the
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1. Введение

Алгоритмы четырехмерного вариационного усвоения данных представляют собой вы-
числительный инструментарий нового поколения, позволяющий обрабатывать инфор-
мационные потоки данных геофизических наблюдений и численных прогнозов, осно-

∗Работа выполнена при поддержке Российского научного фонда (проект № 17-77-30001, в рамках
которого проводились исследования в пунктах 2, 3) и РФФИ (проект № 18-01-00267, в рамках которого
были проведены численные расчеты).
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ванных на гидродинамических моделях, для задач мониторинга природной среды и
климата [1–6]. Одним из подходов к построению эффективных алгоритмов усвоения
является исследование ковариационных матриц ошибок наблюдений и включение их
в исходный функционал стоимости [7]. В данной работе, следуя [8], рассматривается
постановка обратной задачи об усвоении данных о температуре поверхности моря с ис-
пользованием ковариационных матриц ошибок наблюдений для модели термодинамики
моря.

За основу модели циркуляции моря принята численная модель гидротермодинами-
ки Балтийского моря, разработанная в ИВМ РАН [9], основанная на методе расщеп-
ления [10, 11] и дополненная блоком вариационного усвоения данных о температуре
поверхности моря [12, 13] с учетом ковариационных матриц ошибок наблюдений. Важ-
ным является вопрос о чувствительности [14–19]. В работе [8] на основе коэффициентов
чувствительности как норм операторов отклика проведено исследование устойчивости
оптимального решения задачи вариационного усвоения данных о температуре поверхно-
сти моря. Настоящая работа обобщает результаты работы [8] на случай функционалов
от оптимального решения. Получено представление градиента функционала по отноше-
нию к данным наблюдений, предложен алгоритм вычисления градиента функционала
и приведены результаты численных экспериментов для модели динамики Балтийского
моря.

2. Задача вариационного усвоения данных
о температуре поверхности моря

Рассмотрим задачу термодинамики моря в виде [20, 21]:

Tt + (Ū ,Grad)T −Div(âT Grad T ) = fT в D × (0, t̄),

T = T0 при t = 0 в D,

−νT
∂T

∂z
= Q на ΓS × (0, t̄),

∂T

∂NT
= 0 на Γw,c × (0, t̄),

Ū
(−)
n T +

∂T

∂NT
= Ū

(−)
n dT +QT на Γw,op × (0, t̄),

∂T

∂NT
= 0 на ΓH × (0, t̄),

(2.1)

где T = T (x, y, z, t) — неизвестная функция температуры, t ∈ (0, t̄), (x, y, z) ∈ D =
Ω × (0, H), Ω ⊂ R2, H = H(x, y) — функция рельефа дна, Q = Q(x, y, t) — суммар-
ный приток тепла, Ū = (u, v, w), âT = diag((aT )ii), (aT )11 = (aT )22 = µT , (aT )33 = νT ,
fT = fT (x, y, z, t) — заданные функции. Граница области Γ ≡ ∂D представляется как
объединение четырех непересекающихся частей ΓS , Γw, op, Γw, c, ΓH , где ΓS = Ω (невоз-
мущенная поверхность моря), Γw, op — жидкая (открытая) часть вертикальной боковой
границы, Γw, c — твердая часть вертикальной боковой границы, ΓH — дно моря. Другие
обозначения и детальное описание постановки задачи можно найти в работах [9, 12, 22].

Задачу (2.1) можно записать в форме операторного уравнения в (W 1
2 (D))∗:

Tt + LT = F +BQ для п. в. t ∈ (0, t̄),

T = T0 при t = 0,
(2.2)

где равенство понимается в слабом смысле, а именно:
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(Tt, T̂ ) + (LT, T̂ ) = F (T̂ ) + (BQ, T̂ ) ∀T̂ ∈W 1
2 (D), (2.3)

при этом L, F,B определяются следующими соотношениями:

(LT, T̂ ) ≡
∫
D

(−TDiv(Ū T̂ )) dD +

∫
Γw, op

Ū
(+)
n T T̂ dΓ +

∫
D

âT Grad(T )Grad(T̂ ) dD,

F (T̂ ) =

∫
Γw, op

(
QT + Ū

(−)
n dT

)
T̂ dΓ +

∫
D

fT T̂ dD,

(Tt, T̂ ) =

∫
D

TtT̂ dD, (BQ, T̂ ) =

∫
Ω

QT̂ |z=0 dΩ,

а функции âT , QT , fT , Q таковы, что равенство (2.3) имеет смысл.
Мы рассмотрим задачу об усвоении данных о температуре поверхности моря, следуя

[8, 12]. Предположим, что в задаче (2.1) функция Q ∈ L2(Ω × (0, t̄)) не известна. Пусть
задана функция данных наблюдений Tobs(x, y, t) на Ω̄ ≡ Ω∪ ∂Ω при t ∈ (0, t̄), которая по
своему физическому смыслу есть приближение к функции поверхностной температуры
на Ω, т. е. к T |z=0. Предполагаем, что Tobs ∈ L2(Ω × (0, t̄)), однако большей гладкостью
функция Tobs может не обладать, поэтому ее нельзя использовать в качестве граничного
условия на ΓS . Допускается случай, когда Tobs имеется лишь на некотором подмножестве
из Ω × (0, t̄), характеристическую функцию которого обозначим через m0. Вне этого
подмножества для определенности считаем Tobs нулевой.

В настоящей работе, как и в работе [8], в качестве Tobs берется функция среднесу-
точных наблюдений температуры поверхности моря, поскольку очень часто именно этот
тип данных доступен для усвоения. Отметим также, что в задаче (2.1) с неизвестными
T,Q уравнение замыкания имеет вид

T = Tobs на ΓS при t ∈ (0, t̄). (2.4)

Как было указано в [8], выбор уравнения замыкания в виде (2.4) представляется
вполне разумным, только надо перейти к его записи в смысле “наименьших квадратов”
с введением “регуляризации”. Именно этот подход и применяется ниже.

В дальнейшем мы будем предполагать, что данные наблюдений Tobs заданы с ошиб-
ками, а именно:

Tobs = m0T
t|z=0 + ξobs,

где T t — точное решение задачи (2.1) при некотором Q = Qt, а ξobs ∈ Yobs = L2(Ω×(0, t̄))
можно рассматривать как ошибку наблюдений. Мы будем предполагать, что ошибки ξobs

случайные и они распределены по нормальному закону (гауссовские) с нулевым матема-
тическим ожиданием и ковариационным оператором R· = E[(·, ξobs)ξobs], R : Yobs → Yobs,
где E — математическое ожидание. Ковариационные матрицы ошибок наблюдений игра-
ют важную роль при вариационном усвоении данных: обратные к ним матрицы включа-
ются в качестве весовых операторов в исходный функционал стоимости. В дальнейшем
мы будем предполагать, что R положительно определен и, значит, обратим.

Итак, вместо задачи об отыскании T,Q, задаваемой соотношениями (2.1), (2.4), рас-
смотрим следующую регуляризованную задачу вариационного усвоения данных (см.
[12]): найти T и Q, такие что
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
Tt + LT = F +BQ, t ∈ (0, t̄),

T = T0 при t = 0,

Jα(Q) = inf
Q
Jα(Q),

(2.5)

где

Jα(Q) =
1

2

J∑
j=1

Jα,j ,

Jα,j ≡ α
tj∫

tj−1

∫
Ω

∣∣Q−Q(0)
∣∣2 dΩ dt+

tj∫
tj−1

∫
Ω

(m0T |z=0 −Tobs)R
−1(m0T |z=0 −Tobs) dΩ dt,

Q(0) = Q(0)(x, y, t) — заданная функция, α = const > 0, t0 = 0, tJ = t̄. Весовой коэффи-
циент α принято называть параметром регуляризации по Тихонову [23].

При α > 0 поставленная задача вариационного усвоения данных имеет единствен-
ное решение. Существование оптимального решения следует из классических результа-
тов теории экстремальных задач, так как нетрудно показать, что решение задачи (2.2)
непрерывно зависит от потока Q (имеют место априорные оценки в соответствующих
функциональных пространствах).

При α = 0 задача имеет решение не всегда, однако как показано в работе [12], при
R = I имеет место однозначная и плотная разрешимость, что позволяет построить по-
следовательность регуляризованных решений, минимизирующую функционал.

Система оптимальности, которая определяет решение сформулированной задачи ва-
риационного усвоения данных согласно необходимому условию gradJα = 0, имеет вид:

Tt + LT = F +BQ, t ∈ (0, t̄),

T = T0 при t = 0,
(2.6)

−(T ∗)t + L∗T ∗ = BR−1m0(B∗T − Tobs), t ∈ (0, t̄),

T ∗ = 0 при t = t̄,
(2.7)

α(Q−Q(0)) +B∗T ∗ = 0 на Ω× (0, t̄), (2.8)

где L∗, B∗ — операторы, сопряженные к L,B соответственно.
Схема аппроксимации исходной задачи минимизации Jα последовательностью задач

минимизации Jα,j на (tj−1, tj) была предложена в [24, c. 288], см. также [8, 12].

3. Чувствительность функционалов к данным наблюдений

Введем в рассмотрение функцию G(T ), зависящую от T , которая предполагается
вещественнозначной и может рассматриваться как функционал на Y = L2(D × (0, t̄)).
Примеры таких функционалов приведены ниже. Так, если G(T ) — линейный ограни-
ченный функционал на Y , то по теореме Рисса [25] он представляется в виде G(T ) =
(T, p)Y , p ∈ Y . Нас будет интересовать чувствительность функционала G(T ) к данным
наблюдений Tobs при условии, что T получена после вариационного усвоения из системы
оптимальности (2.6)–(2.8). Как известно [1, 26], чувствительность функционала опреде-
ляется градиентом по Tobs, который является производной Гато:

dG

dTobs
=
∂G

∂T

∂T

∂Tobs
. (3.1)
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Пусть δTobs — вариация функции Tobs, тогда из (2.6)–(2.8) получаем систему опти-
мальности для вариаций:

δTt + LδT = BδQ, t ∈ (0, t̄),

δT = 0 при t = 0,
(3.2)

−(δT ∗)t + L∗δT ∗ = BR−1m0(B∗δT − δTobs), t ∈ (0, t̄),

δT ∗ = 0 при t = t̄,
(3.3)

αδQ+B∗δT ∗ = 0 на Ω× (0, t̄). (3.4)

Эта система эквивалентна вспомогательной линейной задаче усвоения данных об отыс-
кании δT, δQ таких, что 

δTt + LδT = BδQ, t ∈ (0, t̄),

δT = 0 при t = 0,

S(δQ) = inf
Q
S(Q),

(3.5)

где

S(δQ)=
α

2

t̄∫
0

∫
Ω

|δQ|2 dΩ dt+
1

2

t̄∫
0

∫
Ω

(m0δT |z=0−δTobs)R
−1(m0δT |z=0−δTobs) dΩ dt. (3.6)

Введем гессиан H функционала (3.6). Нетрудно видеть, что

H = H0 + αI, (3.7)

где I — единичный оператор, а оператор H0 определяется на v ∈ L2(Ω× (0, t̄)) последо-
вательным решением задач:

ψt + Lψ = Bv, t ∈ (0, t̄),

ψ = 0 при t = 0,
(3.8)

−(ψ∗)t + L∗ψ∗ = BR−1m0B
∗ψ, t ∈ (0, t̄),

ψ∗ = 0 при t = t̄,
(3.9)

H0v = B∗ψ∗ на Ω× (0, t̄). (3.10)

Введем вспомогательный оператор C : L2(Ω × (0, t̄)) → L2(Ω × (0, t̄)), действующий
на функции g ∈ L2(Ω× (0, t̄)) по формуле

Cg = B∗θ∗, (3.11)

где θ∗ — решение сопряженной задачи

−(θ∗)t + L∗θ∗ = BR−1m0g, t ∈ (0, t̄),

θ∗ = 0 при t = t̄.
(3.12)

Из (3.8)–(3.12) заключаем, что система (3.2)–(3.4) эквивалентна уравнению для ва-
риации оптимального решения δQ:
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HδQ = CδTobs. (3.13)

Как следует из [8, 27], гессиан H действует в L2(Ω × (0, t̄)) с областью определения
D(H) = L2(Ω × (0, t̄)), он ограничен, самосопряжен и неотрицательно определен. Если
α > 0, то H положительно определен. Оператор C ограничен.

При α > 0 уравнение (3.13) имеет единственное решение

δQ = H−1CδTobs. (3.14)

Таким образом, вариация оптимального решения δQ в явном виде выражается через
вариацию функции данных наблюдений δTobs. Уравнение (3.14) может быть положено
в основу исследования чувствительности оптимального решения и его функционалов к
ошибкам данных наблюдений.

Справедлива

Теорема 3.1. Градиент функционала G(T ) по Tobs имеет вид :

dG

dTobs
= C∗H−1B∗φ∗, (3.15)

где C∗ — оператор, сопряженный к C, H — гессиан, определенный формулами
(3.7)–(3.10), а φ∗ — решение сопряженной задачи

−(φ∗)t + L∗φ∗ = ∂G
∂T

, t ∈ (0, t̄),

φ∗ = 0 при t = t̄.
(3.16)

Доказательство. Из (3.1) получаем, что(
dG

dTobs
, δTobs

)
Yobs

=

(
∂G

∂T
, δT

)
Y

, (3.17)

где δTobs — вариация функции Tobs, δT =
∂T

∂Tobs
δTobs — решение системы (3.2)–(3.4).

Введем сопряженную по отношению к (3.2) задачу (3.16), тогда (3.17) можно пред-
ставить в виде: (

∂G

∂T
, δT

)
Y

= (φ∗, BδQ)Y = (B∗φ∗, δQ)Yobs . (3.18)

Уравнение для δQ определяется формулой (3.14), отсюда

(B∗φ∗, δQ)Yobs = (B∗φ∗,H−1CδTobs)Yobs = (C∗H−1B∗φ∗, δTobs)Yobs . (3.19)

Cопряженный оператор C∗ : L2(Ω × (0, t̄)) → L2(Ω × (0, t̄)) определяется на p ∈
L2(Ω× (0, t̄)) по формуле [8]:

C∗p = m0R
−1B∗φ, (3.20)

где φ — решение задачи
φt + Lφ = Bp, t ∈ (0, t̄),

φ = 0 при t = 0.
(3.21)

Таким образом, из (3.17)–(3.19) заключаем, что
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(
dG

dTobs
, δTobs

)
Yobs

= (C∗H−1B∗φ∗, δTobs)Yobs , (3.22)

и, тем самым, теорема доказана.

Формула (3.15) позволяет сформулировать алгоритм вычисления градиента dG

dTobs
:

1) решаем сопряженную задачу

−(φ∗)t + L∗φ∗ = ∂G
∂T

, t ∈ (0, t̄),

φ∗ = 0 при t = t̄
(3.23)

и полагаем
v = B∗φ∗;

2) решаем уравнение с гессианом с правой частью v:

Hu = v;

3) решаем прямую задачу

φt + Lφ = Bu, t ∈ (0, t̄),

φ = 0 при t = 0;
(3.24)

4) вычисляем градиент функционала по формуле

dG

dTobs
= m0R

−1B∗φ. (3.25)

В численных примерах рассматривались функционалы вида

G(T ) =

t̄∫
0

dt

∫
Ω

F ∗(x, y, t)T (x, y, 0, t) dΩ, (3.26)

где F ∗(x, y, t) — некая весовая функция, связанная с полем температуры на поверхности
z = 0. Например, если мы хотим определить среднюю температуру в какой-либо избран-
ной акватории океана ω при z = 0 в интервале t1 − τ ≤ t ≤ t1, то в качестве F ∗ мы
выберем функцию

F ∗(x, y, t) =

{
1/(τmes ω), если (x, y) ∈ ω, t1 − τ ≤ t ≤ t1,

0, в противном случае,
(3.27)

где mes ω означает, как обычно, площадь района ω. Тогда функционал (3.26) записыва-
ется в виде

G(T ) =
1

τ

t1∫
t1−τ

dt

(
1

mes ω

∫
ω

T (x, y, 0, t) dΩ

)
. (3.28)

Выражение (3.28) представляет собой среднюю температуру по интервалу t1−τ≤ t≤ t1
для избранного района ω. Функционалы такого типа наиболее интересны в задачах из-
менений климата [1].

В наших обозначениях функционал (3.26) можно записать в виде
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G(T ) =

t̄∫
0

(BF ∗, T ) dt = (BF ∗, T )Y , Y = L2(D × (0, t̄)).

Поскольку (
∂G

∂T
, δT

)
Y

= (BF ∗, δT )Y ,

то
∂G

∂T
= BF ∗. (3.29)

С использованием конкретного вида (3.29) в (3.23) алгоритм (3.23)–(3.25) позволяет
оценивать чувствительность функционалов, связанных с температурой после усвоения,
по отношению к ошибкам в данных наблюдений.

4. Результаты численных экспериментов

В настоящем пункте приводятся результаты численных экспериментов по исследова-
нию чувствительности функционалов к данным наблюдений в задаче о восстановлении
функции потока тепла Q в акватории Балтийского моря путем вариационного усвое-
ния данных о температуре поверхности моря. Расчеты проводились на основе σ-модели
гидротермодинамики Балтийского моря, разработанной в ИВМ РАН [9], которая была
дополнена процедурой вариационного усвоения данных [12] с использованием ковариа-
ционной матрицы ошибок наблюдений. При проведении численных экспериментов были
выбраны модификации граничных условий и коэффициентов в них согласно [11].

Модельная область Балтийского моря расположена от 9.375 в.д. до 30.375 в.д.
и от 53.625 с.ш. до 65.9375 с.ш. Пространственное разрешение модели составляет
1/16◦× 1/32◦× 25 по долготе, широте и вертикали. Сеточная область в горизонтальной
плоскости содержит 336×394 узлов, σ-уровни неравномерно распределены по глубине.
Шаг по времени равен 5 мин.

В качестве Tobs использовались среднесуточные данные температуры поверхности
Балтийского моря, полученные с портала океанографических данных COPERNICUS
(http://marine.copernicus.eu). Для пересчета данных наблюдений на расчетную сетку
численной модели термодинамики Балтийского моря использовались алгоритмы интер-
поляции данных [28, 29].

В качестве Q(0) использовался среднеклиматический поток, полученный по данным
реанализа NCEP (National Center for Environmental Prediction). С помощью упомянутой
модели гидротермодинамики, дополненной “процедурой усвоения” температуры поверх-
ности Tobs, были проведены расчеты на акватории Балтийского моря, в которых работал
алгоритм усвоения лишь в некоторые моменты времени tj , при этом tj+1 = t̄ = tj + ∆t.
Это означает, что до момента tj производился расчет по модели без алгоритма усвоения,
а начиная с tj алгоритм усвоения включался, при этом начальное условие для усвоения
задавалось из предыдущего расчета при t = tj (тем самым точкой t0, фигурирующей в
описании алгоритма усвоения, считалась точка tj).

Следуя [8], в качестве весовых коэффициентов в функционале стоимости при ре-
шении задачи усвоения данных были взяты диагональные элементы ковариационной
матрицы R, которые вычисляются исходя из статистических свойств данных наблюде-
ний. Статистические характеристики были рассчитаны на основе данных наблюдений за
27 лет, с 1982 по 2009 года, отдельно для каждого дня года [8].
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При реализации процедуры усвоения на одном шаге по времени (tj , tj+1) рассматри-
валась система вида (2.6)–(2.8), где под (2.6), (2.7) понимаются конечномерные аналоги
соответствующих задач.

Приведем результаты численных экспериментов. Результаты расчета при t0 = 41 часа
40 минут (500 временных шагов модели) даны на рисунке 4.1, где представлен гради-
ент функционала G(T ) при различных значениях параметра α, полученный с помощью
алгоритма (3.23)–(3.25). Более темным цветом выделены зоны, в которых функционал
G(T ) наиболее чувствителен к ошибкам в наблюдениях при проведении процедуры усво-
ения данных. Заметим, что большему параметру регуляризации соответствует меньшая
чувствительность функционала к ошибкам данных наблюдений (рис. 4.1). Рис. 4.2 де-
монстрирует, что для всех точек области разность градиентов, полученных при α = 10−4

и α = 1, положительна, т. е. при увеличении параметра α градиент dG

dTobs
уменьшается,

тем самым процесс вычисления G(T ) становится более устойчивым, что и следовало
ожидать.

(а) α = 10−4 (б) α = 1

Рис. 4.1. Градиент функционала G(T )

Рис. 4.2. Градиент функционала G(T )

Для того чтобы проверить теоретические выводы, численные эксперименты проводи-
лись с использованием алгоритма усвоения для возмущенной температуры поверхности
T εobs = Tobs +εδTobs, ε=const> 0 в выбранных областях акватории Балтийского моря (см.
рис. 4.1 (a), районы 1–4). Здесь α = 10−4.
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Значения функционала Gε(T ), полученные в результате усвоения, сравнивались с
невозмущенными значениями G(T ). В таблице приведены значения величин Gε(T ) и
δG = Gε(T ) − G(T ) для случая, когда алгоритм усвоения включался в определенный
момент времени t0 = 500 шагов (41 ч 40мин) при ε = 2, δTobs = 1. Как видно из табли-
цы, максимальная ошибка δG наблюдается в области 1, что соответствует рис. 4.1 (а).
Минимальная ошибка δG наблюдается в области 3. Заметим, что в этом случае невозму-
щенное значение G(T ) = 0.016894, а число возмущенных точек, где изменялись значения
температуры Tobs, — 646 (в каждой из областей 1–4). Эти эксперименты подтверждают
вычисления, проведенные по формулам (3.23)–(3.25).

Таблица. Значения Gε(T ) и δG

Район Возмущение Gε(T ) · 104

(T ε
obs = Tobs + εδTobs)

Отклонение от невозмущенного значения
δG · 104(δG = Gε(T ) −G(T ))

1 170.2 1.261
2 169.5 0.513
3 169.3 0.408
4 169.9 1.004

Вышеприведенные исследования позволяют решить проблему определения районов
моря, в которых функционалы от оптимального решения являются наиболее чувстви-
тельными к любым возмущениям в данных наблюдений при использовании процедуры
вариационного усвоения, в случаях когда значения этих возмущений не известны апри-
ори.

5. Заключение

В настоящей работе проведено исследование чувствительности функционалов от ре-
шения задачи вариационного усвоения данных о температуре поверхности моря с целью
восстановления потоков тепла на поверхности с использованием трехмерной модели гид-
ротермодинамики Балтийского моря, разработанной в ИВМ РАН. В качестве весовых
коэффициентов для функции стоимости в задаче вариационного усвоения рассматри-
вались диагональные элементы ковариационной матрицы ошибок наблюдений, которые
вычисляются исходя из статистических свойств данных наблюдений. С использовани-
ем системы оптимальности и гессиана функции стоимости разработан алгоритм иссле-
дования чувствительности функционалов от решения задачи после усвоения на основе
вычисления градиента функционала по отношению к данным наблюдений. Численные
эксперименты для модели динамики Балтийского моря подтверждают теоретические
выводы о возможности использования предложенного алгоритма. Данная методология
позволяет определять подобласти, в которых функционалы от оптимального решения
наиболее чувствительны к ошибкам наблюдений при вариационном усвоении данных.
Выявление областей чувствительности функционалов может существенно помочь при
решении проблем выбора точек наблюдения, размещения станций наблюдений, важных
для мониторинга состояния морской среды и климата.
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