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Резистентность к ВИЧ-1, выработанная некоторыми людьми, подвергшимся этому заболеванию,
оказалась многообещающим фактором в борьбе с инфекцией ВИЧ-1. Изменение поведения также ста-
ло одной из наиболее важных стратегий защиты от пандемии ВИЧ-1, но оба эти фактора в основном
игнорируются разработчиками математических моделей. В данной статье формулируется и тщательно
анализируется новая математическая модель резистентности к вирусу ВИЧ-1, учитывающая изменение
поведения для случаев как частичной, так и полной абстиненции. Рассчитанный индекс репродукции
используется для установления локальной устойчивости точек равновесия, свободных от болезней, с
использованием подхода Уотмо и Дрише в обоих случаях. С использованием соответствующих демо-
графических и эпидемиологических данных по Южной Африке в численном моделировании тщательно
исследуется положительный эффект изменения поведения в условиях резистентности к ВИЧ-1, и эта
стратегия является абсолютно эффективной в борьбе с угрозой ВИЧ-1. В этой работе также представ-
лен более лучший результат, чем тот, который был получен в большинстве работ, приведенных в списке
литературы.
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Resistance to HIV-1 disease developed by some exposed individuals has shown a promising sign in the fight
against HIV-1 infection. Behavior change has also become one of the most important protection strategies
against HIV-1 pandemic, but both of them have been widely neglected by mathematical modelers. In this
paper, a new virus resistance HIV-1 mathematical model incorporating behavior change is formulated and
analyzed rigorously for both partial and total abstinence cases. The calculated reproduction number is used
to establish the local stability of the disease-free equilibrium points using the approach of Watmough and
Driessche in both cases. Using appropriate demographic and epidemiological data for South Africa in the
numerical simulation, the positive effect of behavior change in the midst of HIV-1 resistance is thoroughly
examined, and this strategy is absolutely effective in dealing with the threat of HIV-1. This work also provides
a better result than what is obtainable in the majority of the referenced related works.
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1. Введение

Хорошо известно, что ВИЧ/СПИД является одним из самых серьезных инфекцион-
ных заболеваний ввиду высокой смертности и сокращения продолжительности жизни,
связанных с вирулентной природой вируса. Обнищание многих семей, экономический
спад и рост числа зарегистрированных случаев инфицирования — некоторые из по-
следствий распространения ВИЧ/СПИДа. В результате многие больницы оказались в
затруднительном положении [13, 20].

Два основных типа штаммов ВИЧ — это ВИЧ-1 и ВИЧ-2. Самый опасный из распро-
страненных во всем мире — ВИЧ-1, в то время как последний (ВИЧ-2) менее патогенный
и менее распространен, поскольку он ограничен странами Западной Африки. Тест, про-
водимый с одним из штаммов, не может в достаточной степени обнаружить другой из
них ввиду больших генетических различий между ними. Южная Африка остается эпи-
центром болезни, и страны на юге Сахары подвержены ей больше всего. Из нескольких
миллиардов инфицированных во всем мире взрослых и детей более чем две трети — из
Африки к югу от Сахары, где более 32% из них проживают в странах Южной Афри-
ки [10, 20].

Статистика, полученная в [1, 27], подтверждает, что существует диспропорция в сте-
пени инфицирования между мужчинами и женщинами, где у последних более высокая
распространенность инфекции, что в основном встречается в странах или сообществах,
где гетеросексуальные контакты являются доминирующим способом ее передачи. В боль-
шинстве стран Африки к югу от Сахары на каждые 15 ВИЧ-1-инфицированных мужчин
приходится около 20 ВИЧ-1-инфицированных женщин.

ВИЧ/СПИД кажется крайне серьезным заболеванием, однако работники здравоохра-
нения разработали несколько профилактических стратегий, и положительный эффект
изменения поведения получил широкое распространение и признание. В последнее время
это даже стало доминирующей профилактической мерой. Изменение поведения — это в
основном стратегии, которые можно использовать для изменения поведения, приводя-
щего к сокращению заболеваний, хронических заболеваний и контролю над заболева-
нием [6]. Оно включает действия, которые поощряют позитивное поведение и изменяют
негативное поведение, или применение различных типов стратегий вмешательства, ко-
торые могут быть реализованы с помощью мотивационных и образовательных методов,
нацеленных на определенные группы людей или конкретного человека [5]. Было отмече-
но положительное влияние стратегий изменения поведения для значительного сокраще-
ния числа ВИЧ-инфекций. Подход “ABC”, который означает пропаганду абстиненции,
верности и постоянного использования презервативов, был определен как наиболее рас-
пространенная стратегия изменения поведения [26].

Согласно [24], в большинстве стран юга Африки резко сократилось появление но-
вых случаев заражения ВИЧ/СПИДом. Например, показано 73%-е сокращение случаев
в Малави, 71%-е в Ботсване, 68%-е в Намибии, 58%-е в Замбии, 50%-е в Зимбабве и
41%-е в Южной Африке. Это резкое сокращение объясняется положительным влия-
нием стратегий изменения поведения, таких как сокращение числа половых партнеров,
отсрочка начала половых отношений и более частое использование презервативов. Лица,
использующие частичную абстиненцию, — это те, кто только сократил количество по-
ловых партнеров и все еще живет в эндемической среде, а лица, использующие полную
абстиненцию, — те, кто имеет только одного сексуального партнера и не подвергаются
воздействию эндемической или незащищенной среды.

У некоторых людей выявлена резистентность к ВИЧ [17, 19, 25]. Эта резистентность
может проявляться в виде сценария подверженных болезни, но неинфицированных лич-
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ностей; он был определен среди медицинских работников, проституток, детей инфици-
рованных матерей и так далее. Другой сценарий — это случай инфицированных людей
с медленным или отсутствующим развитием СПИДа без каких-либо лекарств или ле-
чения. Они годами живут с вирусом с незначительной потерей клеток CD4+ или без
нее [8, 17].

Многие ученые, например авторы [28], обнаружили, что некоторые люди имеют ча-
стичную или полную врожденную резистентность к ВИЧ. Возможные причины этих
странных случаев исследовались в [2, 4, 9, 16, 29]. Всего лишь десять лет назад исследо-
ватели обнаружили, что белок острой фазы амилоид А, интерлейкин-22, Толл-подобные
рецепторы, естественные клетки-киллеры и некоторые другие белки могут быть при-
чиной того, что у некоторых инфицированных людей не происходит сероконверсия, не
говоря уже о развитии до СПИДа, несмотря на многократную подверженность ВИЧ [3].

Было опубликовано множество математических моделей для изучения динамики ви-
руса; согласно имеющейся литературе, никто не рассматривал математическую модель
ВИЧ-1, в которой инфицированные люди приобретают резистентность к разрушению
клеток CD4 + и резистентность к заражению ВИЧ, включая частичную и полную абсти-
ненцию. Эффект резистентности изучался в работах [11, 14, 21], но во всех этих работах
он был включен в модель вируса гриппа, которая сильно отличается от модели данного
исследования. Все другие исследователи, например авторы [18], которые изучали измене-
ние поведения, не детализировали его в контексте частичной и полной абстиненции, как
это сделано в этой работе. Уникальной особенностью является то, что данная модель так-
же исследует влияние изменения поведения на все рассматриваемые компартменты, за
исключением класса СПИДа. Здесь будет использоваться подход с точки зрения матема-
тического моделирования для изучения динамики резистентности при передаче ВИЧ-1
и влияния изменения поведения. Чтобы внести свой вклад и расширить работу упомя-
нутых выше исследователей, представляется новая математическая модель, в которой
мы

- включаем класс восприимчивых к заболеванию (S) и класс восприимчивых к за-
болеванию с изменением поведения (Sb);

- рассматриваем влияние резистентности к заражению и резистентности к ухудше-
нию болезни;

- включаем класс изменения поведения с развитием заболевания при полной или
частичной абстиненции;

- включаем компартменты I1 и I1b с медленным развитием и медленным развитием
с изменением поведения соответственно; считается, что они обладают частичной
резистентностью к вирусу;

- включаем компартменты I2 и I2b для отсутствия развития и отсутствия развития
с изменением поведения соответственно; считается, что они обладают полной рези-
стентностью к вирусу и не переходят в компартмент СПИДа (A);

- включаем компартменты I3 и I3b для быстрого развития и быстрого развития с
изменением поведения соответственно; считается, что они не обладают резистент-
ностью к вирусу.

Все эти случаи ранее не рассматривались.
Работа построена следующим образом. В пункте 2 даны формулировка модели и опи-

сание параметров, в п. 3 описывается модель и ее основные свойства. Анализ подмодели
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(модели с полной абстиненцией) обсуждается в п. 4, анализ полной модели (модели с ча-
стичной абстиненцией) обсуждается в п. 5. В п. 6 представлена численная верификация
влияния изменения поведения, а в последнем пункте даны заключительные замечания.

2. Формулировка и предположения модели

Модель резистентности к ВИЧ и изменения поведения была сформулирована путем
разделения всей человеческой популяции за определенный период времени t, обозначен-
ный N(t), на девять взаимоисключающих компартментов: восприимчивых людей S(t),
восприимчивых людей с изменением поведения Sb(t), с медленным развитием ВИЧ-1
I1(t), с медленным развитием ВИЧ-1 с изменением поведения I1b(t), с отсутствием раз-
вития ВИЧ-1 I2(t), с отсутствием развития ВИЧ-1 с изменением поведения I2b(t), с быст-
рым развитием ВИЧ-1 I3(t), с быстрым развитием ВИЧ-1 с изменением поведения I3b(t)
и класс СПИДа A, так что

N(t) = S(t) + Sb(t) + I1(t) + I1b(t) + I2(t) + I2b(t) + I3(t) + I3b(t) +A(t).

Предполагалось, что класс СПИДа состоит из слабых и нездоровых инфицированных
сексуально неактивных лиц.

Сексуально активные люди попадают в восприимчивую популяцию с некоторой по-
стоянной скоростью B. Восприимчивые люди заражаются вирусом через эффективный
контакт с ВИЧ-1-положительными и инфицированными людьми со скоростью λ, зада-
ваемой путем:

λ =
β
(
I3 + σ1I3b + σ2I2 + σ3I2b + σ4I1 + σ5I1b

)
N

, (2.1)

где β — эффективная частота контактов, которая может привести к инфекции;
0 ≤ σ1, σ2, σ3, σ4, σ5 ≤ 1 — параметры модификации, которые учитывают предполага-
емое сокращение передачи вируса классами, инфицированными ВИЧ-1.

Заражение людей с медленным развитием, без развития и с быстрым развитием
ВИЧ-1 (I1, I2 и I3) происходит со скоростью α1λ, α2λ и α3λ соответственно, в то время
как естественная смерть происходит с некоторой постоянной скоростью µ. Восприим-
чивая популяция S меняет свое половое поведение, благодаря абстиненции, с некоторой
скоростью γ1. Лица в Sb становятся безрассудными и регрессируют до S со скоростью γ2.
Предполагается, что лица в Sb не имеют контактов с инфицированными людьми из-за
полного изменения поведения. Следовательно, скорость изменения всей популяции как
восприимчивых, так и восприимчивых с изменением поведения классов определяется,
соответственно, следующим образом:

Ṡ(t) =B − (α1 + α2 + α3)λS + γ2Sb − (µ+ γ1)S,

Ṡb(t) =γ1S − (γ2 + µ)Sb,

где ˙ представляет собой производную по времени.
Класс инфицированных с медленным развитием ВИЧ-1 (I1) и класс с изменени-

ем поведения (I1b) генерируются при инфицировании восприимчивого класса со ско-
ростью α1λ при полной и частичной абстиненции, вследствие изменения поведения, со
скоростью γ3 и γ4 соответственно, и с медленным развитием СПИДа со скоростью ρ1,
так что мы имеем

İ1(t) = α1λS + γ4I1b − (γ3 + µ+ ρ1)I1, ˙I1b(t) = γ3I1 − (γ4 + µ)I1b.
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Аналогичным образом, класс ВИЧ-1-инфицированных с отсутствием развития забо-
левания (I2) и класс с изменением поведения (I2b) состоят из класса инфицирования
восприимчивых лиц со скоростью α2λ при полной и частичной абстиненции, вследствие
изменения поведения, со скоростью γ5 и γ6 соответственно, и без развития СПИДа из-за
резистентности, что дает

İ2(t) = α2λS + γ6I2b − (γ5 + µ)I2, ˙I2b(t) = γ5I2 − (γ6 + µ)I2b.

Класс с быстрым развитием инфицированных ВИЧ-1 (I3) и класс с изменением по-
ведения (I3b) пополняются из восприимчивого класса S при инфицировании со скоро-
стью α3λ при полной и частичной абстиненции, вследствие изменения поведения, со
скоростью γ7 и γ8 соответственно, и быстрого развития СПИДа со скоростью ρ2, что
дает

İ3(t) = α3λS + γ8I3b − (γ7 + µ+ ρ2)I3, ˙I3b(t) = γ7I3 − (γ8 + µ)I3b.

Предположим, что τ — вызванная заболеванием смертность, тогда динамика класса
СПИДа определяется следующим образом:

Ȧ(t) = ρ1I1 + ρ2I3 − (µ+ τ)A.

Поскольку развитие неодинаково, было предположено, что

0 ≤ α2 < α1 < α3 < 1 и α1 + α2 + α3 = 1. (2.2)

Полученная в результате математическая модель динамики передачи ВИЧ-1, включа-
ющая резистентность к вирусу и изменение поведения вследствие как частичной, так и
полной абстиненции, с использованием множества нелинейных дифференциальных урав-
нений задается следующим образом:

dS

dt
= B − (α1 + α2 + α3)λS + γ2Sb −K1S, (2.3)

dSb
dt

= γ1S −K2Sb, (2.4)

dI1
dt

= α1λS + γ4I1b −K3I1, (2.5)

dI1b
dt

= γ3I1 −K4I1b, (2.6)

dI2
dt

= α2λS + γ6I2b −K5I2, (2.7)

dI2b
dt

= γ5I2 −K6I2b, (2.8)

dI3
dt

= α3λS + γ8I3b −K7I3, (2.9)

dI3b
dt

= γ7I3 −K8I3b, (2.10)

dA

dt
= ρ1I1 + ρ2I3 −K9A, (2.11)

где
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K1 = γ1 + µ, K2 = γ2 + µ, K3 = γ3 + µ+ ρ1, K4 = γ4 + µ, K5 = γ5 + µ,
K6 = γ6 + µ, K7 = γ7 + µ+ ρ2, K8 = γ8 + µ, K9 = µ+ τ.

с начальным условием

S(0) > 0, Sb(0) > 0, I1(0) > 0, I1b(0) > 0,

I2(0) > 0, I2b(0) > 0, I3(0) > 0, I3b(0) > 0, A(0) > 0.
(2.12)

Блок-схема этой модели представлена ниже.

Рис. 1. Блок-схема модели

3. Основные свойства модели

Здесь будет установлено, что математическая модель (2.3)–(2.11) эпидемиологически
допустима. Это можно сделать, установив, что популяции остаются неотрицательными,
т. е. все решения модели с положительными начальными условиями положительны в лю-
бое время t > 0. Предполагается, что начальные условия в начале вспышки заболевания
ВИЧ-1 задаются (2.12).

Определим область Σ следующим образом:

Σ =

{(
S, Sb, I1, I1b, I2, I2b, I3, I3b, A

)
∈ R9

+ : 0 < N ≤ B

µ

}
. (3.1)

Теорема 1. Область допустимых значений Σ с начальными условиями, представлен-
ными в (2.12), является положительно инвариантной и аттрактивной.

Доказательство. Поскольку N > 0 в Σ, то сила инфицирования λ определена кор-
ректно, и поскольку правая часть (2.3)–(2.11) является липшицевой дифференцируемой
и непрерывной с частными производными в Σ, то теорема Пикара обеспечивает суще-
ствование решений на некотором интервале [0,Θ), где 0 < Θ ≤ ∞ зависит от (2.12).
Легко заметить, что

Ṡ ≥ 0 если S = 0, Ṡb ≥ 0 если Sb = 0, İ1 ≥ 0 если I1 = 0, İ1b ≥ 0 если I1b = 0,

İ2 ≥ 0 если I2 = 0, İ2b ≥ 0 если I2b = 0, İ3 ≥ 0 если I3 = 0, İ3b ≥ 0 если I3b = 0,

Ȧ ≥ 0 если A = 0.
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Поэтому на основании условия (2.12) решения S(t), Sb(t), I1(t), I1b(t), I2(t), I2b(t),
I3(t), I3b(t), A(t) неотрицательны в интервале [0,Θ). Далее, сложение (2.3)–(2.11) дает

dN

dt
= B − µN − τA ≤ B − µN, (3.2)

решение которого

N(t) ≤ B

µ
+

[
N(0)− B

µ

]
exp (−µt), (3.3)

lim
t→∞

N(t) ≤ B

µ
+ lim

t→∞

[
N(0)− B

µ

]
exp (−µt) ≤ B

µ
.

Это подтверждает, что решение ограничено сверху величиной B

µ
в области, определяе-

мой (3.1). Следовательно, модель эпидемически корректна и уместна, поскольку все пе-
ременные состояния неотрицательны для всех t ≥ 0 [21–23]. Значит, Σ является областью
допустимых значений и достаточно исследовать модель в Σ. Это завершает доказатель-
ство.

4. Анализ модели с полной абстиненцией классов
инфицированных ВИЧ-1

Прежде всего модель необходимо проанализировать для лиц, меняющих свое поведе-
ние посредством полной абстиненции от всех средств заражения ВИЧ-1 и от всех энде-
мичных сред с точки зрения ВИЧ-1, т. е. γ2 = γ4 = γ6 = γ8 = 0 и σ1 = σ3 = σ5 = 0, так
что уравнения (2.3)–(2.11) принимают следующий вид:

dS

dt
= B − (α1 + α2 + α3)λ1S −K1S, (4.1)

dSb
dt

= γ1S − µSb, (4.2)

dI1
dt

= α1λ1S −K3I1, (4.3)

dI1b
dt

= γ3I1 − µI1b, (4.4)

dI2
dt

= α2λ1S −K5I2, (4.5)

dI2b
dt

= γ5I2 − µI2b, (4.6)

dI3
dt

= α3λ1S −K7I3, (4.7)

dI3b
dt

= γ7I3 − µI3b, (4.8)

dA

dt
= ρ1I1 + ρ2I3 −K9A, (4.9)

где

λ1 =
β(I3 + σ2I2 + σ4I1)

N
. (4.10)
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4.1. Локальная устойчивость равновесия без заболевания (РБЗ)

Равновесие без заболевания (4.1)–(4.9) задается следующим образом:

Ψ∗1 =
(
S∗, S∗b , I

∗
1 , I
∗
1b, I

∗
2 , I
∗
2b, I

∗
3 , I
∗
3b, A

∗) =

(
B

µ+ γ1
,

γ1B

µ(γ1 + µ)
, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0

)
. (4.11)

С использованием метода следующего поколения [7, 30] F1 (члены новой инфекции) и
V1 (члены передачи) выражаются как

F1 =



α1λ1S

0

α2λ1S

0

α3λ1S

0

0


, V1 =



K3I1

µI1b − γ3I1
K5I2

µI2b − γ5I2
K7I3

µI3b − γ7I3
K9A− ρ1I1 − ρ2I3


.

Производные F1 и V1 инфицированных классов задаются соответственно:

F1=



α1βσ4µ

K1
0

α1βσ2µ

K1
0

α1βµ

K1
0 0

0 0 0 0 0 0 0
α2βσ4µ

K1
0

α2βσ2µ

K1
0

α2βµ

K1
0 0

0 0 0 0 0 0 0

α3βσ4µ

K1
0

α3βσ2µ

K1
0

α3βµ

K1
0 0

0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0


, V1=



K3 0 0 0 0 0 0
−γ3 µ 0 0 0 0 0

0 0 K5 0 0 0 0
0 0 −γ5 µ 0 0 0
0 0 0 0 K7 0 0
0 0 0 0 −γ7 µ 0
−ρ1 0 0 0 −ρ2 0 K9


.

Используя ρ3 как спектральный радиус (величина доминирующего собственного числа)
матрицы следующего поколения F1V−11 , индекс репродукции имеет вид

R′T =
βµ
(
α1K5K7σ4 + α2K3K7σ2 + α3K3K5

)
K1K3K5K7

. (4.12)

Пороговый параметр R′T — это мера среднего числа новых вирусных инфекций, развив-
шихся у одного ВИЧ-1-инфицированного в сообществе людей, практикующих полную
абстиненцию и являющихся полностью восприимчивыми. Отсюда получаем следующий
результат:

Лемма 1. РБЗ редуцированной модели (4.1)–(4.9) с полной абстиненцией является
локально асимптотически устойчивым (ЛАС), если R′T < 1, и неустойчивым, если
R′T > 1.

Для установления локальной устойчивости точек РБЗ будет использован подход Уо-
тмо и Дрише [30], воспроизведенный и примененный Чжаном с соавторами [31].
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Пусть P1 =
(
S, Sb, I1, I1b, I2, I2b, I3, I3b, A

)
— переменные состояния модели (4.1)–(4.9)

и ее начальные условия. Тогда модель можно представить в виде

dP1

dt
= η(P1)− ξ(P1),

где

ξ(P1)=



β(α1+α2+α3)(I3+σ2I2+σ4I1)S

N
+K1S−B

µSb − γ1S
K3I1

µI1b − γ3I1
K5I2

µI2b − γ5I2
K7I3

µI3b − γ7I3
K9A− ρ2I3 − ρ1I1


, η(P1)=



0
0

α1β(I3 + σ2I2 + σ4I1)S

N
0

α2β(I3 + σ2I2 + σ4I1)S

N
0

α3β(I3 + σ2I2 + σ4I1)S

N
0
0



.

Вычислить Dη1(Ψ∗1) и Dξ1(Ψ∗1) легко следующим образом:

Dη1(Ψ
∗
1) =

(
F1 0
0 0

)
и Dξ1(Ψ

∗
1) =

(
V1 0

J
′
3 J

′
4

)
,

где η1 — подматрица основной матрицы без учета интенсивности инфицирования,
ξ1 — подматрица интенсивности инфицирования, D — производная.

Заметим, что F1 и V1 такие, как даны в матрицах, приводящих к уравнению (4.12),
а J ′3 вычисляется путем частного дифференцирования обоих неинфицированных ком-
партментов S и Sb относительно переменных I1, I1b, I2, I2b, I3, I3b, A при РБЗ Ψ∗1. Кро-
ме того, J ′4 вычисляется путем частного дифференцирования обоих неинфицированных
компартментов S и Sb относительно переменных S и Sb при РБЗ Ψ∗1. Это дает

J
′
3 =

[
β(α1 + α2 + α3)σ4S

∗

N∗
0

β(α1 + α2 + α3)σ2S
∗

N∗
0

β(α1 + α2 + α3)S
∗

N∗
0 0

0 0 0 0 0 0 0

]
,

J
′
4 =

[
β(α1 + α2 + α3)(I3 + σ2I2 + σ4I1)

N∗
+K1 0

−γ1 µ

]
.

Уравнения модели (4.1)–(4.9) можно заново выразить следующим образом:

İ1
İ1b
İ2
İ2b
İ3
İ3b
Ȧ


= (F1 − V1)



I1
I1b
I2
I2b
I3
I3b
A


−
[
1−

(S∗ + S∗b )µ

B

]
F1



I1
I1b
I2
I2b
I3
I3b
A


≤ (F1 − V1)



I1
I1b
I2
I2b
I3
I3b
A


.
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При t → ∞ имеем S∗ + S∗b →
B

µ
, тогда как

(
I∗1 , I

∗
1b, I

∗
2 , I
∗
2b, I

∗
3 , I
∗
3b, A

∗) → (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0).
Это означает, что (S∗, S∗b , I

∗
1 , I
∗
1b, I

∗
2 , I
∗
2b, I

∗
3 , I
∗
3b, A

∗)→ Ψ∗1 при t→∞.
Кроме того, F1 неотрицательна, а V1 — неотрицательная матрица. Можно заметить,

что все собственные числа J ′4 имеют положительную действительную часть. В соответ-
ствии с [30, 31] все собственные значения матрицы F1 − V1 имеют отрицательную дей-
ствительную часть. Следовательно, РБЗ уравнений модели (4.1)–(4.9) локально асимп-
тотически устойчиво, если R′T < 1.

4.2. Существование эндемического равновесия

Уравнения модели (4.1)–(4.9) с полной абстиненцией имеют единственную точку по-
ложительного эндемического равновесия (ТЭР). Это точка, где по крайней мере одно из
инфицированных компартментов является ненулевым. Пусть

Ψ∗∗1 =
(
S∗∗, S∗∗b , I

∗∗
1 , I

∗∗
1b , I

∗∗
2 , I

∗∗
2b , I

∗∗
3 , I

∗∗
3b , A

∗∗) (4.13)

есть точка эндемического равновесия. Интенсивность инфицирования определяется сле-
дующим образом:

λ∗∗1 =
β
(
I∗∗3 + σ2I

∗∗
2 + σ4I

∗∗
1

)
N∗∗

. (4.14)

Уравнения (4.1)–(4.9) в терминах интенсивности инфицирования λ∗∗1 в установившемся
состоянии имеют следующие решения:

S∗∗ =
B

K1 + (α1 + α2 + α3)λ∗∗1
, S∗∗b =

Bγ1

µ
[
(α1 + α2 + α3)λ∗∗1 +K1

] , (4.15)

I∗∗1 =
α1Bλ

∗∗
1

K3[(α1 + α2 + α3)λ∗∗1 +K1]
, I∗∗1b =

γ3α1Bλ
∗∗
1

µK3

[
(α1 + α2 + α3)λ∗∗1 +K1

] , (4.16)

I∗∗2 =
α2Bλ

∗∗
1

K5

[
(α1 + α2 + α3)λ∗∗1 +K1

] , I∗∗2b =
γ5α2Bλ

∗∗
1

µK5

[
(α1 + α2 + α3)λ∗∗1 +K1

] , (4.17)

I∗∗3 =
α3Bλ

∗∗
1

K7

[
(α1 + α2 + α3)λ∗∗1 +K1

] , I∗∗3b =
γ7α3Bλ

∗∗
1

µK7

[
(α1 + α2 + α3)λ∗∗1 +K1

] , (4.18)

A∗∗ =
(K7ρ1α1 +K3ρ2α3)Bλ

∗∗
1

K3K7K9

[
(α1 + α2 + α3)λ∗∗1 +K1

] , (4.19)

N∗∗ =
βB(α3K3K5 + α2σ2K3K7 + σ4α1K5K7)

K3K5K7

[
(α1 + α2 + α3)λ∗∗1 +K1

] . (4.20)

Путем подстановки всех уравнений (4.15)–(4.20) в (4.14) можно показать, что ненуле-
вое равновесие модели удовлетворяет следующему линейному уравнению в терминах λ∗∗1 :
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a0λ
∗∗
1 + a1 = 0, (4.21)

где

a0 = α1K5K7

(
K3K9 − τρ1

)
+ α2K3K5

(
K7K9 − τρ2

)
+ α3K3K5K7K9, (4.22)

a1 = K1K3K5K7K9

(
1−R′T

)
. (4.23)

Видно, что a0 > 0, поскольку K3K9− τρ1 > 0 и K7K9− τρ2 > 0, a1 ≥ 0 ⇐⇒ R′T ≤ 1, так
что λ∗∗1 = −a1

a0
≤ 0. Это показывает, что положительного эндемического равновесия нет

всякий раз, когдаR′T ≤ 1. Отметим, что тот факт, что уравнение (4.22) является положи-
тельным, может быть установлен путем соответствующего расширения и факторизации
членов, содержащих отрицательные знаки, после подстановки исходных значений K3,
K7 и K9. Следовательно, точка эндемического равновесия Ψ∗∗1 существует и является
единственной всякий раз, когда R′T > 1.

5. Анализ полной модели

5.1. Локальная устойчивость РБЗ

Здесь анализ будет таким же, что и в предыдущем пункте. Обратите внимание, что
полная модель (2.3)–(2.11) имеет такое же РБЗ, что и подмодель, задаваемая уравнени-
ями (4.1)–(4.9), которые существуют в той же области Σ. Такая же матрица следующего
поколения будет использоваться для определения индекса репродукции:

F =



α1λS

0

α2λS

0

α3λS

0

0


, V =



K3I1 − γ4I1b
K4I1b − γ3I1
K5I2 − γ6I2b
K6I2b − γ5I2
K7I3 − γ8I3b
K8I3b − γ7I3

K9A− ρ1I1 − ρ2I3


.

Производные F и V относительно инфицированных классов задаются, соответственно,
следующим образом:

V =



K3 −γ4 0 0 0 0 0
−γ3 K4 0 0 0 0 0

0 0 K5 −γ6 0 0 0
0 0 −γ5 K6 0 0 0
0 0 0 0 K7 −γ8 0
0 0 0 0 −γ7 K8 0
−ρ1 0 0 0 −ρ2 0 K9


,
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F =



α1βσ4µ

K1

α1βσ5µ

K1

α1βσ2µ

K1

α1βσ3µ

K1

α1βµ

K1

α1βσ1µ

K1
0

0 0 0 0 0 0 0
α2βσ4µ

K1

α2βσ5µ

K1

α2βσ2µ

K1

α2βσ3µ

K1

α2βµ

K1

α2βσ1µ

K1
0

0 0 0 0 0 0 0
α3βσ4µ

K1

α3βσ5µ

K1

α3βσ2µ

K1

α3βσ3µ

K1

α3βµ

K1

α3βσ1µ

K1
0

0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0


.

При использовании ρ4 в качестве спектрального радиуса (величина доминирующего соб-
ственного числа) матрицы следующего поколения FV−1 индекс репродукции задается
как

RT =
βα1µ(σ4K4 + σ5γ3)

K1(K3K4 − γ3γ4)
+
βα2µ(σ2K6 + σ3K5)

K1(K5K6 − γ5γ6)
+
βα3µ(K8 + γ7σ1)

K1(K7K8 − γ7γ8)
. (5.1)

Лемма 2. Точка равновесия без заболевания (РБЗ) полной модели (2.3)–(2.11) с ча-
стичной абстиненцией является локально асимптотически устойчивой (ЛАС), если
RT < 1, и неустойчивой — в противном случае.

Доказательство будет получено с использованием того же подхода, который описан
в предыдущем пункте.

Пусть P =
(
S, Sb, I1, I1b, I2, I2b, I3, I3b, A

)
— переменные состояния уравнений модели

(2.3)–(2.11) и ее начальные условия (2.12). Тогда модель можно выразить следующим
образом:

dP

dt
= η(P )− ξ(P ),

где

ξ(P ) =



β(α1 + α2 + α3)Y S

N
−B − γ2Sb +K1S

K2Sb − γ1S
K3I1 − γ4I1b
K4I1b − γ3I1
K5I2 − γ6I2b
K6I2b − γ5I2
K7I3 − γ8I3b
K8I3b − γ7I3

K9A− ρ2I3 − ρ1I1


,

η(P ) =



0
0

α1β(I3 + σ1I3b + σ2I2 + σ3I2b + σ4I1 + σ5I1b)S

N
0

α2β(I3 + σ1I3b + σ2I2 + σ3I2b + σ4I1 + σ5I1b)S

N
0

α3β(I3 + σ1I3b + σ2I2 + σ3I2b + σ4I1 + σ5I1b)S

N
0
0


,
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Y =
(
I3 + σ1I3b + σ2I2 + σ3I2b + σ4I1 + σ5I1b

)
. Dη(Ψ∗1) и Dξ(Ψ∗1) легко вычислить:

Dη(Ψ∗1) =

(
F 0
0 0

)
, Dξ(Ψ∗1) =

(
V 0
J3 J4

)
,

где F и V такие же, как в (5.1), а J3 рассчитывается путем частного дифференциро-
вания обоих неинфицированных компартментов S и Sb по переменным I1, I1b, I2, I2b,
I3, I3b, A, определенным при РБЗ Ψ∗1. Отметим, что η — подматрица основной матри-
цы без учета интенсивности инфицирования, тогда как ξ — подматрица интенсивности
инфицирования, а D — производная.

Кроме того, J4 вычисляется путем частного дифференцирования обоих неинфициро-
ванных компартментов S и Sb по переменным S и Sb, определенным при РБЗ Ψ∗1. Это
дает

J3 =

 βKσ4S
∗

N∗
βKσ5S

∗

N∗
βKσ2S

∗

N∗
βKσ3S

∗

N∗
βKS∗

N∗
βKσ1S

∗

N∗
0

0 0 0 0 0 0 0

 ,
J4 =

 β(α1 + α2 + α3)(I3 + σ1I3b + σ2I2 + σ3I2b + σ4I1 + σ5I1b)

N∗
+K1 −γ2

−γ1 K2

 ,
где K = α1 + α2 + α3.

Уравнения модели (2.3)–(2.11) можно переформулировать:

İ1
İ1b
İ2
İ2b
İ3
İ3b
Ȧ


= (F − V)



I1
I1b
I2
I2b
I3
I3b
A


−
[
1−

(S∗ + S∗b )µ

B

]
F



I1
I1b
I2
I2b
I3
I3b
A


≤ (F − V)



I1
I1b
I2
I2b
I3
I3b
A


.

При t→∞ имеем S∗+S∗b →
B

µ
, тогда как (I∗1 , I

∗
1b, I

∗
2 , I
∗
2b, I

∗
3 , I
∗
3b, A

∗)→ (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0).
Это означает, что (S∗, S∗b , I

∗
1 , I
∗
1b, I

∗
2 , I
∗
2b, I

∗
3 , I
∗
3b, A

∗)→ Ψ∗1 при t→∞. Кроме того, F неот-
рицательна, V — неотрицательная матрица. Можно заметить, что все собственные числа
J4 имеют положительную действительную часть. В соответствии с [30, 31], все собствен-
ные значения матрицы F−V имеют отрицательную действительную часть. Следователь-
но, РБЗ уравнений модели (2.3)–(2.11) является локально асимптотически устойчивым,
если RT < 1.

5.2. Существование эндемического равновесия

Полная модель с частичной абстиненцией имеет единственную положительную точ-
ку эндемического равновесия (ТЭР). Это точка, в которой по крайней мере один из
инфицированных вирусом компартментов является ненулевым. Пусть

Ψ∗∗ =
(
S∗∗, S∗∗b , I

∗∗
1 , I

∗∗
1b , I

∗∗
2 , I

∗∗
2b , I

∗∗
3 , I

∗∗
3b , A

∗∗) (5.2)

есть точка эндемического равновесия. Интенсивность инфицирования определяется сле-
дующим образом:

λ∗∗ =
β
(
I∗∗3 + σ1I

∗∗
3b + σ2I

∗∗
2 + σ3I

∗∗
2b + σ4I

∗∗
1 + σ5I

∗∗
1b

)
N∗∗

. (5.3)
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Уравнения (2.3)–(2.11) в терминах интенсивности инфицирования λ∗∗ в установив-
шемся состоянии можно решить как

S∗∗ =
BK2

K2(f1λ∗∗ +K1)− γ1γ2
, I∗∗1 =

α1λ
∗∗BK2K4

(K3K4 − γ3γ4)[K2(f1λ∗∗ +K1)− γ1γ2]
,

I∗∗1b =
α1λ

∗∗BK2γ3
(K3K4 − γ3γ4)[K2(f1λ∗∗ +K1)− γ1γ2]

, S∗∗b =
Bγ1

K2(f1λ∗∗ +K1)− γ1γ2
,

I∗∗2 =
Bα2K2K6λ

∗∗

W5[K2(f1λ∗∗ +K1)− γ1γ2]
, I∗∗2b =

Bα2K2γ5λ
∗∗

W5[K2(f1λ∗∗ +K1)− γ1γ2]
,

I∗∗3 =
Bα3K2K8λ

∗∗

W7[K2(f1λ∗∗ +K1)− γ1γ2]
, I∗∗3b =

Bα3K2γ7λ
∗∗

W7[K2(f1λ∗∗ +K1)− γ1γ2]
,

A∗∗ =
(α1ρ1K4W7 + α3K8ρ2W3)λ

∗∗BK2

K9W3W7[K2(f1λ∗∗ +K1)− γ1γ2]
,

N∗∗ =
BK9W3W7[K2(f1λ

∗∗ +K1)− γ1γ2]− τλ∗∗BK2[(α1ρ1K4W7 + α3K8ρ2W3)]

K9W3W7[K2(f1λ∗∗ +K1)− γ1γ2]
,

(5.4)

где
f1 = µ+ (α1 + α2 + α3)λ

∗∗, W1 = K1K2 − γ1γ2, W3 = K3K4 − γ3γ4,
W5 = K5K6 − γ5γ6, W7 = K7K8 − γ7γ8.

Путем подстановки всех уравнений (5.4) в (5.3) можно показать, что ненулевое равнове-
сие модели удовлетворяет следующему линейному уравнению в терминах λ∗∗:

a2λ
∗∗ + a3 = 0, (5.5)

где
a2 = W5W7K2α1(W3K9 − τK4ρ1)+ α3W3W5K2(W7K9 −K8ρ2τ)+W3W5W7K2K9α2

> 0, (5.6)

a3 = K9W1W3W5W7 (1−RT ) . (5.7)

Очевидно, что a2 > 0, поскольку W3K9 − τK4ρ1 > 0 и W7K9 − K8ρ2τ > 0, a3 ≥ 0
если и только если RT ≤ 1, так что λ∗∗ = −a3

a2
≤ 0, что показывает отсутствие поло-

жительного эндемического равновесия всякий раз, когда RT ≤ 1. Следовательно, точка
эндемического равновесия Ψ∗∗ существует и является единственной всякий раз, когда
RT > 1.

6. Численная верификация

В данном пункте будет выполнена численная верификация уравнений модели
(2.3)–(2.11) для подтверждения существования точек, полученных в аналитических ре-
зультатах, и установления влияния изменения поведения на сдерживание распростране-
ния ВИЧ-1.

6.1. Оценка параметров

Для оценивания значений параметров будут использоваться данные среднегодовой
численности населения Южной Африки в 2019 г., представленные в [27]. Этот же отчет
будет использоваться для определения начальных условий для каждого класса населе-
ния. Поскольку описываемая модель представляет собой модель ВИЧ-1, включающую
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изменение поведения, в нее входят только взрослые и сексуально активные люди. По
этой причине будут использоваться только данные людей в возрасте от 15 до 49 лет,
указанные в статистическом отчете.

То, что Южная Африка была взята в качестве целевого исследования, совершенно
естественно. В 2018 году Южная Африка заняла 4-е место после Ботсваны (21.9%), Ле-
сото (25%) и Эсватини (Свазиленд) (27.2%) как страна с самым высоким уровнем рас-
пространенности ВИЧ/СПИДа, где пострадало 18.9% населения [12]. Таким образом,
Южная Африка считается подходящей страной для исследования. Почему несмотря на
экономический, социальный рост и развитие Южной Африки ВИЧ не уступает? Причи-
ны этого как биологические, так и социальные, включая высокий уровень подростковой
беременности, эпидемию гендерного и межличностного насилия, отсутствие качествен-
ного образования, повсеместная нищета и безработица.

Население Южной Африки по состоянию на 2019 год оценивалось как 58 775 022 че-
ловека, среди которых половозрелое и сексуально активное население в возрасте от 15
до 49 лет составляло 31 842 922 человека. Это дает начальное условие для подверженного
воздействию вируса населения без изменения поведения как S(0) = 31 842 922. Расчет-
ный уровень распространенности ВИЧ составляет примерно 13.5% населения Южной
Африки. Общее число ВИЧ-инфицированных в 2019 году составляет примерно 7 970 000
человек. Для возрастной группы 15–49 лет 19.07% из 7 970 000 дает 1 519 879 ВИЧ-
положительных. Поскольку в данных не различается скорость развития инфицирован-
ных классов, 1 519 879 необходимо разделить между I1, I2 и I3: I1(0) = 350 000, I2(0) =
519 879, I3(0) = 650 000. Более того, отчет не охватывает тех, кто меняет свое поведение,
следовательно, Sb(0) = 0, I1b(0) = 0, I2b(0) = 0 и I3b(0) = 0. Кроме того, нет данных по
группе СПИДа, поэтому A(0) = 0.

Показатель миграции людей в Южную Африку задается как 1 039 749, так что B =
1 039 749. Ожидаемая продолжительность жизни при рождении в 2019 году оценивается
для мужчин как 61.5, а для женщин как 67.7. Среднее этих значений дает 64.6. Посколь-
ку известно, что естественная смертность обратно пропорциональна продолжительности
жизни, то µ =

1

64.6
= 0.0155. Смертность, связанная со СПИДом, оценивается как 23.4%,

что означает 0.234, так что уровень смертности от болезни τ = 0.234. Согласно исследо-
ванию из [15] у людей, инфицированных ВИЧ-1 и не получающих лечения, в течение 12
лет разовьется СПИД. Поэтому, ρ2 =

1

12
= 0.084. Поскольку ρ2 — скорость для быстрого

развития, а ρ1 для медленного развития СПИДа, предполагалось, что ρ1 < ρ2 = 0.045.
Значения других параметров приведены в таблице.

Таблица. Гипотетические значения параметров

Параметр Значение (в год) Источник
τ 0.234 [27]
µ 0.0155 [27]
ρ2 0.084 [15]
ρ1 0.045 Оценка
B 1,039, 749 [27]
α1, α2, α3 0.34, 0.01, 0.65 Оценка
β 2 [15]
σ1, σ2, σ3, σ4, σ5 0.12, 0.20, 0.20, 0.15, 0.16 Оценка
γ1, γ2, γ3 Переменные [18]
γ4, γ5, γ6 Переменные [18]
γ7, γ8 Переменные [18]
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6.2. Оценка влияния изменения поведения

В этом подпункте численное моделирование уравнений модели (2.3)–(2.11) будет вы-
полнено с использованием соответствующих демографических и эпидемиологических
данных по Южной Африке, приведенных в таблице, и с указанными выше начальны-
ми условиями. В первую очередь следует рассмотреть случай, когда индекс репродук-
ции (5.1) меньше единицы, так что изменение поведения окажет положительное влияние
на уровень населения, как показано на рис. 2. Можно заметить, что инфицированное на-
селение сократилось примерно до 1.37×106 (линия 2) для лиц, которые изменили свое
поведение путем использования презервативов, имея только одного полового партнера,
избегая рискованных сексуальных связей и т. д., в то время как инфицированное населе-
ние без изменения поведения составляет примерно 1.51×106 (линия 1). Другими словами,
изменение поведения приводит к резкому сокращению инфицированного населения. Ре-
зультаты получены с использованием программного обеспечения MATLAB R2019b.

Рис. 2. Моделирование уравнений модели для значений RT < 1 и RT > 1

Второй рассмотренный случай — это случай, когда индекс репродукции (5.1) больше
единицы, так что изменение поведения окажет менее значительное влияние на сдержива-
ние инфекции, как показано на рис. 3. Можно заметить, что инфицированное население
постепенно увеличивается примерно до 2.6 × 106 (линия 2) для лиц, которые измени-
ли свое поведение, в то время как инфицированное население без изменения поведения
составляет примерно 4.7 × 106 (линия 1). Несмотря на то, что инфицированное населе-
ние увеличивается, изменившие свое поведение по-прежнему имеют более низкий темп
инфицирования по сравнению с теми, кто не меняет свое поведение.

Рис. 3. Изменение γ1 и γ2 в S и Sb
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6.3. Оценка эффекта полной и частичной абстиненции

Графические решения со всеми указанными выше значениями параметров и началь-
ными условиями представлены на рисунках 4–6 с использованием языка программирова-
ния Python. Следует вспомнить, что γodd — показатель полной абстиненции и γeven — по-
казатель частичной абстиненции. Рис. 4 демонстрирует, что популяция восприимчивых
людей без изменения поведения увеличивается с увеличением числа лиц, придерживаю-
щихся частичной абстиненции. С другой стороны, по мере того, как все больше людей
практикуют полную абстиненцию, они немедленно покидают этот класс и переходят в
класс Sb, тем самым вызывая большое сокращение класса S.

Рис. 4. Изменение γ3 и γ4 в I1 и I1b

Рис. 5. Изменение γ5 и γ6 в I2 и I2b

Из рис. 5 видно, что по мере того как все больше людей практикуют полную абсти-
ненцию, класс Sb постепенно увеличивается со временем, в то время же как все больше
людей практикуют частичную абстиненцию, класс Sb резко сокращается. Это происхо-
дит потому, что люди, практикующие частичную абстиненцию, регрессируют и возвра-
щаются в класс S. Это ясно показывает положительный эффект как частичной, так и
полной абстиненции. Кроме того, следует отметить, что население класса Sb, когда пол-
ная абстиненция максимальна (γ1 = 0.95), составляет 5×107, что гораздо выше значения
класса S, равного 3.5× 107, когда частичная абстиненция максимальна, т. е. γ2 = 0.95.

Эффект изменения поведения более очевиден и заметен во всех инфицированных
компартментах классов I1, I2 и I3, как показано на рисунках 4–6. По мере того, как все
больше людей полностью отказывается от рискованного поведения, общее число людей,
предположительно инфицированных, резко сокращается с 3.2×107 до 2.6×107, с 3.18×107
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до 3.1×107 и с 3.18×107 до 3.12×107 для I1, I2 и I3 соответственно. Это положительное
влияние полной абстиненции на снижение уровня инфицирования.

Рис. 6. Изменение γ7 и γ8 в I3 и I3b

7. Заключительные замечания

В этом исследовании была сформулирована, проанализирована и численно решена
новая модель резистентности к ВИЧ-1, включающая изменение поведения в виде ча-
стичного и полного воздержания от любого рискованного полового поведения, наличия
нескольких партнеров, несоблюдения правил использования презервативов и т. д. Мо-
дель была отдельно проанализирована для случаев частичной и полной абстиненции.
Вычисленный индекс репродукции использовался для установления локальной устой-
чивости точек равновесия без заболевания с использованием подхода Уотмо и Дрише
в обоих случаях. При помощи численного моделирования был установлен совокупный
эффект изменения поведения наряду с независимым эффектом частичной и полной аб-
стиненции. Полученные результаты являются более новыми и исчерпывающими, чем
полученные в работах [11, 14], где рассмотрено явление резистентности к вирусу гриппа,
которое не было так подробно описано, как в данном исследовании. Также дано широкое
понимание важности изменения поведения, в частности полной абстиненции, которые не
рассматривались в [18]. Результаты также подтверждают важность изменения поведения
в нескольких странах Южной Африки [24] и согласуются с результатами работы [26].
Учитывая все эти новые результаты, легко сделать вывод, что изменение поведения по-
прежнему является неоспоримым средством для проблемы глобального распространения
ВИЧ-1.

Благодарности. Авторы искренне признательны за работу всех рецензентов, чей неиз-
меримый вклад помог значительно улучшить качество данной статьи.
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