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С использованием локально-равновесной модели механодиффузии, включающей связан-
ную систему уравнений движения упругого тела и уравнение массопереноса, решается
двумерная нестационарная задача упругой диффузии для изотропного однокомпонентно-
го слоя. Решение строится с помощью рядов Фурье, преобразований Лапласа по времени
и преобразований Фурье по пространственной координате. Оригиналы преобразования
Лапласа находятся аналитически, для обращения преобразования Фурье применяются
квадратурные формулы.

Ключевые слова: нестационарная упругая диффузия, изотропный слой, преобразова-
ния Лапласа и Фурье, ряды Фурье.
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Введение. При аналитическом решении двумерных нестационарных задач для упру-
гого слоя с учетом диффузии на определенном этапе, как правило, применяется интеграль-
ное преобразование Лапласа по времени. При этом трудности возникают при обращении
преобразования. Существуют различные подходы к решению данной проблемы. Также воз-
можно построение решений указанных задач с помощью разложений в ряды по собствен-
ным функциям. В этом случае трансформанты Лапласа являются дробно-рациональными
функциями [1–3], что существенно упрощает задачу обращения. Далее приводится реше-
ние одной из задач данного класса.

1. Постановка задачи. В прямоугольной декартовой системе координат Ox1x2x3

рассматривается однородный упругий изотропный слой, ограниченный плоскостями

x2 = 0, x2 = L. Полагается, что физико-механические процессы в слое без учета тем-
пературных эффектов описываются уравнениями [1–4]

(λ+ µ) grad div u + µ∆u = ρ
∂2u

∂t2
+ α grad η, D∆η =

∂η

∂t
+ Λ ∆ (div u),

где u = {u1(x1, x2, t), u2(x1, x2, t), 0} — вектор перемещений; t — время; η = n−n0 — при-
ращение объемной концентрации n веществ относительно начальной концентрации n0; λ,
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µ — упругие постоянные Ламе; ρ — плотность среды; α — коэффициент объемного расши-
рения, связанного с массопереносом; D — коэффициент самодиффузии; Λ = n0Dα/(RT0);
R — универсальная газовая постоянная; T0 — абсолютная температура среды.

На границах слоя задаются касательное напряжение σ12 и перемещение u2, а также
координата J2 вектора диффузионного потока J :

σ12

∣∣
x2=0

= f11(x1, t), u2

∣∣
x2=0

= f21(x1, t), J2

∣∣
x2=0

= f31(x1, t),

σ12

∣∣
x2=L

= f12(x1, t), u2

∣∣
x2=L

= f22(x1, t), J2

∣∣
x2=L

= f32(x1, t),

где

σij = λδij div u + µ
(∂ui

∂xj
+
∂uj

∂xi

)
− αδijη, Ji = Λδilδjk

∂2uk

∂xl ∂xj
−Dδij

∂η

∂xj
,

δij (i = 1, 2) — символ Кронекера.
В начальный момент времени слой находится в невозмущенном состоянии.
Введем следующие безразмерные параметры (далее штрих опускается):

x′i =
xi

L
, u′i =

ui

L
, τ =

ct

L
, c2 =

λ+ 2µ

ρ
, η′ =

η

n0
, λ′ =

λ

ρc2
, µ′ =

µ

ρc2
(i = 1, 2),

α′ =
n0α

ρc2
, D′ =

D

cL
, Λ′ =

Λ

n0cL
, f ′1q =

f1q

µ
, f ′2q =

f2q

L
, f ′3q =

f3q

n0cD
(q = 1, 2).

Соответствующий безразмерный аналог указанной выше начально-краевой задачи за-
писывается следующим образом:

ü1 = ∆1µ(u1) + L12(u2)− L13(η), ü2 = L12(u1) + ∆µ1(u2)− L23(η),

η̇ = −L31(u1)− L32(u2) + ∆DD(η);
(1.1)

M1(u1, u2)
∣∣
x2=0

= f11(x1, τ), M1(u1, u2)
∣∣
x2=1

= f12(x1, τ),

M2(u1, u2, η)
∣∣
x2=0

= f31(x1, τ), u2

∣∣
x2=0

= f21(x1, τ), (1.2)

M2(u1, u2, η)
∣∣
x2=1

= f32(x1, τ), u2

∣∣
x2=1

= f22(x1, τ);

ui

∣∣
τ=0

= u̇i

∣∣
τ=0

= η
∣∣
τ=0

= 0. (1.3)

Здесь точки обозначают производные по безразмерному времени τ ,

∆αβ = α
∂2

∂x2
1

+ β
∂2

∂x2
2

, L12 = (λ+ µ)
∂2

∂x1 ∂x2
, Li3 = α

∂

∂xi
, L3i =

∂∆ΛΛ

∂xi
,

M1(u1, u2) =
∂u1

∂x2
+
∂u2

∂x1
, M2(u1, u2, η) = γ

∂

∂x2

(∂u1

∂x1
+
∂u2

∂x2

)
− ∂η

∂x2
, γ =

Λ

D
.

2. Метод решения. Пусть Gimq = ui, G3mq = η (m = 1, 2, 3; i = 1, 2, q = 1, 2) —
функции Грина задачи (1.1)–(1.3), а именно решения задач, включающих уравнения (1.1),
начальные условия (1.3) и граничные условия

M1(G1mq, G2mq)
∣∣
x2=0

= δm1δq1δ(x1)δ(τ), G2mq

∣∣
x2=0

= δm2δq1δ(x1)δ(τ),

M2(G1mq, G2mq, G3mq)
∣∣
x2=0

= δm3δq1δ(x1)δ(τ),

M1(G1mq, G2mq)
∣∣
x2=1

= δm1δq2δ(x1)δ(τ), G2mq

∣∣
x2=1

= δm2δq2δ(x1)δ(τ),
(2.1)

M2(G1mq, G2mq, G3mq)
∣∣
x2=1

= δm3δq2δ(x1)δ(τ)
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(δ(τ) — дельта-функция Дирака). Тогда решение задачи (1.1)–(1.3) принимает вид

ui(x1, x2, τ) =
3∑

m=1

2∑
q=1

Gimq(x1, x2, τ) ∗∗ fmq(x1, τ),

η(x1, x2, τ) =
3∑

m=1

2∑
q=1

G3mq(x1, x2, τ) ∗∗ fmq(x1, τ),

(2.2)

где символ “∗” обозначает свертки по времени τ и координате x1.
Заметим, что с использованием замены пространственной переменной y = 1 − x2 из

(1.1), (1.3), (2.1) можно получить следующую связь функций Грина:

Gim2(x1, x2, τ) = (−1)iGim1(x1, x2, τ).

Тогда формулы (2.2) принимают вид

u1 = G111 ∗∗ (f11 − f12) +G121 ∗∗ (f21 − f22) +G131 ∗∗ (f31 − f32),

u2 = G211 ∗∗ (f11 + f12) +G221 ∗∗ (f21 + f22) +G231 ∗∗ (f31 + f32), (2.3)

η = G311 ∗∗ (f11 − f12) +G321 ∗∗ (f21 − f22) +G331 ∗∗ (f31 − f32).

Таким образом, для определения перемещения и приращения концентрации достаточ-
но найти функции Gkm1 (k = 1, 2, 3, m = 1, 2, 3). При этом для их определения в качестве
ядер представлений (2.3) достаточно ограничиться случаем fm2 ≡ 0.

Применяя к задаче (1.1)–(1.3) преобразование Лапласа по времени и преобразование
Фурье по переменной x1, получаем

l11(u
FL
1 )− iω(λ+ µ)

∂uFL
2

∂x2
+ iωαηFL = 0,

−iω(λ+ µ)
∂uFL

1

∂x2
+ l22(u

FL
2 ) + α

∂ηFL

∂x2
= 0, (2.4)

iωl31(u
FL
1 ) +

∂

∂x2
l31(u

FL
2 ) + l33(η

FL) = 0;

m1(u
FL
1 , uFL

2 )
∣∣
x2=0

= fFL
11 , uFL

2

∣∣
x2=0

= fFL
21 , m2(u

FL
1 , uFL

2 , ηFL)
∣∣
x2=0

= fFL
31 ,

m1(u
FL
1 , uFL

2 )
∣∣
x2=1

= 0, uFL
2

∣∣
x2=1

= 0, m2(u
FL
1 , uFL

2 , ηFL)
∣∣
x2=1

= 0.
(2.5)

Здесь s, ω — параметры преобразований; индексы L, F обозначают трансформанты,

l11(u1) = κ1(ω, s)u1 − µu′′1, l22(u2) = κ2(ω, s)u2 − u′′2,

l31(ui) = Λ(u′′i − ω2ui), l33(η) = κ3(ω, s)η −Dη′′,

κ1(ω, s) = ω2 + s2, κ2(ω, s) = µω2 + s2, κ3(ω, s) = Dω2 + s,

m1(u1, u2) = u′1 + iωu2, m2(u1, u2, η) = γ(iωu1 + u′2)
′ − η′

(штрих означает производную по переменной x2).
В силу (2.3) решения задачи (2.4), (2.5) можно записать в виде

uFL
i =

3∑
m=1

GFL
im1f

FL
m1 , ηFL =

3∑
m=1

GFL
3m1f

FL
m1 . (2.6)
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Для определения коэффициентовGFL
km1 линейных комбинаций (2.6) представляем функ-

ции в виде двух слагаемых

uFL
i = Ui + ϕi, ηFL = H + ψ, (2.7)

где ϕi, ψ выбираются таким образом, чтобы правые части граничных условий (2.5) стали
нулевыми:

ϕ2(ω, x2, s) = ϕ∗2(x2)f
FL
21 , ϕ∗2(x2) = 1− x2. (2.8)

Тогда для функций ϕ1, ψ из первого и третьего равенств (2.5) с учетом (2.8) получаем
следующие соотношения:

(ϕ′1 + iωfFL
21 ϕ∗2)

∣∣
x2=0

= fFL
11 , (iωγϕ′1 − ψ′)

∣∣
x2=0

= fFL
31 ,

(ϕ′1 + iωfFL
21 ϕ∗2)

∣∣
x2=1

= 0, (iωγϕ′1 − ψ′)
∣∣
x2=1

= 0.

Интегрируя последовательно эти равенства, находим функции ϕ1, ψ:

ϕ1(ω, x2, s) = (fFL
11 − iωfFL

21 )ϕ∗1(x2), ϕ∗1(x2) = x2(1− x2/2),

ψ(ω, x2, s) = (iωγfFL
11 + ω2γfFL

21 − fFL
31 )ϕ∗1(x2).

(2.9)

Подставляя (2.7) с учетом соотношений (2.9) в (2.4), (2.5), получаем краевую задачу

l11(U1)− iω(λ+ µ)U ′2 + iωαH = F1,

−iω(λ+ µ)U ′1 + l22(U2) + αH ′ = F2, (2.10)

iωl31(U1) + l31(U
′
2) + l33(H) = F3;

m1(U1, U2)
∣∣
x2=0

= 0, UFL
2

∣∣
x2=0

= 0, m2(U1, U2, H)
∣∣
x2=0

= 0,

m1(U1, U2)
∣∣
x2=1

= 0, UFL
2

∣∣
x2=1

= 0, m2(U1, U2, H)
∣∣
x2=1

= 0,

(2.11)

где

F1 = B11(ω, s)ϕ
∗
1 +B10(ω, s), F2 = B22(ω, s)ϕ

∗
2, F3 = B31(ω, s)ϕ

∗
1 +B30(ω, s),

B11(ω, s) = [ω2αγ − κ1(ω, s)](f
FL
11 − iωfFL

21 ) + iωαfFL
31 ,

B22(ω, s) = iω[λ+ µ− αγ]fFL
11 − [s2 + αω2γ − λω2]fFL

21 + αfFL
31 , (2.12)

B31(ω, s) = −iωγsfFL
11 − ω2γsfFL

21 + κ3(ω, s)f
FL
31 ,

B10(ω, s) = −(µfFL
11 + iωλfFL

21 ), B30(ω, s) = −ω2ΛfFL
21 +DfFL

31 .

Решение системы уравнений (2.10) представим в виде удовлетворяющих граничным
условиям (2.11) тригонометрических рядов

U1(ω, x2, s) =
∞∑

n=0

U1n(ω, s) cos (λnx2), U2(ω, x2, s) =
∞∑

n=1

U2n(ω, s) sin (λnx2),

H(ω, x2, s) =
∞∑

n=0

Hn(ω, s) cos (λnx2), λn = πn.

(2.13)
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Правые части (2.10) запишем в виде аналогичных рядов

F1(ω, x2, s) =
∞∑

n=0

F1n(ω, s) cos (λnx2), F2(ω, x2, s) =
∞∑

n=1

F2n(ω, s) sin (λnx2),

F3(ω, x2, s) =
∞∑

n=0

F3n(ω, s) cos (λnx2),

где

F10 = B11(ω, s)/3 +B10(ω, s), F30 = B31(ω, s)/3 +B30(ω, s),

F1n = −2λ−2
n B11(ω, s), F2n = 2λ−1

n B22(ω, s), F3n = −2λ−2
n B31(ω, s) (n > 1).

(2.14)

В результате получаем следующие системы уравнений относительно коэффициентов ря-
дов:

κ1(ω, s)U10 + iωαH0 = F10, −iω3ΛU10 + κ3(ω, s)H0 = F30; (2.15)

k1n(ω, s)U1n − iωλn(λ+ µ)U2n + iωαHn = F1n,

iωλn(λ+ µ)U1n + k2n(ω, s)U2n − αλnHn = F2n, (2.16)

−Λk4n(ω)(iωU1n + λnU2n) + k3n(ω, s)Hn = F3n (n > 1),

где

k1n(ω, s) = κ1(ω, s) + λ2
nµ, k2n(ω, s) = κ2(ω, s) + λ2

n,

k3n(ω, s) = κ3(ω, s) +Dλ2
n, k4n(ω) = κ1(ω, λn).

В соответствии с формулами (2.12), (2.14) решения уравнений (2.15), (2.16) представ-
ляют собой линейные комбинации функций fFL

m1 . Тогда согласно (2.7) линейными комби-
нациями являются также изображения коэффициентов рядов (2.13):

uFL
in =

3∑
m=1

GFL
im1nf

FL
m1 , ηFL

n =
3∑

m=1

GFL
3m1nf

FL
m1 (i = 1, 2).

При этом имеют место равенства

GFL
lm1(ω, x2, s) =

∞∑
n=0

GFL
lm1n(ω, s) cos (λnx2) (l = 1, 3),

GFL
2m1(ω, x2, s) =

∞∑
n=1

GFL
2m1n(ω, s) sin (λnx2).

(2.17)

Определяя решение уравнений (2.15), (2.16) и проведя соответствующие преобразова-
ния, получаем коэффициенты рядов (2.17) в виде

GFL
km1n(ω, s) =

Pkmn(ω, s)

Pn(ω, s)
.

Здесь числители и знаменатели, являющиеся многочленами, определяются следующим об-
разом:

P0(ω, s) = κ3(ω, s)κ1(ω, s)− αω4Λ, P130(ω, s) = −iωαD,

P110(ω, s) = −µκ3(ω, s), P120(ω, s) = iω[αω2Λ− λκ3(ω, s)],
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P310(ω, s) = −iω3µΛ, P320(ω, s) = −ω2Λ[κ2(ω, s)− λω2], P330(ω, s) = Dκ1(ω, s),

Pn(ω, s) = (s2 + µk4n)Πn(k4n, s), Πn(x, s) = s3 + xs(Ds+ 1) + (D − αΛ)x2,

P11n(ω, s) = −2µ(k2nk3n − αλ2
nΛk4n), P13n(ω, s) = −2iωDα[λ2

n(λ+ µ)− k2n],

P12n(ω, s) = −2iω[α(λ+ µ)Λλ2
nk4n − αk4nk2n − λ2

n(λ+ µ)k3n + k3nk2nλ],

P21n(ω, s) = 2iωλnµ[(λ+ µ)k3n − αk4n], P23n(ω, s) = 2αDλn[k1n − ω2(λ+ µ)],

P22n(ω, s) = 2λn{k1nk3n − αk4n(µω2 + k1n)− λω2[(λ+ µ)k3n − αk4n]},

P31n(ω, s) = 2iωµk4n[(λ+ µ)λ2
n − k2n],

P32n(ω, s) = −2k4n[ω2(λ+ µ)2λ2
n − ω2λk2n − k1n(λ2

n − k2n)],

P33n(ω, s) = −2D[ω2λ2
n(λ+ µ)2 − k1nk2n].

3. Определение оригиналов функций влияния. Обращая преобразование Лапла-
са, из (2.17) получаем

GF
lm1(ω, x2, τ) =

∞∑
n=0

GF
lm1n(ω, τ) cos (λnx2) (l = 1, 3),

GF
2m1(ω, x2, τ) =

∞∑
n=1

GF
2m1n(ω, τ) sin (λnx2).

(3.1)

Функции GFL
km1n являются правильными рациональными дробями аргумента s, поэто-

му переход в пространство оригиналов можно осуществить с помощью вычетов. Поскольку
в реальных материалах αΛ � D < 1, с помощью критерия Рауса — Гурвица можно пока-
зать, что многочлены P0(ω, s), Πn[k4n(ω), s] имеют следующие нули: s1n = s̄2n = γn + iβn,
γn < 0, s3n < 0, s3n ∈ R (i — мнимая единица). Для многочлена Pn(ω, s) к ним добавляются
мнимые нули: s4n = s̄5n = iεn, ε2n = µk4n(ω). Следовательно, коэффициенты рядов имеют
вид

GF
km10(ω, τ) = eγ0τ (A

(1)
km0 cos (β0τ)− A

(2)
km0 sin (β0τ)) + A

(3)
km0 es30τ ,

GF
km1n(ω, λn, τ) = eγnτ (A

(1)
kmn cos (βnτ)− A

(2)
kmn sin (βnτ)) + A

(3)
kmn es3nτ + (3.2)

+ A
(4)
kmn cos (εnτ)− A

(5)
kmn sin (εnτ),

где

A
(1)
kmn = 2 Re

Pkmn(ω, s1n)

P ′n(ω, s1n)
, A

(2)
kmn = 2 Im

Pkmn(ω, s1n)

P ′n(ω, s1n)
, A

(3)
kmn =

Pkmn(ω, s3n)

P ′n(ω, s3n)
(n > 0),

A
(4)
kmn = 2 Re

Pkmn(ω, s4n)

P ′n(ω, s4n)
, A

(5)
kmn = 2 Im

Pkmn(ω, s4n)

P ′n(ω, s4n)
(n > 1),

штрих означает производную по параметру s.
Расчеты показывают, что ряды (3.1) для функций GF

321(ω, x2, τ), G
F
331(ω, x2, τ) схо-

дятся медленно. Это обусловлено следующей асимптотикой при s → ∞ для изображений

коэффициентов рядов:

GFL
3210(ω, s) ∼ −ω2Λs−1, GFL

3310(ω, s) ∼ Ds−1,

GFL
321n(ω, s) ∼ −2Λk4n(ω)s−1, GFL

331n(ω, s) ∼ 2Ds−1 (n > 1).
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Поскольку оригиналом изображения s−1 является функция Хевисайда H(τ) [5], в пра-
вой полуокрестности точки τ = 0 функции GF

321(ω, x2, τ) и G
F
331(ω, x2, τ) имеют разрыв

первого рода. Для выделения данной особенности изображения этих функций представим
в виде

GFL
3m1(ω, x2, s) = SFL

3m1(ω, x2, s) +RFL
3m1(ω, x2, s),

SFL
3m1(ω, x2, s) =

∞∑
n=0

SFL
3m1n(ω, s) cos (λnx2),

RFL
3m1(ω, x2, s) =

∞∑
n=0

RFL
3m1n(ω, s) cos (λnx2) (m = 2, 3),

где

SFL
3210(ω, s) = − ω2Λ

κ3(ω, s)
, SFL

3310(ω, s) =
D

κ3(ω, s)
,

RFL
3210(ω, s) =

T320(ω, s)

κ3(ω, s)P0(ω, s)
, RFL

3310(ω, s) =
T330(ω, s)

κ3(ω, s)P0(ω, s)
,

T320(ω, s) = P320(ω, s)κ3(ω, s) + ω2ΛP0(ω, s) = Λω4[λ(Dω2 + s)− αω2Λ],

T330(ω, s) = P330(ω, s)κ3(ω, s)−DP0(ω, s) = DαΛω4,

SFL
321n(ω, s) = −2Λk4n(ω)

k3n(ω, s)
, SFL

331n(ω, s) =
2D

k3n(ω, s)
,

RFL
321n(ω, s) =

T32n(ω, s)

k3n(ω, s)Pn(ω, s)
, RFL

331n(ω, s) =
T33n(ω, s)

k3n(ω, s)Pn(ω, s)
,

T32n(ω, s) = k3n(ω, s)P32n(ω, s) + 2Λk4n(ω)Pn(ω, s),

T33n(ω, s) = k3n(ω, s)P33n(ω, s)− 2DPn(ω, s).

С использованием таблиц и суммирования рядов [5, 6] находим оригиналы по Лапласу
функций SFL

3m1(ω, x2, s):

SF
321(ω, x2, τ) = −ω2Λ e−Dω2τ θ3

(x2

2
, e−Dπ2τ

)
+

Λ

D
e−Dω2τ ∂

∂τ

[
θ3

(x2

2
, e−Dπ2τ

)]
,

SF
331(ω, x2, τ) = D e−Dω2τ θ3

(x2

2
, e−Dπ2τ

)
(θ3(x, q) — тета-функция Якоби).

Обращение преобразования Лапласа коэффициентов RFL
3m1n(ω, s) как рациональных

функций проводится аналогично (3.2) с учетом того, что появляется дополнительный по-
люс s6n = −D(ω2 + λ2

n).
Обращение преобразования Фурье проводится для изображений, полученных из (2.6):

uF
i (ω, x2, τ) =

3∑
m=1

GF
im1(ω, x2, τ) ∗ fF

m1(ω, τ),

ηF (ω, x2, τ) =
3∑

m=1

GF
3m1(ω, x2, τ) ∗ fF

m1(ω, τ).
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Например, оригинал первой функции имеет вид

u1(x1, x2, t) =
1

2π

3∑
m=1

∞∫
−∞

GF
1m1(ω, x2, τ) ∗ fF

m1(ω, τ) eiωx1 dω. (3.3)

Для того чтобы вычислить входящие в (3.3) интегралы, запишем их следующим об-
разом:

∞∫
−∞

GF
km1 ∗ fF

m1 eiωx1 dω =

−a∫
−∞

GF
km1 ∗ fF

m1 eiωx1 dω +

a∫
−a

GF
km1 ∗ fF

m1 eiωx1 dω +

+

∞∫
a

GF
km1 ∗ fF

m1 eiωx1 dω

(a — некоторая промежуточная точка (в расчетах полагается a = 1)).
Второй интеграл вычисляется с помощью формулы средних прямоугольников, первый

и третий с помощью замен ω = −a2/(a + ν) и ω = a2/(a − ν) сводятся к интегралам по
конечным промежуткам [−a, 0], [0, a] соответственно, после чего также вычисляются с
помощью формулы средних прямоугольников.

Заметим, что функции GF
111, G

F
221, G

F
331, G

F
231, G

F
321 являются четными, остальные

функции GF
km1 — нечетными по ω. Если функции fF

m1 также обладают свойством четно-
сти (нечетности), то преобразование (3.3) сводится к синус- или косинус-преобразованию
Фурье, что уменьшает объем вычислений.

4. Примеры. Положим, что L = 1 м, T0 = 773 К, а материалом слоя являются
алюминий, имеющий характеристики ρ = 2700 кг/м3, λ = 5,55 · 1010 Н/м2, µ = 3,50 ×
1010 Н/м2, D = 6,70·10−6 м2/c, которым соответствуют безразмерные величины µ = 0,279,
λ = 0,442, D = 1,06 · 10−9, α = 10−4, Λ = 1,78 · 10−6.
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Рис. 1 Рис. 2

Рис. 1. Зависимость перемещения u1 от x1 и τ при x2 = 0,5

Рис. 2. Зависимость перемещения u2 от x1 и τ при x2 = 0,5
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Правые части граничных условий (1.2) имеют вид

f11(x1, τ) = f21(x1, τ) = f12(x1, τ) = f22(x1, τ) = f32(x1, τ) ≡ 0,

f31(x1, τ) = e−εx2
1 H(τ), ε = 0,01.

Результаты вычислений приведены на рис. 1, 2. Расчеты проводились при количестве
членов ряда Фурье Ny = 100 и количестве точек разбиения для вычисления обратного
преобразования Фурье Nx = 100. Заметим, что при уменьшении шага разбиения в два
раза графики практически совпадают.
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