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Численно исследован нестационарный режим обтекания полубесконечной изотермиче-
ской пластины несжимаемой вязкой жидкостью в условиях естественной конвекции. Ре-
шение получено с учетом гомогенной химической реакции первого порядка и подвода
массы через пластину. Полученный в расчетах профиль скорости хорошо согласуется
с известным точным решением. Представлены профили скорости, температуры и кон-
центрации. Показано, что скорость жидкости уменьшается при увеличении параметра
химической реакции. Проанализированы распределения местных и осредненных значе-
ний поверхностного трения, чисел Нуссельта и Шервуда.

Введение. Существует ряд природных и промышленных процессов, в которых тепло-
массоперенос является следствием эффектов плавучести, обусловленных диффузией тепла
и химических компонентов. Исследование подобных течений полезно для совершенство-
вания ряда химических технологий, таких как вытяжка волокна, выращивание монокри-
сталлов методом вытягивания и производство полимеров.

В [1] получено точное решение уравнения Навье — Стокса для случая обтекания бес-
конечной горизонтальной пластины потоком вязкой несжимаемой жидкости после при-
ведения пластины в движение. Следуя анализу, проведенному Стоксом [1], в работе [2]
приведено точное решение задачи о вязком обтекании бесконечной изотермической вер-
тикальной пластины после приведения ее в движение. Аналогичная задача для случая
обтекания бесконечной изотермической вертикальной пластины с массопереносом реше-
на в [3]. В [4] указанная проблема проанализирована численно. В этой работе пластина
предполагалась полубесконечной, и определяющие уравнения (в безразмерном виде) ре-
шались с использованием неявной конечно-разностной схемы типа Кранка — Николсона.
В [5, 6] выполнен анализ процесса массопереноса при нестационарном обтекании беско-
нечной изотермической вертикальной пластины с однородным вдувом массы с использо-
ванием обычной методики преобразования Лапласа. В [6] исследовано влияние гомогенной
химической реакции первого порядка на процесс нестационарного обтекания бесконечной

вертикальной пластины с постоянным тепломассопереносом.
Тем не менее проблема нестационарной естественной конвекции вблизи полубесконеч-

ной вертикальной пластины с учетом химической реакции изучена недостаточно. В на-
стоящей работе эта задача решается с использованием неявной конечно-разностной схемы
Кранка — Николсона.

1. Определяющее уравнение и математическая постановка. Рассматривается
обтекание вязкой несжимаемой жидкостью полубесконечной изотермической вертикаль-
ной пластины с массоподводом при ее движении из состояния покоя. Предполагается, что
влияние вязкой диссипации в уравнении энергии пренебрежимо мало и идет химическая

реакция между диффундирующими компонентами и жидкостью. Ось x направлена вдоль
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полубесконечной пластины вертикально вверх, ось y — по нормали к пластине. В началь-
ный момент времени пластина и жидкость имеют одинаковую температуру, а концентра-
ция однородна. При t′ > 0 пластина начинает двигаться вертикально вверх с постоянной
скоростью u0 в направлении, противоположном гравитационному полю. В результате го-
могенной химической реакции первого порядка температура и концентрация продуктов

реакции вблизи пластины повышаются.
С учетом сделанных допущений нестационарное обтекание полубесконечной верти-

кальной пластины описывается следующими уравнениями:
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Начальные и граничные условия:
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уравнения (1) приводятся к виду
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Соответствующие начальные и граничные условия:

t 6 0: U = 0, V = 0, T = 0, C = 0,

t > 0: U = 1, V = 0, T = 1,
∂C

∂Y
= −1 при Y = 0,

U = 0, T = 0, C = 0 при X = 0,

U → 0, T → 0, C → 0 при Y →∞.

(3)

2. Процедура решения. Нестационарные нелинейные связанные уравнения (2) с
условиями (3) решаются с использованием неявной конечно-разностной схемы Кранка —
Николсона.
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Рис. 1 Рис. 2

Рис. 1. Профили скорости в отсутствие реакции (Pr = 0,71, t = 0,2, K = 0):
сплошные линии — результаты настоящей работы, точки — данные [5]; 1 — Gr = 5, Gc = 5,
Sc = 0,24; 2 — Gr = 0,4, Gc = 0,2, Sc = 1

Рис. 2. Нестационарные профили скорости при X = 1 (Gr = 2, Gc = 5, Pr = 0,71):
1 — K = 0,2, Sc = 0,16, t = 0,78; 2 — K = 0,2, Sc = 0,16, t = 4,2 (стационарный режим); 3 —
K = −2, Sc = 0,6, t = 0,82; 4 — K = −2, Sc = 0,6, t = 6,1 (стационарный режим); 5 — K = −1,
Sc = 0,6, t = 6,7 (стационарный режим); 6 — K = 0,2, Sc = 0,6, t = 11,6 (стационарный режим);
7 — K = 2, Sc = 0,6, t = 12,7 (стационарный режим); 8 — K = 0,2, Sc = 2, t = 13,7 (стационарный
режим); 9 — K = −2, Sc = 0,6, t = 0,3; 10 — K = −2, Sc = 0,6, t = 0,15

Рассматривается прямоугольная область интегрирования со сторонами Xmax = 1 и
Ymax = 16, где Ymax соответствует Y = ∞. Значение Ymax заведомо находится вне погра-
ничных слоев (динамического, теплового и концентрационного) и выбрано после предва-
рительных расчетов, с тем чтобы два последних граничных условия (3) удовлетворялись с
погрешностью не более 10−5. После вариации размер сетки был выбран равным∆X = 0,05
и ∆Y = 0,25, шаг по времени ∆t = 0,01.

Расчеты проводятся до выхода на стационарный уровень. Предполагается, что ста-
ционарное решение достигнуто, когда разность значений U , а также температуры T и

концентрации C на двух последовательных шагах по времени становится меньше 10−5 во

всех точках сетки.
Локальная погрешность “обрезания” O(∆t2+∆Y 2+∆X) стремится к нулю, когда ∆t,

∆X и ∆Y стремятся к нулю. Следовательно, схема совместимая. Конечно-разностная схе-
ма безусловно стабильна, как показано в [4]. Стабильность и совместимость обеспечивают
сходимость.

3. Результаты и обсуждение. С целью проверки точности расчетов данные насто-
ящего исследования сравниваются с известным точным решением [5] для случая K = 0.
Наблюдается хорошее соответствие сравниваемых данных (рис. 1). Значения K > 0 соот-
ветствуют реакции разложения, K < 0 — реакции образования.

Профили скорости в нестационарном режиме при различных значениях параметра

химической реакции и числа Шмидта показаны на рис. 2 (сечение X = 1). Видно, что
при Pr = 0,71, Gr = 2, Gc = 5, Sc = 0,6 и K = −2 скорость увеличивается со време-
нем, достигает максимума при t = 0,82 и принимает стационарное значение при t = 6,1.
Скорость растет в случае реакции образования и уменьшается при протекании реакции
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Рис. 3 Рис. 4

Рис. 3. Стационарные профили скорости при X = 1 (Sc = 0,6, K = 0,2):
1 — Gr = 5, Gc = 10, Pr = 0,71, t = 7,1; 2 — Gr = 5, Gc = 5, Pr = 0,71, t = 7,4; 3 — Gr = 2, Gc = 5,
Pr = 0,71, t = 11,6; 4 — Gr = 2, Gc = 5, Pr = 7, t = 10,3

Рис. 4. Профили температуры при X = 1 (Gr = 2, Gc = 5):
1 — K = 2, Pr = 0,71, t = 0,67; 2 — K = 2, Pr = 0,71, t = 12,7 (стационарный режим); 3 — K = −2,
Pr = 0,71, t = 6,1 (стационарный режим); 4 — K = 2, Pr = 0,71, t = 0,2; 5 — K = 2, Pr = 0,71,
t = 0,15; 6 — K = 2, Pr = 7, t = 10,4 (стационарный режим)

разложения. Ясно, что скорость увеличивается при уменьшении числа Шмидта или пара-
метра химической реакции. Увеличение скорости может быть связано с тем, что скорость
массопереноса в жидкости, влияющая на силы плавучести, растет с уменьшением числа
Шмидта. Время, необходимое для выхода на стационарное состояние, растет с увеличе-
нием числа Шмидта или параметра химической реакции. Однако время, необходимое для
достижения стационарного значения скорости, зависит как от числа Шмидта, так и от
параметра химической реакции. Вклад массовой диффузии в силы плавучести приводит
к значительному увеличению максимальной скорости. На рис. 3 показаны стационарные
профили скорости для различных значений теплового и массового чисел Грасгофа и числа

Прандтля. Видно, что скорость увеличивается с ростом теплового или массового числа
Грасгофа и уменьшается с ростом числа Прандтля.

Нестационарные и стационарные профили температуры для различных значений чис-
ла Прандтля и параметра химической реакции показаны на рис. 4. Известно, что число
Прандтля играет важную роль в процессах, происходящих в потоке, так как оно характе-
ризует отношение толщин динамического и теплового пограничных слоев. Наблюдается
рост температуры с увеличением параметра химической реакции и понижение темпера-
туры с увеличением числа Прандтля.

Влияние параметра химической реакции и числа Шмидта очень существенно для про-
филя концентрации. Нестационарные и стационарные профили концентрации для различ-
ных значений параметра химической реакции показаны на рис. 5. При увеличении пара-
метра химической реакции наблюдается уменьшение концентрации. На рис. 6 показаны
профили концентрации для различных значений теплового числа Грасгофа. Видно, что
концентрация растет с уменьшением Gr.
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Рис. 5 Рис. 6

Рис. 5. Профили концентрации при X = 1 (Gr = 2, Gc = 5, Pr = 0,71):
1 — K = −2, Sc = 0,6, t = 6,1; 2 — K = −1, Sc = 0,6, t = 6,7; 3 — K = 0,2, Sc = 0,6, t = 11,6; 4 —
K = 2, Sc = 0,6, t = 12,7; 5 — K = 0,2, Sc = 2, t = 13,7

Рис. 6. Профили концентрации при X = 1 (Pr = 0,71, Sc = 0,6, K = 0,2, Gc = 5):
1 — Gr = 2; 2 — Gr = 5; 3 — Gr = 10

Зная поля скорости, температуры и концентрации, можно определить поверхностное
трение, скорость теплопереноса и интенсивность переноса компонентов в нестационарном
и стационарном режимах. Безразмерные и осредненные значения поверхностного трения,
чисел Нуссельта и Шмидта определяются следующими выражениями:
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CY =0

]
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Производные, входящие в уравнения (4), можно оценить с помощью формулы пятиточеч-
ной аппроксимации, а затем вычислить интегралы, используя формулу Ньютона — Коте

для интегрирования по замкнутому контуру.
Зависимость местного поверхностного трения, вычисленного по первому уравнению

в (4), от осевой координаты X показана на рис. 7. Значения τx увеличиваются с ростом

параметра химической реакции или числа Шмидта.
На рис. 8 представлена зависимость Nux(X). Видно, что скорость теплопереноса уве-

личивается с ростом теплового и массового чисел Грасгофа и уменьшается с ростом числа

Шмидта. На рис. 9 представлена зависимость Shx(X). Видно, что местное число Шервуда
растет с увеличением числа Шмидта. Интенсивность переноса компонента возрастает в
случае реакции разложения и уменьшается в случае реакции образования.

Влияние чисел Gr, Gc, Sc и параметра химической реакции на средние значения по-
верхностного трения, чисел Нуссельта и Шервуда показано на рис. 10, 11 и 12. Среднее
значение поверхностного трения растет с уменьшением Gr или Gc и с увеличением Sc
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Рис. 7 Рис. 8

Рис. 7. Зависимость местного поверхностного трения от координатыX (Pr = 0,71, Gr = 0,4,
Gc = 0,2):
1 — K = 0,2, Sc = 0,6; 2 — K = −2, Sc = 0,6; 3 — K = 0,2, Sc = 0,16

Рис. 8. Зависимость местного числа Нуссельта от координаты X (Pr = 0,71):
1 — Gr = 5, Gc = 10, Sc = 0,6, K = 0,2; 2 — Gr = 5, Gc = 5, Sc = 0,6, K = 0,2; 3 — Gr = 2, Gc = 5,
Sc = 0,6, K = 0,2; 4 — Gr = 2, Gc = 5, Sc = 0,6, K = 2; 5 — Gr = 2, Gc = 5, Sc = 2, K = 0,2

Рис. 9 Рис. 10

Рис. 9. Зависимость местного числа Шервуда от координаты X (Gr = 2, Gc = 5, Pr = 0,71):
1 — K = 2, Sc = 0,6; 2 — K = 0,2, Sc = 0,6; 3 — K = −1, Sc = 0,6; 4 — K = −2, Sc = 0,6; 5 —
K = 0,2, Sc = 0,16

Рис. 10. Зависимость среднего поверхностного трения от времени (Pr = 0,71, Gr = 0,4,
Gc = 0,2):
1 — K = 0,2, Sc = 0,6; 2 — K = −2, Sc = 0,6; 3 — K = 0,2, Sc = 0,16
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Рис. 11 Рис. 12

Рис. 11. Зависимость среднего числа Нуссельта от времени (Pr = 0,71, K = 0,2):
1 — Gr = 5, Gc = 10, Sc = 0,6; 2 — Gr = 5, Gc = 5, Sc = 0,6; 3 — Gr = 2, Gc = 5, Sc = 0,6; 4 —
Gr = 2, Gc = 5, Sc = 2

Рис. 12. Зависимость среднего числа Шервуда от времени (Gr = 2, Gc = 5, Sc = 0,6,
Pr = 0,71):
1 — K = 2; 2 — K = 0,2; 3 — K = −1; 4 — K = −2

в течение всего переходного периода. Среднее значение числа Нуссельта растет с умень-
шением Sc и с увеличением Gr или Gc. Среднее значение числа Шервуда увеличивается с
ростом параметра химической реакции.

4. Выводы. В работе представлено детальное численное исследование обтекания по-
лубесконечной изотермической вертикальной пластины несжимаемой вязкой жидкостью с

однородным подводом массы при движении пластины из состояния покоя с учетом гомоген-
ной химической реакции первого порядка. Безразмерные уравнения решаются с помощью
неявной конечно-разностной схемы типа Кранка — Николсона. В данной работе в каче-
стве среды, в которой движется пластина, рассматриваются воздух и вода. Результаты
расчетов хорошо согласуются с точным решением при отсутствии химической реакции

(K = 0). Проведенное исследование позволяет сделать следующие выводы.
1. Скорость и концентрация растут в случае реакции образования (K < 0) и умень-

шаются при протекании реакции разложения (K > 0).
2. Температура растет при увеличении значений параметра химической реакции и

уменьшается с ростом числа Прандтля.
3. Местное и среднее значения числа Шервуда растут при увеличении параметра хи-

мической реакции.
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